
偏心 2円陰間の流れにおけるカオス混合
京大工 市田良夫 (Yoshio ICHIDA)

京大工 船越満明 (Mitsuaki FUNAKOSHI)

Abstract

2次元非定常流の–つの例として、周期的に回転する偏心 2円筒間の流れ
が挙げられる。 この流れは、 ラグランジアンカオスの代表例として、 これまで
いろいろな研究がなされてきた。 しかしながら、流体の混合問題に直接注目し
た研究は少なく、 また直接的な方法で混合の定量化を行っている研究がほとん
どなかった。 そこで、本研究ではまず混合のパラメーター依存性を調べた。 と
くに、 効率的な混合の妨げになる島状領域を消去する、円筒付近の規則領域を
小さくする、 という 2つの目標に向けてパラメータをどう調整すればよいかを
調べた。 さらに、 流れ領域全体を等面積の $N$ 個のセルに分割し、推移行列を
定義することにより混合の定量化を行った。 これにより、混合の–様性や効率
などをある程度定量化でき、その結果がボアンカレプロットなどとよく対応し
ていることが確認できた。

1 序章

工学への応用を考えるとき、システムのカオス的振る舞いは未来予測を困難にす
るため、 しばしば喜ばしくない性質としてとらえられがちである。 しかしながら、
カオスの複雑な振る舞いが利点として働く場合もありえる。 その 1つの例としてカ
オス混合がある。簡単な流れ場においても、その中での流体粒子の運動はカオス的
となり得る。 このような、流体をラグランジ $f$的に記述した場合に確認できるカオ
スを特にラグランジァンカオスといい、 これまで様々な研究がなされてきた。周期
的に回転する偏心 2円筒間の遅い流れにおけるカオス的な振る舞いは、 ストークス
近似の下で解析的な解が存在し [1]、実験も可能であるという理由からたくさんの研
究がある。例えば、 Chaiken et al. [2] は流れ領域が規則領域とカオス領域に分割
されることを実験で調べた。規則領域内では、 2円筒の運動の 1周期ごとの流体粒
子の位置はある閉軌道上を規則的に運動し、 -方カオス領域では複雑な振る舞いを
示す。彼らはさらにこれらの結果が数値シミ $=$ レーションとよく合うことを示した。

Swanson と Ottino [3]は、 実験において初期に置かれた染料が速く広がる領域がこ
のカオス領域とよく –致ずることを示し、流体の微小部分の引き延ばしと折り畳み
のプロセスを調べた [4]。
これらの研究は定性的性質を調べたものが多く、混合の効率化を定量的に詳しく

調べた研究がこれまでほとんど見あたらない。それ故、本研究では偏心 2円筒間の
流れにおける混合の効率を調べ、効率的な混合を実現するための適切なパラメータ
値の選択について述べる。 さらに、推移行列を定義することにより、混合の効率と
一様性などを定量的に調べる。

2章では、 2円筒の半径比 \alpha 、離心率 $\epsilon$ , そして 1周期あたりの回転量 $T_{out}$ と $T_{in}$

という流れを決定するパラメータについて説明し、 ストークス近似の下で得られる
流れ関数を説明する。 3章では、 ボアンカレプロットと混合のシミ $f$ レーション図

について説明する。 4章では、混合の効率のパラメーター依存性について調べる。
島状領域を消去するためには $\epsilon$ の値の調整が重要であり、 円筒付近の規則領域を小
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さくするためには $T_{out}$ と $T_{in}$ の値の調整が重要であることを述べる。 5章では、混
合の効率と–様性を定量化するために、マルコフ性の仮定の下で、 1周期後の流体
粒子の位置から得られる推移行列を定義する。 6章は結論である。

2 基礎方程式

図 1に示すように外円筒、内円筒の半径をそれぞれ $Rmt\backslash$ &nとし、 $(x, y)$ 空間
におけるそれぞれの中心を $(0,0)\text{、}(-d, 0)$ とする。 半径比 $\alpha$ と離心率 $\epsilon$ は以下で

定義される
$\alpha\equiv\frac{R_{i}n}{Rout},$ $\epsilon\equiv\frac{d}{Rmt-Rin}$ . (1)

外円筒と内円筒は角速度\Omega -,(t) と $\Omega_{in}(t)$ で交互に周期的な回転をするものとする。
ここで $t$ は時間を表す。 Tout と Tin は、 それぞれ外円筒と内円筒の 1周期あたりの
回転角を 2\mbox{\boldmath $\pi$}で割った量である。 例えば $Tout=1$ の場合は 1周期あたり外円筒が正
の方向に 1回転するという意味である。

2次元非圧縮流を仮定すると、流れ関数 $\psi$ が定義でき、 $(x, y)$ 方向の速度 $(u_{x}, u_{y})$

は

$u_{x}= \frac{\partial\psi}{\partial y},$
$u_{y}=- \frac{\partial\psi}{\partial x}$ , (2)

と表せる。 このとき、ナビエストークス方程式は、

$\nu\nabla^{4}\psi=\frac{\partial\psi}{\partial y}\nabla^{2}\frac{\dot{\partial}\psi}{\partial x}-\frac{\partial\psi}{\partial x}\nabla^{2}\frac{\partial\psi}{\partial y}-\nabla^{2}\frac{\partial\psi}{\partial t}$ , (3)

と表せる。 ここで、 $\nu$ は動粘性係数である。 また ‘ 2つの円筒上で滑りがないとい
う境界条件は、

$\frac{\partial\psi}{\partial y}=-y\Omega_{ou}\ell(t)$ , $\frac{\partial\psi}{\partial x}=-x\Omega_{out}(t)$ , (外円筒) (4)

$\frac{\partial\psi}{\partial y}=-y\Omega_{in}(t)$ , $\partial\psi\partial x$ (内円筒) (5)$-=-(X+d)\Omega_{in}(t)$ , (内円筒)

と表すことができる。
ここで、 円筒が十分ゆっくりと回転し、流れが十分に遅く、かつ流れ場の時間変

化も小さくて、

$R_{e} \equiv\frac{\max(R_{out}^{2}|\Omega\circ ut(t)|,Rin2|\Omega_{i}n(t)|)}{\nu}\ll 1,$ $R_{\mathrm{c}} \equiv\frac{R_{out}^{2}}{\nu t_{\mathrm{C}}}<<1$ , (6)

が成り立つと仮定する。 ここで、 $t_{c}$ は流れ場の時間的変化を特徴づける時間スケー
ルである。 このストークス近似の下では、 式 (3) の右辺は無視でき、

$\nabla^{4}\psi=0$ . (7)

が得られる。境界条件 (4) (5) を満たす、式 (7) の解析解はすでに知られており $[1]_{\backslash }$

以下で定義される双極座標系 $(\xi, \eta)$ を用いて表されている。

$x=-b \frac{\sinh\xi}{\cosh\xi-\cos\eta}+b\coth\xi out,$ $y=b \frac{\sin\eta}{\cosh\xi-\cos\eta}$ , (8)
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ここで、

$b= \frac{1}{2d}\sqrt{(R_{outn}^{2}+R_{i}2-d2)^{2}-4R2R^{2}outin}-$, (9)
である。 また、 $\xi=$ 親 t と $\xi_{in}$ はそれぞれ外円筒と内円筒を表し、関係

$R_{m\ell}=-_{\mathrm{s}}\overline{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}}\vee\xi out’ R_{n}=-_{\overline{\sinh\xi in}}\cdot$ , (10)

を満たす。 $\eta$ は周方向を表す変数であり $0$ から 2\mbox{\boldmath $\pi$}の値をとる。 流れ関数 $\psi$ の具体
的な形は付録に示してある。 双極座標系における流体粒子の位置 $(\xi, \eta)$ は以下の式
から数値計算される :

$\frac{d\xi}{dt}=\frac{1}{H^{2}}\frac{\partial\psi}{\partial\eta’}\frac{d\eta}{dt}=-\frac{1}{H^{2}}\frac{\partial\psi}{\partial\xi}$ . (11)

ここで、 $H$ は $(\xi, \eta)$ の関数であり、付録に示されている。流体粒子の位置 $(\xi, \eta)$ が
わかれば、 $(x, y)$ 平面におけるその位置は変換式 (8) を用いて計算される。

3 混合の評価

偏心 2円筒間の遅い流れにおける、流体の混合問題を考察する。 ボアンカレプ
ロットと混合のシミ $=$ レーション図を用いて流体粒子の運動の大域的な振る舞いを
調べ、 そのパラメータ (半径比 $\alpha_{\text{、}}$ 離心率 $\epsilon_{\text{、}}$ 回転量 T野 t, $T_{in}$ ) 依存性を調べる。
ボアンカレプロットは流体粒子の位置を円筒回転の 1周期ごとにプロットすること
により得られる。本研究では外円筒が 1周期分のちょうど半分回転したタイミング
でプロットしてある。流体粒子の位置は式 (11) を積分することにより得られる。数
値計算は Adams-Bashforth 法を用いて、 $10^{-12-8}-10$ の精度で行った。
ボアンカレプロットのいくつかの例を図 2-5で示す。 これらは図 6のように対称

線上に配置された 20個の初期点の運動を 300周期にわたってプロットした図であ
る。 2円筒間の領域にはカオス領域と規則領域が存在し、規則領域では各流体粒子
は 1つの閉曲線上を規則的に動き続ける。 そのため、規則領域内では流体は効率よ
く混合されな\vee \searrow –方、カオス領域では流体粒子は領域全体を不規則に運動する。
一般的に初期にカオス領域に存在する流体はカオス領域全体に素早く広がるため混
合に適していると考えられる。また規則領域とカオス領域は互いに混合されること
はない。 図 4と 5に示されているようなカオス領域に囲まれた規則領域は特に島状
領域と呼ばれる。 また、 図 3では大きなカオス領域が存在する。 このようにボア
ンカレプロットは流体粒子の運動の大域的な振る舞いを調べるのに適しているとい
える。 しかしながら、 $n$ 周期後の混合の効率をはかる場合には $n$ 周期後の流体粒子
の位置さえ分かれば十分なのだが、 ボアンカレプロットではそれ以前の時刻での情
報も含んでしまう。 また、 カオス領域内における混合の効率の場所による違いなど
の構造もボアンカレプロットでは見つけることができない。そのためボアンカレ
プロットは混合の直接的な指標とはいえない。
次に、上記のようなボアンカレプロットのみでは分からない短時間での混合の様

子を確認するために、シミ $f$ レーション図も用いた。図 7-10は混合のシミ=一ショ
ン図の例であり、図 11に示すように領域の下半分に 3600個の初期点をおき、 5周
期後の各流体粒子の位置をプロットした。 これらの図により短時間での混合の様子
を直接理解することができる。 しかし、 2流体の異なる初期配置に対して異なる結
果が得られるため、 一般的な混合の議論には適さないといえる。
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4 混合の効率のパラメーター依存性

本研究ではボアンカレプロットを用いて流体粒子の運動の大域的振る舞いを調べ、
短時間での混合の効率と –様性を確認するために混合のシミ $f$ レーション図を用い

る。 この章では、適切なパラメータ値を選ぶことによる効率の良い混合の実現につ
いて述べる。

4.1 島状領域の消去

混合の効率を高めるために、カオス領域のなかに存在する胞状領域を消去するこ
とを考える。野遊領域の例が図 12に示されている。図 12からもわかるように、島状
領域の中心には、 1周期ごとの流体粒子の位置を対応づけるボアンカレ写像の楕円
型固定点が必ず存在するので、島状領域を消すためにはこの固定点を消去すればよ
い。 ボアンカレ写像の固定点は条件

$\xi_{n+1}=\xi_{n},$ $\eta_{n+1}=\eta_{n}$ , (12)

を満たす。 ここで $(\xi_{n}, \eta_{n})$ は双極座標系における $n$ 周期後の流体粒子の位置を表す。
すべての点が式 (12) を満たさなければ、固定点は存在しなくなる。そこで、 4つの

パラメータ $\alpha,$
$\epsilon$ , Tout $\backslash$ Tinを変化させて、継体粒子の位置の 1周期後の\eta 方向の変化

量 $\triangle\eta=\eta_{n+}1^{-^{\eta_{n}}}$を計算する。 図 13-16は、 図 6のように初期配置した 20の点に
対して $\triangle\eta$ を計算した結果である。 ここで x^ $=0.0$ と $\hat{x}=1.0$ は、 それぞれ外円筒
と内円筒の位置を意味する。’ $\alpha=0.3_{\text{、}}\epsilon=0.7$ を固定し、 回転量Tout と Tinを変化
させた場合の $\triangle\eta$ を縦軸に示してある (単位はラジアン)。調べた範囲内では、回転
量 Tout と Tin の値に関わらず $\triangle\eta=0$ となる点が存在し、 円筒付近を除く他の初期
点に対しても、 Tout と Tinを変えたときの\Delta \eta の変化は小さく $\eta$ 方向の変化量が小さ
いことが分かった。 さらに、 $\alpha\text{、}\epsilon$ を他のいろいろな値にした場合も調べたが、 い
ずれにおいても回転量の変化による $\triangle\eta$ の値の変化は円筒付近を除いては小さく、
回転量を変化させることで\Delta \eta $=0$ となる点を取り除くことはできなかった。
次に、 図 17は $\alpha=0.3$ , $Tout=1.0$ , $Tin=1.0$ の場合に、 いくつかの $\epsilon$ に対して

$\triangle\eta$ の値をプロットしたものである。 \epsilon が小さいときには $\triangle\eta$ の値はクエット流の場
.
合に似ており、ほとんどの流体粒子は\eta 方向にだいたい $2\pi$ だけ動く。 \epsilon が小さいとき

には、 流れ領域において内円筒の右側と左側の面積の差が小さいので、 円筒が回転
するとき、各流体粒子は右側の広い領域から左側の狭い領域にスムーズに動き、 そ

のため流れ領域中には大きな規則領域が形成される。 -方、\epsilon が 1に近い場合には、

内円筒の右側と左側の面積差が大きいため、 円筒が回転するとき、 多くの流体粒子
は $\eta$ 方向にあまり移動できない。 これらの点は固定点になる可能性があり、楕円型
固定点が存在すると島状領域が形成される。そこで、 図 17からも分かるように、 $0$

にも 1にも近くない適切な $\epsilon$ の値を選ぶことにより、 この固定点を取り除くことが
できる。
また、 \alpha 依存性に関しては、調べた限りにおいて $\alpha$ による $\triangle\eta$ の値の差はあまり

見られなかった。 上の考察で述べたように、 羽状領域の形成においては、 内円筒の
右側と左側の面積比が重要であった。 この面積比は内円筒の右側と左側の対称軸上
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の 2つの線分の長さの比で代表され、

$[][ \text{右側}]=\frac{\acute{R}_{ut}-h_{n}+d}{R_{\mathit{0}}ut-k_{n}-d}=\frac{1+\epsilon}{1-\epsilon’}$ (13)

と、 \epsilon のみに依存する形に書ける。 それ故、 島状領域の形成には\alpha の値の選択はそれ
ほど重要でないと考えられる。

.

混合の効率のパラメータ依存性はボアンカレプロットと混合のシミユレ一ション
図を用いて確認できる。 図 1&20は\alpha $=0.3,$ $T_{ou}t=1.0,$ $T_{in}=1.0$ と固定し、 $\epsilon$ を
0.2, 0.5, 0.9と変化させた場合のボアンカレプロットである。 小さい\epsilonに対しては大き
な規則領域が存在し、 大きい\epsilonに対しては大きな島状領域が形成される。 $\epsilon=0.5$ の

場合には領域のほとんどがカオス領域となる。離心率 $\epsilon$ の値はカオス領域の面積を
大きくするために重要であると思える。 同様の依存性は、 図 21-23の混合のシミユ
レーション図でも見られる。パラメーターの値は図 18-20と同様である。 $\epsilon=0.2$ に

対する図 21では、ほとんどの流体粒子は規則的に動き、効率的な混合は期待できな
い。 $\epsilon=0.5$のときは、図 22に示すように、 ほとんどの流体粒子は不規則に動き、領
域内に散らばっていく。 $\epsilon$ がさらに大きいときには、図 23に示すように島状領域の
存在のために効率的な混合は得られない。
図 24-26は、 $\epsilon=0.7,$ $T_{O}ul=1.0,$ $T_{in}=1.0$ と固定したときに、 $\alpha=0.2,0.4,0.6$ と

変化させた場合のボアンカレプロットである。 これらの図では島状領域の形成に関
して大きな違いは見られない。 上で述べたように、島状領域の消去には半径比\alphaは重
要でないことがわかる。このことは図 27-29で示すように、混合のシミ $f$ レーション

図でも確認できる。図 30-32は、 $\alpha=0.3,$ $\epsilon=0.7$ とし、回転量 $T_{out}$ と $T_{in}$を変化させ
た場合のボアンカレプロットである。すべての場合に比較的大きい島状領域が存在
し、 $T_{out}$ と $T_{in}$を変化させることでは島状領域を消去できない。 このことは図 3a-35
で示すように混合のシミユレーション図でも確認できる。 これらの図は図 30-32と
同じパラメータの値に対するものである。他の多くの $T_{out}$ と $T_{in}$に対しても調べた
が、 どの場合にも島状領域を消去することはできなかった。

4.2 円筒付近の規則領域を小さくする

次に、混合の効率をさらに高めるために円筒付近の規則領域を小さくすることを
考える。 ここでは外円筒付近の規則領域に限って議論する。 はじめに $T_{n}=1.0,$ $\alpha=$

$0.3,$ $\epsilon=0.45$ の場合に、 ボアンカレプロットの 0.1–1.0の範囲の回転量 $T_{ut}$ の値に
対する依存性を考察する。図 3&45は初期に $\eta=0$ (内円筒の右側の対称軸の線分)
上に $\xi$ に関して外円筒側の 1/5の線分上に 20個の初期値を置き、600周期にわたり
プロットした図である。 $T_{out}$ が条件

$T_{out}\cross I=J+\triangle$ , (14)

を満たすとき、外円筒付近に島を見つけることができる。 ここで $I,$ $J$は整数であり、
$\triangle$は正の微小量である。 外円筒のすぐ近くの流体粒子は $I$ 周期後\eta 方向に $2\pi T_{out}\cross I$

だけ移動するので、 外円筒付近には\eta 方向に 2\mbox{\boldmath $\pi$} $\cross$ Jだけ移動する流体粒子が存在す
る。 これらの点はボアンカレ写像の周期点となりえる。 一般的 (Uが小さいほど外

円筒付近の規則領域は大きくなる。 例えば図 37に示すように、 $T_{out}=0.9$のとき外
円筒付近の規則領域は小さくなり、 図 39に示すように、 $T_{o\cdot ut}=0.7$のとき規則領域
は大きくなる。
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5 推移行列を用いた混合の定量化

5.1 推移行列の定義

まず、 2円迫間の流れ領域を $N$ 個の等面積のセルに数値的に分割する。 具体的
には、まず $\eta$ 方向に等面積になるように 8個の部分領域に分ける。次いで、各部分
領域を\xi 方向にさらに分割する。 最後に、 もう –度 $\eta$ 方向に分割して、最終的に各
セルを等面積にする。 この際、最終的に得られるセルの形がなるだけ正方形に近く
なるように工夫する。図 46は N $=960$の場合の分割例である。 このセル分割に基
づいて推移行列

/ $p_{11}$ $p_{12}$ $p_{1N}$ )

$P=|p_{21}$
$p_{22}$ $p_{2N}$

$|$ , (15)

$(p_{N1}p_{N2}$ $p_{NN}/$

を以下のように定義する。 ここで各成分 $Pij$ はセノ碗から出発した流体のうち 1周
期後にセル $i$ に入るものの割合を表す。数値計算においては、各セル内に 2500個
の初期点を配置し、それぞれの流体粒子の 1周期後の位置から乃’ を計算する。 ス

トークス近似の下では流体粒子の運動はマルコフ的である。セル分割を行うとマル
コフ性は成り立たなくなるが、 ここでは推移行列 $P$に対してマルコフ性を仮定して
流体の混合問題を考察する。推移行列を定義することの利点は、 マルコフ性の仮定
の下では 1周期の情報がわかれば 2, 3, $\cdot$ . . 周期後の情報も比較的簡単な計算で得ら
れるということである。 いま、非圧縮性流体を仮定しているので、 $p_{ij}$の定義より、

$\sum_{j=1}^{N}pij=1$ $(i=1,2, \cdots, N),\sum_{i=1}^{N}pij=1$ $(j=1,2, \cdots, N),$ $p_{ij}\geq 0$ , (16)

が成り立ち、 $P$ は確率行列であることがわかる。いま流体 A と流体 $\mathrm{B}$ の混合を考え、

全体の中で流体A の占める割合を\mbox{\boldmath $\gamma$}Aとする。正規化された流体Aの濃度ベクトルを
$q^{(n)}=$ $(q_{1},$$q_{2}(n)(n)$ , $\cdot$ . . , $q_{N}^{(n)}$ ) とする。 ここで $q_{j}^{(n)}$は円筒回転の $n$周期後のセル $i$ におけ

る流体A の割合を $N\gamma_{A}$ で割ったものである。 $arrow\vee$のとき、
ガ

$\sum_{j=1}q_{j}=(n\prime 1,0\leq q_{j}^{(}n’\leq 1$
, (17)

が成り立つ。 そして、 マルコフ性を仮定すると、任意の $0$ 以上の整数 $n$ に対して

$q^{(n)},=q^{(}P^{n}0)$ , (18)

と表せる。

5.2 混合効率の指標

$P$ は分解不可能であって、かつ対角化できると仮定すると、ある正規行列 $B$ を

用いて、
$/\lambda_{1}$ $0\backslash$

$P=B(.0^{\cdot}.\cdot$.

$\cdot$

$\lambda_{2}..\cdot$

$..$ . $\cdot\lambda_{N}..\cdot.\cdot 1^{B^{-1}}$

, (19)
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と書ける。 そして、 このとき

$P^{n}=\lambda_{1}^{n_{H_{1}}}+\lambda nH2+\cdots+2\lambda_{N}^{n}HN$ , (20)

ただし、
$H_{l}=[\alpha_{i\iota\sqrt]}lj$ $(l=1,2, \cdots, N),$ $B=[\alpha_{ij}],$ $B^{-1}=[\sqrt ij]$ , (21)

と表せる。 フロベニウスの定理より、 Pの固有値\mbox{\boldmath $\lambda$}l, $\cdot$ . . , $\lambda_{N}$は関係

$\lambda_{1}=1$ , Rl $\leq 1$ $(i=2,3, \cdots, N)$ , (22)

を満たすことが知られている。実際に計算したデータでは、 \mbox{\boldmath $\lambda$}2以降の絶対値は 1よ
り小さいので、

$\lim_{narrow\infty}P^{n}=H_{1}$ , (23)

となる。 そして $H_{1}$ は、 固有値 1に対する $P$ の固有ベクトルから容易に計算でき
て、 どの成分も $N^{-1}$ の行列である。 したがって、正規化された濃度ベクトル $q^{(n)}$

の漸近状態 $\pi$ は、

$\pi=\lim_{narrow\infty}q)(0Pn(0)q=H1=(\frac{1}{N}, \cdots, \frac{1}{N})$ (24)

という –様に混合された状態になる。 この漸近状態は、規則領域とカオス領域が互
いに混合されないという性質に反するが、 これは各セル内の流体の動きにマルコフ
性を仮定したことに伴ってある種の拡散効果が入ったためである。 したがって、 こ

の推移行列に基づく解析は、拡散効果の存在下での混合を調べていると考えた方が
よい。 ここで、 (20) の形より、混合効率の 1つの指標として、 $|\lambda_{2}|,$ $|\lambda_{3}|,$ $\cdots$ を考える
ことができる。 これらの値の 1との差が大きいぼど、速く –様混合状態に到達し、
混合の効率が高いと考えられる。
図 47は大きいものから並べた $|\lambda_{i}|$ の値の分布を表している。 $\epsilon$ の値を変えた

場合に得られた結果は 3章の結果と整合性がある。すなわち、 図 18と 20で示され
るように、 $\epsilon$ が $0$ に近い場合と 1に近い場合には、領域内に比較的大きな規則領
域ができ効率的な混合が期待できないが、 この場合には、図 47の $|\lambda_{i}|$ の減少のし
かたが遅く、混合効率が悪いといえる。 –方、図 19の\epsilon $=0.5$の場合は、流れ領域
が大きなカオス領域からなり、流体がよく混合されることが期待できるが、その
場合には $|\lambda_{i}|$ が他の\epsilon のときに比べて速く減少していることがわかる。 Ottino [5] は
$\alpha=\frac{1}{3},$ $\epsilon=0.45,$ $\tau out=1.0,$ $T_{in}=3.0$の場合に流体はよく混合されることを示した。
図 48は同じパラメータの値に対して $|\lambda_{i}|$ をプロットしたものである。 $|\lambda_{i}|$ の値は確
かに速く減少し、 よく混合されるということがわかる。

5.3 混合の–様性の指標

$n$周期後の混合の–様性の指標として、エントロピー

$\Lambda,f_{n}=-\frac{1}{\log N}\sum^{N}q_{i}^{(_{\mathit{7}1}}\log q_{i}i=1)(n)$ , (25)

を定義する。 Mf、の値は 2流体の初期分布に依存し、流体が領域全体に–様に分布
するようになれば、 $M_{7l}=1$ となる。 図 49は、 それぞれカオス領域、規則領域内の
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1つのセルだけに流体A を置いた配置から出発した場合の $M_{n}$の値をプロットした
ものである。初期位置がカオス領域に存在する場合は–様混合状態に近づくのが速
く、規則領域に存在する場合は遅い。

5.4 局所的な混合効率の指標

この節では局所的な混合効率の指標について考察する。 各セル $i$ に対して、

$K_{i}=- \frac{1}{\log N}\sum_{j=1}^{N}pji\log pji,$ $L_{i}=- \frac{1}{\log N}\sum_{1j=}pij\log NPij$ , $(26\mathrm{a},\mathrm{b})$

という量を定義する。 $K_{i}$ が大きな値を取るとき、流体は多くのセルからセル $i$ に集

まり、 $L_{i}$ が大きいときはセル $i$ から多くのセルへと散らばっていく。 $K_{i}$ と現は時
間反転的な量を表すので、本研究では L,のみについて考察する。 図 5(1)52は最も $L_{i}$

の大きかった 1/5のセルを表している。図 52の $L_{i}$ の大きい領域は、同じパラメータ
に対する図 12のカオス領域内に入っている。

6 結論

偏心 2円筒間の遅い周期的流れによる混合の効率や–様性を調べ、以下のような
結論を得た。

1. 島状領域を消去し、混合の効率を高めるためには、離心率 $\epsilon$ が最も重要なパ
ラメータである。

2. 円筒付近の規則領域を小さくするには、回転量 $T_{out}$ と $T_{in}$ の値を適切に選ぶ
ことが重要である。

3. 流れ領域全体がカオス領域で占められる場合、 推移行列 $P$ の 2番目以降の固
有値の絶対値 $|\lambda_{2}|$ , |\mbox{\boldmath $\lambda$}3|, $\cdot$ ..は速く小さくなっていき、一様混合状態への収束が
速い。 -方、大きな規則領域が存在するときは、 $|\lambda_{2}|,$ $|\lambda_{3}|,$ $\cdots$ の減少は遅く、

混合が遅い。.

4. 式 (25) で定義される混合の–様性の指標M7’は、初期に–方の流体が規則領域
内に局在している場合には、ゆっくりと –様混合状態に対応する値に近づいて
いき、初期にカオス領域内に局在している場合には、一様混合状態に対応する
値に速く近づく。

5. 式 (26b) で定義される局所的な混合効率の指標 L,が大きな値をとる領域は、ポ
.

アンカレプロットにおけるカオス内に入っている。
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付録

方程式 (7) と境界条件 (4) (5) を満たす流れ関数 $\psi$ は以下のように表される [1] :

$\psi(\xi, \eta,t)=H(\xi, \eta)\{\varphi_{1}(\xi, \eta)\Omega\circ ut(t)+\varphi 2(\xi, \eta)\Omega_{in}(t)\}$,
$\varphi_{j}=I_{j}(\xi)+J_{j(}\xi)\cos\eta$ , $[j=1, \underline{9}]$ ,

$I_{j}(\xi)=(A_{0j}+C_{0j}\xi)\cosh\xi+(B_{0j}+D_{0j}\xi)\sinh\xi$ ,
$J_{j}(\xi)=A_{1j}\cosh 2\xi+B_{1j}\sinh 2\xi+C_{1j}\xi+D_{1j}$ ,

$H= \frac{b}{\cosh\xi-\cos\eta}$

ここで、

$A_{01}= \frac{1}{\triangle}(\frac{\overline{\Delta}}{\triangle}.h_{1}h_{7}+h_{3})R_{out}$ ,
$A_{02}= \frac{1}{\frac{\triangle 1}{\triangle}}B_{02}=(.‘ h2h8+h_{6})(\frac{\triangle-}{\frac{\triangle\triangle-}{\triangle}}h_{2}h_{7}+h_{4})Rn)\hslash n$

’
$B_{01}= \frac{1}{\triangle}(\frac{\triangle-}{\triangle}.h\iota h_{8}+h_{5})R_{o}u\ell$,
$C_{01}= \frac{1}{\triangle}.h_{1}R_{out}\cosh\xi_{-}$ , $C_{02}= \frac{1}{\triangle}.f\iota_{2}R_{n}\cosh\xi-$ ,
$D_{01}=- \frac{1}{\Delta}.R_{O}ut\sinh\xi_{2}\sinh^{2}\xi-$ , $D_{02}=- \frac{1}{\triangle}.R_{in}\sinh\xi 1\sinh^{2}\xi-$ ,
$A_{11}=- \frac{1}{2\triangle}.h_{1}R_{ou}\ell\sinh\xi_{+}$ , $A_{12}=- \frac{1}{2\triangle}-$. $f\iota_{2}R_{n}\sinh\xi_{+}$ ,
$B_{11}= \frac{1}{2\triangle}.h_{1}R_{mt}\cosh\xi_{+}$ , $B_{12}= \frac{1}{2\Delta}.fl_{2}^{}R_{i},l\cosh\xi+$ ,
$C_{11}=- \frac{1}{\triangle}.h_{1}R_{o}ut\cosh\xi_{-}$ , $C_{12}=- \frac{1}{\triangle}.h_{2}R_{in}\cosh\xi_{-}$ ,
$D_{11}= \frac{1}{2\triangle^{\mathrm{s}}}h_{1}(\sinh\xi-+\underline{9}\xi_{in}\cosh\xi-)Ru\mathrm{J}$ , $D_{12}= \frac{1}{2\triangle}.h_{2}(\sinh\xi_{-}+\underline{9}\xi_{i,\iota}\cosh\xi_{-})Ri_{l)}$,
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は定数であり、 さらに

$\triangle=\xi_{-}^{2}$ -siih2
$\xi_{-}$ ,

$\overline{\Delta}=\xi_{-\mathrm{c}\mathrm{o}}\mathrm{s}\mathrm{h}\xi--\sinh\xi_{-}$ ,
$\Delta^{*}=\sinh\xi-$ [$2\sinh\xi out$ siih $\xi_{in}\mathrm{s}\mathrm{i}\bm{\mathrm{h}}\xi_{-}-\xi_{-}(\sinh^{2}\xi_{\mathit{0}}ut+\sinh^{2}\xi_{i}n)$ ],
$\xi_{+}=\xi out+\xi_{i}n$

’

$\xi_{-}=\xi out-\xi_{i}n$
’

$h_{1}=\xi_{-\mathrm{s}}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}\xi ou\mathrm{r}-\sinh\xi in\sinh\xi_{-}$ ,
$h_{2}=-\xi_{-}\sinh\xi in+\sinh\xi o\mathrm{u}\ell\sinh\xi_{-}$ ,
$h_{\mathrm{s}}=\xi_{ou}t$ sinh $\xi in\sinh\xi_{--}\xi_{i}n\xi_{-\mathrm{s}}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}\xi out$ ,
$h_{4}=-\xi_{in}\mathrm{S}\mathrm{i}\bm{\mathrm{h}}\xi_{\mathit{0}}ut\sinh\xi-+\xi out\xi-\sinh\xi_{i}n$

’

$h_{5}=-\xi out\mathrm{s}\mathrm{i}\bm{\mathrm{h}}\xi in\sinh\xi_{-}+\xi in\xi-\cosh\xi oul$ ,
$h_{6}=\xi_{in}\sinh\xi_{\mathit{0}}ut\sinh\xi_{--}\xi ou\ell\xi-\cosh\xi in$

’

$h_{\tau}= \sinh\xi in\cosh\xi \mathrm{o}ut\sinh\xi_{-}+\frac{1}{2}\xi_{\mathit{0}}ut\mathrm{s}\dot{\mathrm{i}}\mathrm{h}2\xi.\cdot n-\frac{1}{2}\xi in\sinh 2\xi_{\mathit{0}}ut-\xi_{in}\xi-$,
$h_{8}=-\cosh\xi ou\cosh\xi in\sinh\xi_{-+\xi_{i}0}n\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{h}2\xi_{\mathit{0}}ut-\xi_{out}\cosh^{2}\xi_{in}$ .

Fig.1Eccentric cylinders
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Fig.2 Poincar\’e plot Fig.3 Poincar\’e plot
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.2$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.4$

$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$

Fig.4Poincar\’e plot Fig.5 Poincar\’e plot
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.6$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.8$

$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$
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Fig.6 Initial positions of Poincare’ plot
$\alpha=0.3$ ,
$\epsilon=0.7$

Fig.7 Mixing simulation Fig.8 Mixing simulation
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.2$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.4$

$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$
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Fig.9 Mixing simulation Fig.10 Mixing simulation
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.6$

$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.8$

$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$

Fig.11 Initial positions of Fig.12 Poincar\’e plotmixing simulation
$\alpha=0.3$ , $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$

$\epsilon=0.7$ $T_{out}=1.0$ , $\mathit{2}_{in}^{\urcorner}=1.0$
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$\mathrm{E}^{\cdot}\mathrm{l}\mathrm{g}.\perp \mathrm{d}^{\iota}1\prime \mathrm{h}\mathrm{e}$ movement
in the $\eta$ direction

Fig.14 The movement
in the $\eta$ direction
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$\triangle$

outer inner

Fig. 17 The movement
in the $\eta$ direction
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Fig.18 Poincar\’e plot Fig.19 Poincar\’e plot Fig.20 Poincar\’e plot

$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.2$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.5$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.9$

$T_{\sigma ut}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=1.0$ , $T_{in}=1.0$

Fig.21 Mixing simulation Fig.22 Mixing simulation Fig.23 Mixing simulation

$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.2$
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.5$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.9$

$T_{mt}=1.0$ , $T_{in}=1.0$
$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{out}=1.0$ , $\prime \mathit{1}_{in}^{\gamma}=1.0$
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Fig.24 Poincar\’e plot Fig.25 Poincar\’e plot Fig.26 Poincar\’e plot

$\alpha=0.2$ , $\epsilon=0.7$ $\alpha=0.4$ , $\epsilon=0.7$ $\alpha=0.6$ , $\epsilon=0.7$

$T_{\sigma ut}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=1.0$ , $T_{in}=1.0$

Fig.27 Mixing simulation Fig.28 Mixing simulation Fig.29 Mixing simulation
$\alpha=0.2$ , $\epsilon=0.7$ $\alpha=0.4$ , $\epsilon=0.7$ $\alpha=0.6$ , $\epsilon=0.7$

$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$
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Fig.30 Poincar\’e plot Fig.31 Poincare plot Fig.32 Poincar\’e plot

$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$

$T_{\sigma ut}=1.\mathrm{O}$, $T_{in}=5.0$ $T_{\sigma ut}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=5.0$ , $T_{in}=1.0$

Fig.33 Mixing simulation Fig.34 Mixing simulation Fig.35 Mixing simulation
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$

$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$

$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=5.0$ $T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $\tau_{out}=\mathrm{s}.\mathrm{o}$ , $T_{in}=1.0$
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Fig.36 Poincar\’e plot Fig.37 Poincare plot Fig.38 Poincar\’e plot
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$

$T_{\sigma u\mathrm{f}}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=0.9$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=0.8$ , $T_{in}=1.0$

Fig.39 Poincar\’e plot Fig.40 Poincar\’e plot Fig 41 Poincar\’e plot
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$ $\alpha=0.3$ , $c-=0.45$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$

$T_{\sigma ut}=0.7$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=0.6$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=0.5$ , $T_{in}=1.0$
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Fig.42 Poincar\’e plot
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$

$T_{\sigma ut}=0.4$ , $T_{in}=1.0$

Fig.43 Poincar\’e plot Fig.44 Poincar\’e plot

$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$

$T_{\sigma ut}=0.3$ , $T_{in}=1.0$
$\tau_{\sigma u\mathrm{r}=}0.2$ , $T_{in}=1.0$

Fig.45 Poincar\’e plot
$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.45$

$T_{out}=0.1$ , $T_{in}=1.0$
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Fig.46 An example of the division
of the reglon into cells

$(N-=960)$

Fig.47 Absolute eigenvalues of $P$ Fig.48 Absolute eigenvalues of $P$

$\alpha=0.3$ , $\alpha=1/3$ , $\epsilon=0.45$

$T_{\sigma u\ell}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $T_{\sigma ut}=1.0$ , $T_{in}=3.0$
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Fig.49 $M_{n}$

$n$

Fig.50 Cells with large $L_{i}$

$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.3$

$T_{out}=1.0$ , $T_{in}^{\cdot}=1.0$
$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$

Fig.51 Cells with large $L_{i}$ Fig.52 Cells with large $L_{i}$

$\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.5$ $\alpha=0.3$ , $\epsilon=0.7$

$T_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$ $\tau_{out}=1.0$ , $T_{in}=1.0$

52


