
擬似乱数の検定法と SDEの近似解の精度について

山梨大学教育学部 田中 哲 (Satoru Tanaka)

山梨大学教育学部 金川 秀也 (Shuya Kanagawa)

はじめに

確率微分方程式 $(\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{E})$

$dK(t)=\mu(X(t),t\lambda it+\sigma(X(t),t\rangle jB(t)$

の Euler-Maruyama型の近似解の精度については [5], [6], $[9]-[16],$ $[19],$ $[21]$ などに詳しく調べら
れている. しかし、 Euler-Maruyama 型の近似解が実際にコンピ $L^{-\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ 上で応用される場合は確率

$M(t)=X(t\lambda iB(t),0\leq t\leq 1$

$X(0)=0.1$ .

変数列の代わりにいわゆる擬似乱数とよばれる代数的に構成された数列が用いられる. そこで、擬
似乱数の質をどう調べればよいかということが問題になる.本報告では–例として次のような線形
な確率微分方程式に注目し、 その近似解の精度と擬似乱数の検定法との関係について考察する.
この方程式の真の解は、伊藤の公式によって次のように与えられる.
たいていのプログラミング言語に組み込まれている擬似乱数は、線形合同法のように代数的な方法
によって生成されるため必ず有限な周期が存在する. 最も頻繁に用いられる線形合同法によって生
成される擬似乱数は次元が高くなるにつれて超平面群にのり、一様性について問題があることが知

$X(t)=0.1 \exp\{B(t)-\frac{t}{2}\}$.

られている. したがって、擬似乱数が $\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{E}$の解にどのような影響を与えるのかを調べるために次
の点に注目した.

i) 統計的検定にはいろいろな種類があるが、どの検定を通った擬似乱数が近似解に適して
いるのか.

ii) 擬似乱数列の乱数種 (seed) は、 近似解の密度分布に影響を与えるのか.

第 1章では線形合同法 (3種類) と M系列 (2種類) を用いて次に示す A\sim E の 5種類の擬似乱数
生成法について述べる. M系列乱数は、伏見 (1989) を参考にして生成したものである. .

A) $X_{i}=1664525xi-\iota+1013904223$ の混合型合同法

B) $X_{i}=16807X_{i-1}$ の乗算立合同法

C) $X_{i}=65539Xi-1$ の乗算型合同法

D) $f(x$) $=1+x^{32}+X^{521},\sigma=n=32$ の $\mathrm{M}$ 系列乱数

E) $f(x)=1+x^{273}+x^{607},b=23,\sigma=512$ の $\mathrm{M}$ 系列乱数
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第 2章では擬似乱数列の等確率性と無規則性を検証するために–般に良く用いられる次の 8種類
の統計的検定について述べる.

1) -次元度数検定 (一様分布検定)
2) 二次元度数検定 (系列検定)
3) ポーカー検定 (Poker test)
4) 間隔検定 (gap test)
5) 連の検定 (run test) .

6) 順列検定 (permutation test)

7) $d^{2}-$検定 ( $d^{2}$ -test)
$-$. .

8) 組み合わせ検定 (combination test)

第 3章では第 1章で述べた 5種類の擬似乱数を用いてコンピ $=$一タシミ $=$. レーションを行い、近似
解の精度を調べる. このシミ $[]$ レーションには、 $\mathrm{T}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{b}\circ \mathrm{C}++\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}5$ . OJ を使用してプログラムを作成
した. またハードウ $\mathrm{J}\mathrm{i}7$には $\mathrm{I}\mathrm{B}\mathrm{M}/\mathrm{A}\mathrm{T}$ 互換機を使っている.
擬似乱数の検定には、実際に SDE のシミ $=$ レーションを行う時間よりもはるかに長い時間を

要するため、多くの検定によって精度の良い擬似乱数を探すことは困難だと言える. そこで、 どの
検定を通ったものが $\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{E}$の近似解に適しているかが分かればたいへん有功である.

1. 一様擬似乱数列の生成法

コンピ $\iota$一タシミ $=$ レーションを行うためには大量の擬似乱数が必要とされるために、より簡単
な方法で作り出すことが要求される. しかし真の乱数を得るにはその個数と同数の手順を必要とさ
れることが指摘されていることから (Knuth (1981))、擬似乱数には等確率性と無規則性について
本質的な問題が存在する. この節ではいくっかの「擬似乱数生成ルーチン」の作り方、それを変換
して正規擬似乱数列を作る方法、およびその統計的検定法について述べる. 一様擬似乱数の生成に
は次のような方法がが用いられている.

$\{$

%合同法 (乗算型合同法混合型合同法)
$\mathrm{M}^{\tau_{\backslash }},+p\mathfrak{l}\mathrm{J}$

$\epsilon$の他

一様擬似乱数を生成する方法は、線形合同法とM系列のほぼ二種類に限られている. その他の方法
としては、物理現象の中に現れる特性を使って物理乱数と呼ばれる乱数列を作る手段がある. 物理
乱数には合同法などの代数的な生成法で得られた擬似乱数のような周期がないのが大きな特徴で
あるが再現性に問題がある. ここでは物理乱数列についてはふれない.

線形合同法
コンピ $=-\ovalbox{\tt\small REJECT}$ のシステムが定義する乱数生成ルーチンの中で、最も広く使われてきたのはレーマ

一が発表した線形合同法 (hnear congruential method) である. これは漸化式

$X_{i}=aX_{i1}-+C$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}M)$ (1.1)

を用いて $0$ 以上 $M-1$ ($=\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{N}\mathrm{D}-^{\mathrm{M}}\mathrm{A}\mathrm{X}^{1)}$ 以下の非負整数列を生成するものである.

1ANSI $\mathrm{C}$ で規定されているように、 rand$()$の最大の値は RAND-MAXで与えられる。
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$M>0$ は法 (modulus)
$\bullet$ $a\geq 0$ は乗数 (multiplier)

$c$ は増分 (increment) と呼ば肱 $\{$

c=0の場合 ‘ 乗算型合同法
に分類さゎ。.

c\neq 0の場合、混合型合同法

区間 [0,1)上の–様擬似乱数列 $\langle u_{i}\rangle$ は次式によって生成される.

$u_{i}=X_{i}/M$ (1.2)

$\langle X_{i}\rangle$ の周期やランダムネスは $M,a,c$ の選びかたよって決まる. 法 $M$に関しては、 $2^{b}(b$ は使用
する計算機のビット数)

、 あるいはこれを超えない最大の素数のとき周期がもっとも長くなるが、
$M=2^{b}$ とした場合には、 $\langle X_{i}\rangle$ の下位の桁があまりランダムにならないという欠点がある. $a,c$ の

選びかたと $\langle X_{i}\rangle$ の周期に関しては、次のことが知られている (Knuth (1981)).

定理 1. 1 原形\theta Dnj屑\sim し写 aM を持っ\nearrow L\leftarrow妙 O\swarrow 要+分条岸な、
$i)$ $cX\grave{s}M\text{、}$ と互’ |/ご素である.
$ii)a-1’\emptyset\grave{\mathrm{J}}_{\text{、}}\backslash$ $M$ を割 $p$ 切るナベでの素数の p役である.
iii) $M_{/}\emptyset\grave{\mathrm{J}}^{\backslash }\mathit{4}$ vi疲であれ\mu ‘‘ $a-1$ も 4の P疲である.

この定理により、 $c=0$ の乗算回合同法は最長周期 $M$を達成できない. それでも、 $M$が十分に大
きければ、長い周期を得ることは可能である.

定理 1.2乗 L垣 l が Iあ際 P@WB$\sqrt$ご H $L$て次のこ $\not\simeq_{t}\emptyset\grave{\mathrm{J}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$ 夕立っ.
$i)$ $M=2^{b}(b\geq 4)$ の揚ゑ 帯留な褒 N局 ff/j $M/4$ であ $P_{\text{、}}$ こ轟を遅誠できるのな、

$a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8)=3\ovalbox{\tt\small REJECT}\nearrow-arrow\sqrt X5$ で、 $X_{\text{。}}$ \Delta f浄俊のときに mら六 76.
$ii)$ $M\chi_{\grave{\mathrm{J}}^{\backslash }}\mathit{2}x$ 夕大きい莱 Iて p Iご等 $L$ A)揚\theta l m融な最 f局博 IJp $-1$ であ $P_{\text{、}}$ これをゐ j2で

きる $\text{の}\ell x_{\backslash }X_{0}\neq 0$ で、 $\text{かつ}p$ $-1$ の atの躊机\rho I筏 4q $\sqrt$ご i‘f $L$ て

$a^{p-1/q}\neq 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$

$\chi_{\grave{\mathrm{J}}}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$夕立つ揚浄に破ら閉 6.

プログラム
擬似乱数 A. 恩恵演算のいらない擬似乱数生成法

$\mathrm{C}$言語では、unsigned long int型の整数の長さは、 32 ビットである. これを使って、 32 ビットどう
しの掛け算をすれば、結果は真の 64 ビットの積の下位 32 ビットである. したがって、 $M=2^{32}$ とす
れば、剰乗演算 $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} M)$ は不必要になり、 単に

$X_{i}=aX_{i-1}+C$ (1.3)
だけになる. したがって、 実行時間がより早くなる. また、 ここでは Knuth が見つけた
$a=1664525$ (表 1の番号 10) と、 H.WLewis がこの値とともに大規模な検定を行った
$c=1013904223$ ( $(\sqrt{5}-2)M$ に近い素数) を使う ([23]参照).

擬似乱数 B. Schrage の技法を使った「最低基準」生成法
Park and Miller が提案した 「最低基準」 生成法は、乗算合同法
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$X_{i}=aX_{i^{-}\iota}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} M)$ (1.4)

と次の値を使って擬似乱数列を発生させる方法である.
$a=7^{5}=16807$ (表 1の番号 3), $M=2^{31}-1=2147483647$

この値を使って計算すると、 $\mathrm{C}$言語の long int型の整数の長さ 32 ビットを超えてしまうので、 こ

こで Schrage の技法を使う. これを使えば、必ず「最低基準」 生成法が実現できる. もちろん、

このプログラムによって生成する擬似乱数列は、 $0$ 以上 $2^{31}-2$以下の非負の整数値である.
さて、Schrage の技法は以下のとおりである. これは、 $M$の近似的素因数分解に基づいている.

$M=aq+r$ , すなわち $q=[M/a],$ $r=M(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} a)$ (1.5)

この式より、 $r,q$ の値を決める. この値を使うことで、乗算合同法の擬似乱数列 $aX(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} M)$ の値

を求めることができる.

定理 1.3

$aX(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} M)=\{$

$a\{X(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q)\}-r[X/q\iota$ $aX(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} M)\geq 0$

$a\{X(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q)\}-r1X/q1+M,$ $aX(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} M)<0$

(1.6)

擬似乱数C. $X_{i}=65539xi-1$ による乗算型合同法 (3次元以上でランダムでない例)

(1.4)式で、 $a=65539$ とおいたもの.

スペクトル検定
合同法乱数列を生成する漸化式 (1.1)の次数は 1である. したがって、 $k$次元の合同法乱数列の点

列 $\langle(XX\cdots,x)i’ i+1’ i+k-1;i=^{\mathrm{o},1,2},\cdots)$をとると、高次元空間になるほど密度が疎になる. この性質

を合同法乱数列の多次元疎結晶構造と呼ばれている. このため $k$ 次元の場合には、 たかだか

$(k!M)^{1/k}$枚の平行で等間隔に並んだ $k-1$次元超平面の上にのってしまう. したがって、与えられ

た乗数 a によって擬似乱数列のでたらめさを判定しようとする考えは $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{y}_{0}\mathrm{u}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}$ によ

って提案され、スペクトル検定 (spectral test) と名付けられた. スペクトル検定では、非零整数
ベクトル $\mathrm{s}=(S_{1},S_{2’ k}\ldots,S)$ に対して

$\nu_{k}=$ mln$\{\sqrt{S_{1}^{2}+S_{2}^{2}++S_{k}^{2}}|s_{1}+as_{2^{+\cdots+a^{k}s_{k}}}-1=0$ (mod $M$) $|$ , (1.7)

の最小値を合同法乱数列のランダムネスの尺度としている. Knuth (1981)は擬似乱数生成法がス
ペクトル検定に合格するかを決めるための基準について、

$\log_{2k}\gamma\geq 30/k$ $(2\leq k\leq 6)$ (1.8)

という条件をあげている. これによると、 $k=2,3,4,5,6$次元でそれぞれ 15,10,75,6,5 ビット程度の
精度があればよいことになる.

スペクトル検定の実験結果
ここで選んだ乗数 $a$ は有名なものばかりで、定理 1.1, 1.2を満たしている乗数である. 表 1のス

ペクトル検定からわかるように $a=65539$ (表 1の番号 1) だけが、 3次元以上で 3.4という低い
値を取っている. ゆえに $a=65539$ の線形合同法は、3次元以上である程度の超平面群にのりあま
リランダムでないことがわかる. この擬似乱数は実際に以前コンピ JZ $-\ovalbox{\tt\small REJECT}$ で使用されていたもので
あり、 今回のシミ $\mathrm{s}t$ レーションにも、 “他の良いと言われている擬似乱数” と比較するために使用
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している. その他の $a$ の値については、 $M=2^{31}-1$ が素数の場合でもそれほど値に差がないこと
からランダムネス差に影響を与えないものと考えられる. それよりも混合型合同法 $(M=2^{32})$

の方が、乗算型合同法 $(M=2^{30})$ より全体的に高い数値をとっていることより幾分ランダムで
あることが分かる. またこの検定では単に 64 ビットの double の変数を使用しても、 正しい値が
求まるのは 2次元までである. したがって、 TurboC を使った実験では 80 ビットの long double
を使用した方が良いと考えられる

$F^{\gamma}$ スペクん仏藁定の g業
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$\mathrm{M}$系列乱数
M系列乱数とに、 “M系列” を用いて構成された擬似乱数列である. 演算には線形合同法と違い

排他的論理和を用い、次数が高くても項数が少ない漸化式を用いれば擬似乱数をより速く生成する
ことができる. 以下の解説は “伏見 (1989) ” に従う.

$\mathrm{M}$系列 (シフトレジスタ系列)
次に理論的性質がよく知られているM系列 (maximum length linearly recurring sequence) に

ついて述べる. 漸化式

$a_{i}=c_{1}a_{i-1}+c_{2i-2}a+\cdots+C_{p}a_{\ddagger}.-p$ (mod2) (1.9)

を用いて、 2つの値 ( $0$ と 1) の周期列で、これを用いてM系列乱数と呼ばれる擬似乱数列を構成
する. 初期値 $a_{0},a_{1},\cdots,a_{p-}1$ はすべてが $0$ でなければ任意に選んでよい. また $c_{1},c_{2’ p}\ldots,c$は、ガロ

ア体 GF(2)上の原始多項式

$f(x)=1+c_{1}x+c_{2}x^{2}+\cdots+c_{p}X^{p}$ (1.10)

の係数である. これによって、M系列の周期は最大の $I=2^{p}-1$ をとる.

$\mathrm{M}$系列の性質
i) $k$次元ベクトル系列 $\langle(a_{i},a_{i+1},\cdots,a_{i}-1)+k\rangle$ の 1周期分には、零ベクトルを含まないあらゆる

ベクトルがちょうど 1回ずつ現れる. したがって $\langle a_{i}\rangle$ の 1周期中の 1の個数は 2$p-1$個、 $0$

の個数は 2$p-1-1$個である. ゆえに、 $P$が大きければ 1の個数と $0$ の個数との比はほぼ 1
に等しい.

\"u) 1周期中には、長さ $l(1\leq l\leq p-2$) の 1の連および $0$ の連がそれぞれ 2 $p-l-2$ 回現れる.

$\mathrm{P}\mathrm{r}\{\lim_{parrow\infty}(\frac{長さ}t+\iota \text{の^{}\backslash }1\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{0})\{\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}{\text{長さ}f\sigma)^{\backslash }\text{連}\sigma)l\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}})=’ 2p-l-3/_{2^{p-}}\iota-2=1/_{2}\}=!$

$\ddot{\dot{\circ}})$ $\alpha_{i}=1$ ( $a_{i}=0$ のとき)1 $\alpha_{i}=-1$ ( $a_{i}=1$ のとき) として得られる系列 $\langle\alpha_{i}\rangle$ の 1周期

$I=2^{p}--1$ にわたる自己相関関数 $R(s)$ は次のようになる.

$R(s)= \frac{1}{I}\sum_{=i0}^{-}\alpha_{i}\alpha_{i}I1+s=\{$

1, $s=0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I)$

$-1/I$, $s\neq 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I)$

(1.11)

i) . ii) $\text{、}\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) より M系列は、擬似ランダム系列の性質を満たしている.

$\mathrm{M}$系列乱数
M系列乱数は、 M系列 $\langle a_{i}\rangle$ を以下のように $b(b\geq 2)$ ビットの 2進数に構成したものである.

$X_{i}=aa\cdots ai+\tau_{1}i+\tau 2i+\mathrm{r}_{\iota}$ (2進表現) (1.12)

この位相 $\tau_{1},\tau_{2},\cdots,$ $\mathcal{T}_{b}$ の選び方は、擬似乱数列の良さを求めるうえでとても重要である. なぜなら
$\tau_{1},$ $\tau_{2’ b}\ldots,$

$\tau$ がほぼ等間隔に並んでいるとき、M系列乱数は相関がなく独立である. また、 $\langle X_{i}\rangle$ の

各ビット位置に現れる数列は、 同–の漸化式

26



$X_{i}=c_{1i-}X1\oplus C_{2}x_{i-}2^{\oplus\cdots\oplus_{Cx_{i}}}F-p$ (1.13)

を使うことで高速に生成することができる. 1 GFSR 法 (generalized feedback shifC register
algorithm) によると、原始 3項式 f(x) $=1+X^{q}+X^{p}(q<p)$ を使えば漸化式が

$X_{i}=X_{i-q}\oplus x_{i-p}$ (1.14)

となり、 1回の排他的論理和の演算によりさらに速く 1個の擬似乱数が作れる. よって、プログラ
ムのほとんどは、 この原始 3項式を使っている.

定理 14 $\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{式}\langle Xi\rangle$ から [$\xi$ら $f\iota \text{る}k$ 沃元ベク $h$ノ\nu の/万 $\langle(X_{i},X\cdots,X)i+1’ i+k-1\rangle$ の 1濯 ff分

$(1\leq i\leq 2^{p}-1)$ \Delta 身 i^‘‘\nearrow $\mathrm{A}\text{ノ}\triangleright \text{を}2^{p^{-}b}k-1\Pi\Pi\backslash$ その/\sim 2のあら $\ell\Phi \text{る}b$ と “\nearrow $k\mathit{2}J\text{嗜}$ Xベク hノ\nu を 2 $p-kb$

$\mathit{1}\Pi\supset\not\leq$.るなら斌 $M\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash :^{F}}/\text{ノ}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{F}\langle X_{i}\rangle\sqrt \mathit{1}k\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 咽賜 fft6.

この定理により、M系列乱数は $k$次元の単位超立方体内で近似的に–様分布する. また $P$次の原
始多項式によって生成される、 $b$ ビットのM系列乱数の均等分布の最大次数 $K$ は、

$K=[p/b]$ (1.15)

である.

ところで、 \tau を M系列 $\langle a_{i}\rangle$ の周期 $I$ と互いに素な自然数とし、

$\tau_{j}=(j-1)\tau$, $(2\leq j\leq b)$ (1.16)

とおく. これを使って、 (1.12)を変形して、

$x_{i}=a_{i}o_{i\mathrm{r}}O+i+2\tau\ldots a_{i+(-}b1)\tau$
(2進表現)

$y_{i}=a_{\dot{\alpha}}a\dot{\alpha}+1a\cdots a_{\dot{\infty}}\dot{\Phi}+2+b-\iota$ (2進表現)

とおく. これらはそれぞれ縦型系列 $\langle x_{i}(f;\tau)\rangle$ と横型系列 $\langle y_{i}(f;\sigma)\rangle$乏呼ばれる. このとき、次の

定理が成り立つ. この定理を用いると、生成するアルゴリズムの設計が容易になる.

定理 1. 5 $\sigma\in C_{g},$ $\tau\in C_{h}2$なら $\ell X_{\text{、}^{}\backslash }$

$\langle x_{i}(f_{0}$ ; $\tau)\rangle\equiv\langle y_{i}(f_{h}$ ; $\tau^{-1}))$ ,
(1.17)

$\langle y_{i}(f_{0};\sigma)\rangle\equiv\langle x_{i}(f_{g}$ ; $\sigma^{-})1\rangle$

である. $arrowarrow>>\text{で_{}\sigma^{-},\mathcal{T}}\ell X1-1\text{、}$ それぞ LI を法 4$\cdot$ t6乗\parallel $\sqrt$ご Ht6 $\sigma,\tau$ の逆元を表ム

プログラム
擬似乱数D. $f(x)=1+x^{32}+x^{5},\sigma=n=3212$ の $\mathrm{M}$系列乱数

ここでは上の六趣式を使うが、初期値の設定には注意が必要である. そのため、初期値の設定に
は次の算法より求める.

1 $\oplus$ は、 たいていの計算機に備わっている排他的論理和 (exclusive OR) の演算。
2 $C$ は剰余類を表し、 $f$ は $C$ に対応する原始多項式である。
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算法
i) 32 ビットの 2進乱数を $X_{0},X_{1},\cdots,X15$ を乗算合同法によって発生する擬似乱数を使

って任意に与える.
ii) $X_{16}$ は上位 9 ビットだけあらかじめ i) と同じように任意に与える. 残りは次の式によ

り付け加える.
$X_{1\epsilon}=(R^{9}’ X_{0}\oplus X_{15})+X_{1\epsilon}$の上位 9 ビット

iii) $xx,\cdots,x17’ 1\epsilon 520$は漸化式 $X_{i}=M^{32}((L23X+R^{9}-17i-1\text{\’{o}})i\oplus XX)i-1$ により求める.

iv) 次に求めた初期値 $X_{0},X_{1},\cdots,xs20$ を使って、漸単式 $X_{\mathrm{i}}=X_{i-32}\oplus X_{i-521}$

に当てはめるたびにM系列乱数 $\langle X_{i})$ が生成される.

擬似乱数 E. $f(x)=1+X^{2}+x^{6},b7307=23,\sigma=512$ の $\mathrm{M}$系列乱数

この系列は、 上位 $b’$ ビット $(1\leq b’\leq b$)の精度でみると $[p/b’]\text{次均等分布をするという性質を持_{っ}}$

ている. そのため、高い次元でも近似的に–様分布する.
算法

i) 整数の $\langle y_{i}’(f;32)\rangle$ の初期値 $(0\leq i\leq 606)$ を設定し、それらの下位 23 ビットを取り出し

たものを $Y_{i}^{n}(0\leq i\leq 606)$ とする.

ii) 漸化式 $Y_{i}’=Y_{i-2}’73\oplus \mathrm{Y}_{i-\epsilon}^{\hslash}07$ を用いて $\mathrm{Y}_{i}’(607\leq i\leq 16\mathrm{X}606)$を求める.

iii) $X_{i}=Y_{16}^{\nu_{i}}(0\leq i\leq 606)$ とおく.

1.2正規擬似乱数列の作り方
標準正規分布 $N(0,1)$に従う正規擬似乱数 $z_{i}$ を作る方法を説明する.

ボックス・ $\frac{rightarrow}{\sim}$ ュラー法 (BoX-目 uller method)

この方法は、 区間 $[0,1)$上の 2っの–様乱数列 $u_{i},u_{i+1}$から、 2 っの独立正規乱数列 $z_{i},z_{i1}+$ を作れ

ることが特徴である.

$z_{\mathrm{i}}=\sqrt{-2\log u_{i}}\cos(2m_{i+1})$, $z_{i+1}=\sqrt{-2\log u_{i}}\sin(2[][] u_{i+1})$ (1.18)

さらに、 次の Marsaglia の算法を使えば、三角関数の計算をしないので実行時間が短くなる.

マルサリア法 (Marsagl $\mathrm{i}$ a method)

$\cos\theta=v_{i}/\sqrt{R},\sin\theta=v_{i+1}/\sqrt{R}$ (1.19)

これは、単位正方形の内側の–様擬似乱数 $u_{i},u_{i+1}$ を選ぶ代わりに、原点を中心とする単位円の内

側で–様に分布している点 $(V_{i’ i+1}V)$を選ぶ. そうすれば、 $R=v_{i}^{2}+\mathcal{V}_{i+1}2$ は–様に分布し、 また点
$(V_{i’ i+1}V)$の偏角 6は $(0,2\pi)$上でランダムな角度をとる. したがって、三角関数の呼び出しが必要な
くなる.
プログラム
算法

i) 一様擬似乱数列 $u_{i},u_{i+1}$ を生成し、 $V_{i}arrow 2u_{i}-1,vi+1arrow 2u_{i+1}-1$ とする.
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ii) $Rarrow v_{i}^{22}+v_{i+\mathrm{l}}$ を求める.

iii) $R_{-\geq}1$ ならば i) にもどる.

iv) 正規擬似乱数列を求める. $z_{i}=v_{i}\sqrt{-2\log R/R},$ $Z=i+1v_{i+}1\sqrt{-2\log R/R}$

2. 一様擬似乱数列の検定法

実際使う擬似乱数列は–周期のうちのごく -部分であることが多いから、これらについては種々
の性質に関する理論的保証があれば大変に好ましい. しかしながら、擬似乱数列の局所的な性質を
理論的に調べることは、 -周期全体にわたる性質を調べるのに比べれば、はるかに難しい.
そこで、擬似乱数列の局所的な性質を調べるためには、実際に数列を発生して、統計的な手法を
使ってそれを解析するという手段に頼るのが普通である.
また、一般的には、一様擬似乱数に対する検定に比べて、変換された数列 (正規擬似乱数) に対
する検定が行われるのはずっと少ない. ここでは、一様擬似乱数に対する検定法として、きわめて
多数提案されている中から、有名な方法を選んで解説する. なお $u_{i}$ は区間 [0,1)上の–様擬似乱数

を表わし、 $U_{i}$ は $u_{i}$ の 10進表現での小数第 1位の数値を表わしている.

次元度数検定 (一様分布検定)

生成された n個の擬似乱数列 u。’ul’...,unが–様擬似乱数列であるためには、その度数分布が等

確率性の性質をもっているかどうかを判定すればよい. そのためには、擬似乱数の領域を $l$ 個 (ク

ラスの個数) の部分区間 $[a_{0},a_{1}),[a\iota’ a$ )$2’\ldots,[a_{l-1},a)\iota$ に分割し、各クラスに入っている個数

$f_{1},f_{2},\cdots,f_{l}$ を数える. この個数をもとに、度数の変化を目で見てはっきりさせるためには、図 1

のようなヒストグラムであらわす方法がある.

図 1 渥合型台 [\rho -7xAの擬似泓数 1000何ヒス Aグラム

このヒストグラムから等確率性がほぼ推測できる. しかし、実際はなかなか目で見るだけでは判
断できない場合が多いので、カイ 2乗検定あるいは Kolmogorov-Smirnov 検定 (以下 K-S 検定と
略す) を使って等確率性を調べる.

カイ 2乗検定
カイ 2乗検定では、先ほどの個数五,f2’...,五を実現度数と呼び、 このときの帰無仮説を
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$H_{0}$ :I緩さ力 ljj\mbox{\boldmath $\lambda$}乱数の J\mbox{\boldmath $\pi$}\subset A\nearrow 4 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\grave{\mathrm{J}}_{\backslash }^{\backslash }}\mathit{1}\text{つの確率}i|\nearrow \mathit{7}\text{ん}\theta\subsetneqq\prime ff\beta\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{P}F(U)$で示 tダブ [こ蒼徐ナ 6
とする. この帰無仮説 $\mathrm{H}_{0}$ のもとで理論度数は ‘

$F_{i}=n\cross(F(a_{i})-F(a_{i-})1)$ $(i=1,2,\cdots,\mathit{1})$ (2.1)

である. これらの理論度数と実現度数を使って、各クラスごとに計算したものが、次のカイ 2乗統
計量である.

.

$\chi_{0}^{2}=\sum_{i=\iota}^{l}\frac{(f_{i}-F_{i})^{2}}{F_{i}}$ (22)

これは、 $f_{i}$ と $F_{i}$ との差が大きければ $\chi_{0}^{2}$ の実現値も大きくなる. ゆえに、 $\chi_{0}^{2}$ の実現値の大き
さの程度によって、帰無仮説 H。を受け入れるかを決めることが妥当である. このためには $F_{i}$ があ

る程度 (目安として $F_{i}$ $\geq 100$ ) 大きいとき、 $x_{l-}\iota 2$ が自由度 $r=(l-1)$のカイ 2乗分布に従うこと
を利用する.

Kolmogorov-Sm $i$ rnov 検定
K-S 検定は、カイ 2乗検定が有限個のクラスの 1つである場合に適用できたのに対して、連続分
布のように確率的な変量が無限に多くの値をとる場合に用いられる. ここで $n$ 個のデータ
$x_{1},x_{2},\cdots x_{n}$の経験分布関数 (empirical distribution) $F_{n}(x)$ とする.

$F_{n}(x)= \frac{1}{n}\dagger X\leq xi$を満たすデータの個数} (2.3)

K-S 検定では $F_{n}(x)$ と $F(x)$の差を次の統計量を用いて評価する.

$K_{n}^{+}= \sqrt{n}\max(F_{n}(x)-F(x))$, $K_{n}^{-}= \sqrt{n}\max(F(X)-F_{n}(X))$ (2.4)

$K_{n}^{+}$ は $F(x)$ より大きい $F_{n}(x)$ の最大偏倚値、 $K_{n}^{-}$ は $F(x)$ よりも小さい $F_{n}(x)$ の最大偏倚値であ
る. ところで経験分布関数 $F_{n}(x)$ は $1/n$の整数倍の値しかとらないことから $F(b)-F(a)=1/n$ を満

たす任意の区間 $[a,b)$ に属する $x_{i}$ の中で $\{i/n-F(X)i\}$及び $\{F(x_{i})-i/n\}$ を最大にするものを探せ
ば良いことが分かる.

算法

i) 初期値の設定 $i=0,k=0,D^{-}=0,D^{+}=0$ とする.
\"u) $karrow k+1$ もし $k=n$ ならば vii) に進む.
iii) $n_{k}=0$ ならば ii) に戻る. ( $n_{k}$ は $k$番目の区間の度数)

iv) $D^{-} arrow\max(D^{-},$($F(X_{k})$の最小値 $-i/n$)$)$

v) $iarrow i+n_{k}$

vi) $D^{+} arrow\max(D^{+},(i/n-F(X_{k})\text{の最大値}))\text{の後_{、}}\mathrm{i}\mathrm{i})$ に戻る.

vii) $K_{n}^{+}arrow\sqrt{n}D^{+},K_{n}^{-}arrow\sqrt{n}D^{-}$ とする.
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2次元度数検定 (系列検定 (ser $\mathrm{i}$ al test))

区間 $(0,1$]ではなくて 1辺の長さが 1である正方形の中で点列 $(u_{2i} ,u_{2i+1}),0\leq i<n$ が等確率で現れ
るかどうかを調べる検定である. よってカイ 2乗分布を用いた 1次元度数検定の 2次元への拡張で
ある. そのためには、正方形を $d\cross d$個の等しい面積の小正方形に区切り、各メッシ $:\lambda$ に入った点
の個数 $n_{i}(1\leq i\leq d2)$ を数える. カイ 2乗検定をこれら $l=d^{2}$個の種類について等確率 $1/d^{2}$ として

行う. また、 この時の自由度は $d^{2}-1$ である. $d$ は少なくとも $n>5d^{2}$ にすべきである. 一般に、
生成された擬似乱数列の区切り方を 3個ずつ、 4個ずっと増すことによって、 3次元以上について
も同様な検定が行える.

ポーカー検定 (poker test) (分割検定 (part $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on test))
ポーカー検定は、相続く 5つの整数の組 $(U_{5i},U_{5}\cdots,U_{5i4}i+1’+),0\leq i<n$ に区切り、各組を次の 7

つの型に分類し、各種類の 5個組みの数についてカイ 2乗検定を行う.

abcde (すべて異種)

aabcd $(*_{\text{、}}\mathrm{f}1\text{個})$

aabbc $(x\urcorner 2\text{個})$

aaabc (3個同種)

aaabb (3個同種と対)

aaaab (4個同種)

aaaaa (5個同種)

このクラス分けを少し簡単にしたのが、 $\mathrm{J}.\mathrm{C}$ .Butcher が提案した分割検定である. これは、 5個組
の中の異なる種類の数について分類し検定する.

5句類 (すべて異種)
4種類 (対 1個)
3種類 (対 2個、 3個同種)
2種類 (3個同種と対、 4個同種)
1種類 (5個同種)

これはプログラムを作る上で組織的に計算することができ便利である. さらに検定の性質は、ポーカー
検定とほとんど変わらないのである. 一般には $k$個のあい続く整数 ( $(0,1,\cdots,d-1)$ のどれかの値) の

組を $n$ 個観測し、 $r$ 種類の数からなる $k$個組の数を数える. カイ 2乗検定には $r$ 種類の数を含む確率

$P_{r}= \frac{d(d-1)(d-2)\cdots(d-\gamma+1)}{d^{k}}$ (2.5)

を用いる. 1たとえば、5種類の数からなる 5個組みの確率 $P_{r}$ と、 5個組みの数 nが 1000個ある場
合の理論度数 $F_{r}$ について行う. 具体的な数値は次のとおりである. ところで $r=1,2$ に対する

$\ovalbox{\tt\small REJECT},F_{r}$ の値は小さいので、この二つのクラスはまとめてある. したがって自由度は 3でカイ 2乗検
定を行う.

1 $\{\}$ はスターリング数である。
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表 2 \neq --カー’r

間隔検定 (gap test)

この検定は、 $u_{i}$ がある範囲 $[\alpha,\sqrt$) $0\leq\alpha<\beta<1$ に入るまでの間隔 (gaP) を調べて、間隔の長さ
$l$ になる個数についてカイ 2乗検定を行うものである. このとき $\alpha\leq u_{i}<\beta$ となる確率は

$P=\beta-\alpha$ であるから、 間隔の長さ $l$ が起こる確率は

$\mathrm{P}\mathrm{r}\{g=l\}=P(1-P)^{\iota}$ $(l=0,1,2,\cdots)$ (2.6)

である.
算法

i) 初期値の設定 $co\dot{u}nt1l]arrow 0(0\leq l<30),darrow U_{0},i=-1,S=^{\mathrm{o}}$ とする. $s$ は間隔の総数

である.
ii) $l$ の初期値の設定 $\mathit{1}arrow 0$

i\"u) $iarrow i+1_{\text{、}}$ O.ld $\leq u_{i}<0.1d+().1$ または $i=4999$ ならば v) へ.

iv) $\mathit{1}arrow l+1$ の後 ii) にもどる.

v) $sarrow s+1$ とした後、 $l\geq 30$ ならば $Counf1^{3}0$] $arrow counf[301+1$ そうでなければ

$count[l]arrow count[l]+1$ とおく.

vi) $i<4999$ ならば ii) にもどる.
vii) 下の表 3を参考に自由度 14でカイ 2乗検定を行う.

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{3}$ rB7ff\Leftrightarrow \epsilon 定

$\frac{l}{\mathrm{P}\mathrm{r}}\frac{0}{0.1}$

.
$0.091$ $\frac{2}{0.081}.\frac{7}{0.04782969}\underline{3}\underline{4}\underline{5}\underline{6}$

0.0729 0.06561 0.059049 0.0531441

8 9 $\underline{10\sim 14}\underline{15\sim 19 }20\sim 24$ $\underline{25\sim 29}$ 30以上
0.0430461 0.0387420 0.1427873 0.0843145 0.0497869 0.0293986 0.0423912

連の検定 (run test)
この検定は、擬似乱数列の数字の並び方の無規則性の検証を行う検定法の 1つである. ある数列

125813611 1791 (2.7)

において、 隣り合った数が上昇している部分ごとに区切られている場合を “上昇の連 (runs up)”
と呼ぶ. また下降している部分ごとに区切られている場合を “下降の連 (runs down) と呼ぶ. 区
切られた個数を連の長さといい、 (2.7)の数列は左から長さ 3の連、2の連、 1の連、最後に 2の連
がある. 検定ではこれらの連の長さを調べることによって検定を行う. 擬似乱数の個数を例えば $n$
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個 ( $n$ は少なくとも 1万以上) とすると、 このとき長さ $l$ の連の総個数を $r_{l}$ とするとその期待値

$E(r_{l})$ は

$E(r_{l}\rangle$ $= \frac{(l^{2}+l-1\mathrm{k}}{(l+2)}-\frac{l^{3}-4l-1}{(l+2)},$ $1\leq l\leq n-1$, $E(r_{n})= \frac{1}{n!}$ (2.8)

で示されることが知られている (伏見 (1989))..

褒 4 遵の演 r

実現度数
$\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots..r_{!}.\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots..$ .

$r_{2}$ $\ldots.\underline{r_{3}}\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots..\Gamma_{4}\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots.\underline{\gamma_{5}}$
$\gamma_{\text{\’{o}}}$

理論度数 $\underline{\iota}_{n+}\underline{2}$ $–n+-\underline{5}\underline{1}$ $\underline{11}\underline{7}n+$ $—-n+–\underline{19}\underline{47}$ $—\underline{29}\underline{13}-n+---$ $-\cdot-\underline{1}\underline{29}n+---$

6324 24 120 60 720 720 5040 630 840 5040

しかし、 このままでは独立性が満たされないためカイ 2乗検定を行うことができない. ゆえに、
次のようにしてカイ 2乗統計量を求める.

$\chi_{0}^{2}=\frac{1}{n}\sum_{=j1}^{\epsilon}\sum_{=i1}^{6}a_{i}j(R$. $-E(R.))(R-jE(R_{j}))$

$a_{ij}=$ $(2.9)$

ここで注意すべきは、このカイ 2乗分布の自由度が 5ではなく 6に従うことを利用して検定する.

IIIDFIJ検定 (permutat $i$ on test)

この検定は、数列を $k$個組 $(u_{ki+1},u.\cdots,u)h+2’ ki+k’ i0\leq<n$ に分割する. 各組の要素の大きさの順

番は $k|$通りある. 例えば、 $k=4$ とすると
$u_{4i+1}<u_{4i+2}<u_{4i+3}<uu4i+4’ 4i+1<u4i+2<u_{4i+4}<u_{4i+3},\cdots$ , $u<u<4i+44i+34i+u2<u_{4i+1}$の 24通りが

作れる. ゆえに、24種類数えて自由度 23でカイ 2乗検定を行う. このとき、順列の確率はすべて
$1/k$ !である.

$d^{2}-$検定 $(d^{2}-\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t})$

2次元平面上の 2点 $(u,u4i4i+1),(uu)4i+2’ 4i+3’ 0\leq i<n$をとり、 2点間の距離 $d$ の平方 $d^{2}$が次のよう

な確率分布をもつことが知られている (宮武 (1878)).

$\mathrm{R}\{ff\leq\alpha^{2}\}=$ (2.10)

実際の検定では、 この値を計算して $\alpha^{2}$ の値を 11区間に分けてカイ 2乗検定を行っている.

33



組み合わせ検定 (comb $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on test)
$k$個組 $(u_{ki+1’ h+}u\cdots,u\rangle 2’ ki+k’\leq 0i<n$ のそれぞれの要素が $0\leq u_{i}<0.5$ に含まれる個数が $l$ 個現わ
れる確率は

$\mathrm{P}\mathrm{r}\{X=l\}=_{k}C_{l}(/1)^{k}2$
’

$(l=0,1,2,\cdots,k)$ (2.11)

となる.

算法
i) 初期値の設定 $k=0$ とする.
\"u) $larrow 0,karrow k+1$

iii) $0\leq u_{i}<0.5$ならば $larrow l+1$ を 10回繰り返す.
iv) その後、 l>O ならば l\leftarrow l-l

v) $\mathit{1}=9$ ならば $\mathit{1}=8$ にする.
vi) $count[l]arrow count[l]+1$

vii) $k<10\mathrm{o}\mathrm{o}$ ならば ii)に戻る.
viii)下の表を参考に自由度 8でカイ 2乗検定を行う.

表 6 紐み合わせ撰定

3. 確率微分方程式の解のシミュレーション

1章で示されたいくつかの生成法による擬似乱数列を用いて確率微分方程式 (SDE) の近似解を
構成しその精度を調べる. これらの擬似乱数列の中で統計的検定によって棄却されたものと近似解
の精度が良くなかったと判断された擬似乱数列の数を比較する.

確率微分方程式の近似解
Maruyama $(1955)l3:\mathrm{s}\mathrm{D}\mathrm{E}$
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$\{$

$dY(t)=\mu(t,X(t))dt+\sigma(t,X(t)\mu B(t),$ $0\leq t\leq T$

$X(0)=^{x}0$
’

(3.1)

の唯–の解の存在を次式によって定義された Euler 恥曝訓解 $\{Z_{n}(t), 0\leq t\leq 1\}$によって示した.

$Z_{n}(t)=^{x}0+ \int_{0}^{t}\mu_{n}(u)du+\int_{0}^{t}\sigma_{n}(u)dB(u),$ $0\leq t\leq 1$ , (3.2)

ただし、

$\mu_{n}(u)=\mu(\frac{k}{n},X_{k})$ , $\frac{k}{n}\leq t<\frac{k+1}{n}$ , $k=0,1,\cdots,n-1$,

$\sigma_{n}(u)=\sigma(\frac{k}{n},X_{k})$ , $\frac{k}{n}\leq t<\frac{k+1}{n}$ , $k=0,1,\cdots,n-1$,

$\{$

$x_{0}=X_{0}$ ,

$x_{k}=X_{0}+ \sum_{=j\iota}^{k}\mu(\frac{j-1}{n},x_{j1}-)/n+\sum_{j=1}^{k}\sigma(_{\frac{j-1}{n},x}j-1)\eta_{j}$ , $k=1,2,\cdots,n$ ,

$\eta_{k}=B(\frac{k}{n})-B(_{\frac{k-1}{n}})$ , $k=1,2,\cdots,n$ .

$X$ と $Z_{n}$ の誤差の評価について Gihman-Skorohod (1979)
$\text{、}$ Shimizu (1984). Kanagawa (1988)

では、 真の解と近似解の $Z_{n}(t)$ との差の $P$次モーメントについて次の評価を得た.

定理 3. 1 fE惹な O $\leq s,t\leq 1$, $x,y\in R$ $\sqrt$ごっ’ 1 て

$|\mu(t,X)-\mu(S,y)|2+|\sigma(t,x)-\sigma(s,x)|^{2}\leq L_{1}(|x-y|2+|t-S|^{2})$, (3.3)

$|\mu(t,x)\sigma(s,x)|^{2}\leq L_{2}$ , (3.4)

廼 $\nearrow^{\backslash }\prime L\backslash ,L_{1}\mathit{2}L_{2}\sqrt \mathcal{I}_{1}s,t,x,y$ の演 T釣笑なある正の定数であ 6. そのとき任惹の p $\geq 2\ell_{c}^{\approx_{\mathcal{D}}}\nu \mathrm{t}$ て

$E(_{0\leq} \max_{t\leq 1}|x(t)-Z(nt)|^{p})=O[n^{-\frac{P}{2}})$, $(narrow\infty)$ . (3.5)

Faure (1990) は有界性の条件 ( 3.4 )をゆるめて上の定理を拡張した. Kohatsu-Higa (1996)
は境界条件をもつ SDE の近似解について調べた. Ogawa (1992)はある種の SDE であらわされる
非線形の拡散過程のオイラー丸山の近似解の誤差を評価した. また、Mackevicius (1994)は軌道空
間上の汎関数 h のある広いクラスに対して、 $E[h(z_{n})]-E[h(X)]$ を調べることによって弱収束の
速さを与えた. さらに、他のタイプの近似解やそれらの数値解析については Kloeden-Platen
(1992) と Kloeden.Platen-Schurz (1994) を参照されたい.
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厳密にはコンピ iZ $-\ovalbox{\tt\small REJECT}$上でブラウン運動のような連続過程をそのまま取り扱うことはできない
ので、 実際には $Z_{n}(t$) を離散化した近似解 $X_{n}=\{X_{n}(f),0\leq f<1\}$ を用いる.

$X_{n}(t\rangle=x_{k},$ $k/n\leq t<(k+1/)_{n}$ , $k=\mathit{0},1,\cdots,n-1$,
(3.6)

$X_{n}(1)=x_{n}$ .

離散化された近似解と真の解との誤差について次の評価が知られている (Kanagawa (1988)).

定理 3. 2 $g\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathit{3}.\mathit{1}}$ O庚\mbox{\boldmath $\gamma$}\neq の $F$で、 $\not\in_{J}^{arrow}\Leftrightarrow cDp\geq 2k1XC\mathrm{A}^{\theta}\mathcal{E}>^{p}/2\sqrt \text{ご}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }L$て

$E(_{0\leq t\leq} \max_{\iota}|x(t)-X(nt)|^{p})=o(n^{\frac{p}{2}}(\log n)^{\mathcal{E}})$, $(narrow\infty)$ . (3.7)

さらに詳しい評価については$[10]-[13],$ $[15],$ $[19],$ $[21]$を参照されたい.

Euler-Maruyama 型近似解 [こよるシミュレーション

これから次の線形な確率微分方程式について、数値実験を行う.

$\{$

$dK(t)=X(t)dB(t),$ $0\leq t\leq 1$

$X(0)=0.1$
(3.8)

ただし伊藤の公式を使えば、 この $\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{E}$の真の解は

$X(t\rangle$ $=0.1 \exp\{B(t)-\frac{t}{2}\}$ (3.9)

と与えられる. この $\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{E}$の Euler-Maruyama型近似解 $X_{N}=\{X_{N}(t),0\leq t\leq\iota\}$ 1ま次のように与

えられる. ステップ数 $N=1600_{\text{、}}$ サンプル数 $1000_{\text{、}}$ 初期値 $X_{0}=0.1$ とする.

$X_{1600}(t)=x_{k}$ , $k/1600\leq t<(k+1)/1600$
(3.10)

$X_{1\epsilon 00}(1)=x1\text{\’{o}} 00$

,

$x_{k}=x_{0}+ \sum x-zki1\dot{i}/40$ ,
$i=1$

ここで、 $\{Z_{k},k\geq 1\}$は独立で同じ分布を持ち $E\{Z_{1}\}=0,E\{z|^{2}1\}=1$ である.

実験 1
まず、それぞれめ擬似乱数の種が、近似解の密度分布にどのような影響を与えるのか調べる. 近

似解の精度を調べるために $X_{n}(1\rangle$ のヒストグラム $\overline{f}(x)$ を用いた.
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図 2 $C \wedge\int\cdot F\text{フ}-\Delta\overline{f}(x)$の例く饗似乱数へ瀦蜘璽 3の

$\mathrm{O}\cdot’ \mathrm{O}\cdot’ \mathrm{O}\cdot 0\cdot’ 0\cdot’ 0\cdot 0\cdot’ \mathrm{O}\cdot 0\cdot \mathrm{O}\cdot \mathrm{O}\mathrm{O}^{\mathrm{O}^{\not\in}\tau\iota \mathrm{b}}\mathrm{O}\mathrm{o}^{\ltimes^{\tau}}\mathrm{o}^{\mathrm{e}\mathrm{o}}4,,<)\mathrm{O}^{\mathrm{t}}\backslash \backslash ^{(}\backslash <\triangleleft\supset\triangleleft\ltimes \mathrm{t}\mathrm{t}(\text{\‘{o}}‘ \mathrm{O}^{T,\tau}<_{3}\backslash \backslash \iota 0^{\mathrm{q},\iota \mathrm{b}^{\ltimes}}\mathfrak{q}_{r},’\triangleright\ltimes \mathrm{t}\mathrm{q}rr\triangleright\sim^{<,.\triangleleft}\mathrm{t}’.T,<3\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}C\mathrm{b}^{\mathrm{O}}\mathrm{o}^{\mathrm{b}}\mathrm{o}\prime^{\zeta}\iota’$

.

ヒストグラム $\overline{f}(x)$ は、Euler-Maruyama型近似解のサンプルパスを 1つの種から 1000本の擬

似乱数列を発生させ、それらのサンプルパスの $t=1$での値が各区間 $[0,0.01),[0.01,0.02),\cdots[\mathrm{o}.99,1)$

に入る度数を表したものである. (サンプルパスを 1000本発生させるには、 擬似乱数が 1600000
個必要である.) またこの実験には、1\sim 999までの奇数を種として次の Aから $\mathrm{E}$ までのそれぞれの
乱数生成法によって構成された計 2500の擬似乱数列が用いられる.

A) $X_{i}=1664525xi-1$ +1013904223の混合型合同法
B) $X_{i}=16807Xi-1$ の乗算試合同法

C) 3次元以上でランダムでない $X_{i}=65539xi-1$ の乗算型合同法

D) $f(x)=1+x+x,\sigma=32521n=32$ の $\mathrm{M}$ 系列乱数

E) $f(x)=1+x^{2}+X,b73\text{\’{o}} 07=23,\sigma=512$ の $\mathrm{M}$ 系列乱数

$X(1)$の密度関数 $f(x)$ lJ次式で与えられる.

$f(x)= \frac{1}{\sqrt{2\pi}x}\exp[-\frac{1}{2}\{0.5+\log(10_{\mathrm{X})}\}^{2}],$ $0\leq x<\infty$ (3.11)

近似解のヒストグラム $\overline{f}(x)$ と密度関数 $f(x)$ の差を、 次の 4種類の方法で検定した.

1) 階級値における $\overline{f}(x)$ と $f(x\rangle$ の 2乗誤差の和

ii) 階級値における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の絶対誤差の最大値

iii) 階級幅における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の面積の 2乗誤差の和

iv) 階級幅における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の面積の絶対誤差の最大値

具体的には以下のとおりである.
i) は図 3のように階級値 0.005,0015,0 .025, $\cdots,0.995$ での $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の差を、それぞれ 2乗

してからすべて足した値を求めた. したがって、求めた数値が大きいほど $X(1)$の密度関数 $f(x)\mathrm{B}\mathrm{a}$

ら離れることがわかる.
ii) は i)と同様に階級値 0.005,0015,0.025, $\cdots,0.995$ での $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の差を調べ、その中で

最も大きな数値を求めた. 例えば図 4で求めると、階級値 0.225の差が最大値 0.85である.
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$\ovalbox{\tt\small REJECT} S$ $gfflE/_{arrow}^{-}\hslash^{\backslash }/f\epsilon\overline{f}(x)$ と f $(x\rangle$ の此 t 1腐薦粛 A、g膚\sim E $SS$)

$0\cdot’ \mathrm{o}^{\mathrm{o}^{\tau}}\mathrm{O}\cdot \mathrm{Q}\circ^{\mathrm{o}^{\triangleleft}.\nu \mathrm{b}}\mathrm{q}\mathrm{o}\mathrm{o}’ 0\backslash ^{\mathrm{O}.\nu^{\supset}.\ltimes 0^{\triangleleft}\ltimes \mathrm{b}^{\langle}\mathrm{Q}\mathrm{t}\iota}\ltimes^{\mathrm{s}.)}\mathrm{t}\mathrm{f}‘,\mathrm{t}\triangleleft \mathrm{O}\cdot \mathrm{O}\cdot \mathrm{O}^{\backslash }\triangleleft \mathrm{t}<," \mathrm{S}3‘)‘’.\mathrm{q}‘ \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{O}^{\backslash }\mathrm{O}\cdot \mathrm{O}\backslash ^{\mathrm{b}^{\triangleleft,.<}}\backslash ^{\mathrm{b}}\mathrm{O}\mathrm{o}C\triangleright(\nu^{\iota^{)}\mathrm{q}}\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{O}\mathrm{o}r\triangleright \mathrm{v}\iota\prime \mathrm{b}\mathrm{q}\mathrm{b}\mathrm{O}\cdot 0^{\tau}\cdot\phi$

iii) は、各区間 $[O,0.01),[\mathrm{o}.01,0.02$), $\cdots[\mathrm{o}.49,O.5$) における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の面積を求め、それぞれ
の差を 2乗してからすべて足した数値を求めた.

iv) は、 各区間 $[0,0.01$), $[\mathrm{o}.O1,\mathrm{o}.02$), $\cdots[0.49,\mathrm{o}.5$) における $\overline{f}(x)$ と $f(x$) の面積の差を調べ、その
中で最も大きな数値を求めた. 例えば図 5で求めると、 [0.09.0.10) のときが最大値 $0.01$ で

ある.

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{4}$ 層 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ I\mbox{\boldmath $\sigma$}方/fる $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の nfiL 匁 h 忙 a的 a薦 A‘ 左亥 E27)

0.010.$030.050.070.090.110.\iota s\mathrm{o}.150.170.190.210.230.250.270.290.3\mathrm{t}0.330.350.370.390.410.430.450.470.49$

さらに、 それぞれの階級幅を $0.0025\text{、}\mathrm{o}.005\text{、}0.01_{\backslash }0.02$ と変えて実験した.

実験 1の結果
図 5は、擬似乱数の生成法 A を使用した実験 iii) にあたる面積の 2乗誤差の和を、乱数種を変
えて表したものである. 横軸に乱数種を 1\sim 39まで表示してあるが、実際の実験で乱数種は 1\sim
999までの奇数の値を使用した. 縦軸には、 $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の誤差を表わした.

38



$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{5}$ $j$ Wの 2東 L\sim \not\equiv

1 . $u$ ’ $\mathrm{B}$ $\mathrm{l}\mathrm{l}$ $1\Phi$ $1^{\cdot}\theta$ 1’ $1\vee$ $\mathcal{L}\mathrm{I}$ $Z\theta$ $\angle \mathrm{i}$’ $Z$ ’ $\mathrm{z}v$ $\mathrm{J}\mathrm{I}$ $\overline{s}\overline{s}$ $.sv$ $.s/$ $\overline{\mathrm{J}}9$

4本の折れ線は、 ヒストグラムの階級幅を細かくした場合と広くした場合 4種類を示している.
例えば、このグラフから乱数 A の乱数種 11を用いてシミ $=$ レーションを行うと、誤差が非常に大
きいことを表わしている.
次の図 $6_{\text{、}}8$ は、 この実験において誤差が非常に大きかった乱数種が 11の場合と、 誤差が小さ
かった乱数種が 9の場合の密度関数を表わしている.

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{6}\mathrm{f}l\text{数}E^{\chi_{\grave{1}\mathit{9}}\text{の}}\backslash \text{場合の}\overline{f}(x)\xi f(X)(\ovalbox{\tt\small REJECT}\gamma zJ\mathit{5}l\text{数}A. \mathit{5}l\text{数}E\mathit{9})$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 7\mathit{5}l\text{数}El^{1^{\backslash ^{\backslash }}}r$ ’の t^$=$の $\overline{f}(x)^{\mathrm{g}}f(X)(\mathscr{F}\# J\mathit{5}l\text{数}A. it!\not\in rr)$
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考察
図 5の 4本の折れ線のグラフの変動から、乱数種による近似の良し悪しについては階級幅には
無関係であると推測される. したがってそれぞれの階級幅について相関係数を求め、ある程度の相
関があることを確認した. ゆえに、 どの階級幅を使用しても、ほとんど同じ結果を得ることがわか
った. このため、階級幅 0.01における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の面積の差の 2乗誤差の和を使用して調べた.

今回使用した $\mathrm{A}-\mathrm{E}$ までの 5種類の乱数生成法については、それぞれ乱数の種 500個における誤
差の平均をとった場合、大きな開きは見られなかった. したがって、実験した 5種類の乱数生成
法とシミ $=$ レーションの結果には、 はっきりした関係を見い出すことはできなかった.

擬似乱数列の統計的検定
統計的検定にはいろいろな種類があるが、 どの検定を通った擬似乱数が、実験 1で求めた近似

解に適しているのか調べている. このため、 まず次の 8種類の統計的検定を使って、乱数の良さ
を判断している.

1) -次元度数検定 (一様分布検定)
2) 二次元度数検定 (系列検定)
3) ポーカー検定
4) 間隔検定
5) 連の検定
6) 順列検定
7) $d^{2}-$検定
8) 組み合せ検定

実験 2(カイ 2乗検定を用いた場合)
$\mathrm{A}\sim \mathrm{E}$ までの 5種類の乱数生成法を用いて、500個の乱数の種からそれぞれ 1600000個の–様擬
似乱数について、 8種類の検定を行った. 例えば、 1次元度数検定の場合は、 はじめから 1000個
ずつ組にし、組の番号を 1番から 1600番までつけて組ごとに順次カイ 2乗検定を行った. カイ 2
乗統計量を求めるのには、 [0,1) 上を 10個の等しい区間に分割し式 ( 132)を使った. また、 自由

度 $r=9$ とし有意水準 $\alpha=0.05,0.1,0.2$ の 3 っの場合で行った.

図 8は、1番から 1600番までの最初の 1部分をとってきた図である. この図ように有意水準 5%
を超えている点が 100組のうち 5組以内であると、一様擬似乱数であるとみなすことができる.

図 8 -次元度数麓定 (薦冶型合励却\check -よる禽獣乱数 10万創

$\mathrm{U}$ $1\mathrm{U}$ ZU $S\cup$ $4\mathrm{U}$ $3\mathrm{U}$ り U $/\mathrm{U}$ $8\mathrm{U}$ $9\mathrm{U}$ 1UU 1 $1\mathrm{U}$ (組番号)
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実験 3 (Kolmogorov-Smirnov)
実験 2で求めたカイ 2乗統計量を、 さらにカイ 2乗の理論分布に近いかどうかを K-S 検定によ
って判定する. このとき、 自由度 $r$ のカイ 2乗分布の分布関数の近似式 (Wilson-Hiferty の近似
式) を用いるとコンピ $=_{-}-\ovalbox{\tt\small REJECT}$での計算速度が速くなる (伏見 (1989)).

$z_{\gamma}= \sqrt{\frac{9\gamma}{2}}\{(\frac{\chi^{2}}{\gamma})^{1/}3-1+\frac{2}{9\gamma}\}$ (3.12)

また、正規近似は Hastings と戸田秀雄氏らによる次の近似式を使っている. 図 8が実際にコンピ
$\iota-\ovalbox{\tt\small REJECT}$ により求めたものだが、 ほとんど正確にカイ 2乗分布の分布関数を表わすことができる.

$\phi(z)=1-/12(1+d_{1}z+d_{2}z^{2}+d_{3}z^{3}+d_{4}z^{4}+d_{5}z^{5}+d_{\text{\’{o}}}z^{6})^{-16},z\geq 0$

$d_{1}$ $=0.049$8673470 , $d_{4}=$ 0.0000380036 , $d_{2}=$ 0.0211410061 (3.13)

$d_{5}=$ 0.0000488906 , $d_{3}=$ 0.0032776263 $d_{6}=$ 0.0000053830

29I似式/ごよるカイ 2棄あ\check W屓 I $(Rge_{I\mathrm{r}\mathit{9})}$

実験 2 $\cdot 3$ の結果
表 $7_{\text{、}}8$ は、 5種類の乱数生成法の検定結果である. これは、 1つの乱数生成法に対して乱数の種

500個を用いて実験した. さらに、その 500個を使って、カイ 2乗検定または $\mathrm{K}-\mathrm{S}$ 検定の棄却域に
入る組の数を平均化したものである. したがって理想の数値は、それぞれの表の上に示した数値で
ある. したがって、 この値よりかなり離れているものにはマークをつけた.
理想の数値は、次のように求めた.

l憲の u=有 g承 I $(a’)\cross\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}$ (3.14)

例えば表 7の 1次元度数検定の場合、有意水準が $0.05$ で乱数 1600000個を 1600組に分けたので理
想の数値は 80である.

表 7 記数の纜度の覆定 (カイ 2十分 lbの場 S)
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表 8 記数の gPxの麓定《害-s険定の場今ノ

実験 1,2, 3の結果
表 9については、実験 1のシミ $=$ レーションで誤差の大きかった乱数の種と、 統計的検定によ
り良くないと考えられる乱数の種を比較し、重なる乱数の種の数を表示したものである. 詳しく述
べると、1つの乱数生成法について 500個の乱数の種に注目している. 実験 1で近似解の誤差が大
きい乱数の種 50個とそれぞれの統計的検定により良くない (棄却域に入る組の数が多い) 乱数の
種 50個を比較し、重なる乱数の種の数を表したものである.
また図 10は、表 9をグラフ化したものである. これより間隔検定が他の検定に比べて高いこと
がはっきりする.

譜 9 l似記数捌の説計的演定と I腐\tilde QM\ell ($K^{-}S$摂淀の場 s)

$\mathscr{B}t\mathit{0}$ \not\in 9のグラフ L
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表 10は、乱数生成法 A について実験 1で近似解の精度が良かった乱数の種と統計的検定との関
係を調べたものである. 実験 1で求めた誤差の小さかった乱数の種 25個の中で、統計的検定の結
果との関係に注目した. それぞれの統計的検定によって良くないと考えられる乱数の種 50個をマ
–クした.

$Ft\mathrm{O}$ I欽解の${ }$膚\not\supset F\not\supset lっf--記数 Ub\mbox{\boldmath $\pi$}似乱数 A)と紐評\mbox{\boldmath $\kappa$}綻定との灘孫

全体のまとめ
図 5から乱数種によって、近似解の精度が大きく変化することがわかった. また表 $7_{\text{、}}8$ から乱

数生成法 $\mathrm{C}$ は、 連の検定において非常に高い数値をとることが分かった. したがって乱数生成法
$\mathrm{C}$ は、 スペクトル検定 (表 1) からも分かるようにランダム性に問題があると考えられる. その他
の乱数生成法においても連の検定では棄却域に入る乱数種が多い.
表 9については、間隔検定だけが他の検定に比べて、近似解の誤差が大きい乱数種と重なる数が
多いので、近似解の精度が良くなかった乱数種との相関が考えられる. さらに、表 10から分かる
ように間隔検定と連の上の検定では棄却された乱数種は 1つしかない. したがって近似解の精度が
白 $\mathrm{f}\backslash arrow+arrow\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $\mathrm{z}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ け仝索 u;宙 $/\cap \mathrm{L}’\cap\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} f=\mathrm{b}-\tau\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\star \mathrm{J}\eta \mathrm{t}arrow\nearrow$ ) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

補足
$\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{E}$ の解の近似解の精度を評価する場合、

1) 階級値における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の差の 2乗誤差の和

ii) 階級値における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の差の絶対誤差の最大値

iii) 階級幅における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の面積の差の 2乗誤差の和

43



iv) 階級幅における $\overline{f}(x)$ と $f(x)$ の面積の絶対誤差の最大値

及びそれぞれの階級幅を $0.0025\text{、}\mathrm{o}.005\text{、}0.01_{\text{、}}0.02_{\text{、}}$ を変えて 16のパターンで比較した. この

結果、 図 5から階級幅による差は少ないといえる.
実験 $2_{\text{、}}3$ から、 スペクトル検定において 3次元以上でランダムでないと予想される擬似乱数

$X_{i}=65539X_{i-1}$ の乗算型合同法は、連の検定により質の良い擬似乱数ではないことがはっきりし
た. 表 $7_{\text{、}}$ 8より近似解の密度分布に対して擬似乱数の乱数種によって大きな差が生じることが
分かったが、 $\mathrm{M}$ 系列と線形合同法とのはっきりした違いは確認できなかった.
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