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1. 序

二次元特異点を研究するさい、その特異点解消を考え、その例外集合上の

種々のサイクルを考える事が重要となる。我々がここで考える極大イデアルサ

イクルは、内々には $\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{h}[25]$ によって、明確な形では $\mathrm{Y}\mathrm{a}\mathrm{u}[26]$ によって定

義されたものである。Wagreich の研究から分かるように、極大イデアルサイ
クルは基本サイクルや特異点の重複度と密接な関係をもっ。基本サイクルは純
粋に、例外集合から算術的にきまるものであるが、 この両者の $-$致は、 この後

述べる Kodaira 特異点の理論において、Kodaira特異点であるための必要条件
として重要な意味をもつ。また、一般に特異点を考えたとき、その重複度を計

算することは超曲面などの場合を除くと困難であるが、Wagreich の研究から
明らかなように極大イデアルサイクル $\mathrm{M}$ について、 $-M^{2}\leqq m\prime u\iota t(X, X)(=$

重複度) なる関係をもち、 しかも十分な Blowing-up を施した特異点解消空間
においては、等号が成立する。そのような意味で、極大イデアルサイクルにつ

いて研究することは意義深いものがるように思われる。このような観点に立て
ば、超曲面を離れた non-Gorenstein などの特異点についてこそ、その極大イ
デアルサイクルの研究をすべきではあるが、とりあえず扱い易い特異点で調べ

てみることは意味のあることと考えられる。

本研究では $z^{n}=f(x, y)$ なる定義式をもつ超曲面特異点の極大イデアル

サイクルについて調べるが、その結果としてこれらの超曲面特異点が Kodaira
特異点となるための 2つの十分条件を求めた。 ここでは、Kodaira 特異点の概
念自体がこの 15年間近くほとんど議論される事がなく、忘れられた概念とも
いえるので、結果を述べる前にそれに関する歴史的な流れ以下述べて置く。

1972年 VIArnold は複素 (または実) 係数の多項式について、modal-
ity ( $0$ 以上の整数) なる概念を導入し、modality$=0,1,2$ の多項式を分類し、

modality $=0$ なるものは有理 2重点の定義式と $-$致することを示すとともに、

これらの変形を計算しそれらの特異点の相互関係を示した。 さらに、 1974年
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に modality $=1,2$ の多項式を分類している。 このような特異点は、1976年に

H.Laufer よって定義された最小楕円型特異点の重要なクラスをなし、その後
の特異点論の発展に重要なものとなった。

1975年、Kulikov [13] は Kodaira による楕円曲線の退化族の退化フ
イバーの 3個以下の点を blowing-up し、 その strict transform を negative-
definite としたとき、 これを contract してできる特異点として、上記 Arnold
による modality$=1,2$ (unimodal sing., bimodal sing. という) の特異点がす

べて表せることを示した。

1980年、U.Karras $[10],[11]$ は Kuhkov にならい、代数曲線の退化族を考
え、 その非特異点を何回か blowing-up し、 その strict transform を negative-
definite とし、 これを contract してできる特異点を Kodaira 特異点と名付け、
その性質について調べた。 とくに $\text{、}$ Arnold の $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}$ &bi-moular 特異点は最

小楕円型特異点となるが、逆に最小楕円型特異点の中で、Kodaira 特異点はど
のように特徴づけられるかについて考察し、有理特異点や最小楕円型特異点の
場合については、Kodaira 特異点であるかどうかは例外集合の双対グラフ $(=$

既約曲線の交点数の状況で決まる) で決定できることなどを示した。 さらに、

彼はある条件下で、Kodaira 特異点の幾何序数、重複度、埋め込み次元につい
ての公式を与えている。一般に二次元特異点論で、研究対象とする特異点の族
を考えるとき、各種の種数の低いものでなおかっ、完全交叉や Gorenstein と

いった強い制約のついたものを除くと、上のような不変量は計算が困難なもの
である。そのようなことから、Kodaira 特異点はある特殊な族とはいえ、二次
元特異点研究を行う上で、貴重な実験材料を提供しているように思われる。実
際、Karras は変形理論でそのことを示している。

特異点論で、与えられた特異点の変形を調べることは重要な問題である
が、 $-$般にそれを具体的に計算することは困難である。Karras はこのような
状況にたいし、H.Laufer や O.Riemenschneider により展開された Ambient
Deformation (特異点解消空間の変形) の議論を Kodaira 特異点に適用するこ
とで、ある条件下で最小特異点除去の例外集合上の基本サイクルは基本サイク
ルの族として、ambient deformation family 全体に拡がることを示した。 よっ
て、サイクルの適当な計算により、 グラフの間の変形の計算が可能となり、実

際に彼はこのような方法によって、楕円型 Kodaira特異点について、その変形
による相互の関係を示した。

Karras 以後の Kodaira 特異点に関しては、 $\mathrm{J}.\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}[20]$による曲線の特

異点との関係の研究、 $\mathrm{E}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}-\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{u}[6]$ による Strange duality に関する研究な

98



どがある。 しかしながら、 どのような特異点が Kodaira 特異点となるかとい

う調査はあまりされていない様である。我々はこのような観点から、 どのよう

な特異点が Kodaira 特異点となるかを、 $z^{n}=f(x, y)$ なる特異点について、

Karras によって示された必要十分条件をもちいて調べる。我々の主結果は次
の 2 っの定理である。

いま、 (X, $\mathit{0}$ ) は $\{z^{n}=f(x, y)\}$ なる 2次元正規超曲面特異点とする。 この

とき、 $f$ は $\mathbb{C}\{x, y\}$ の元で、位数が 2以上のもの $0$ ”正規” の仮定から、 $f$ は重

複する因子を持たない。 このとき、次のことが言える。

定理 1. $f$の位数が $n$ で割り切れるとする。 $Z$を基本サイクルとすると、

$Z^{2}=-n$ となり、 よって任意の特異点解消上で $Z$は極大イデアルサイクルと

$-\text{致する_{}\circ}\text{さ}\mathrm{I}_{\mathcal{D}}^{\mathrm{Y}}\mathfrak{l}^{\vee}\llcorner_{\text{、}}$ 。。と’ $(X, \mathit{0})$ ,は $\text{種数}\frac{(n-1)(\mathit{0}\prime d(f)-2)}{2}$ の曲 $\text{線族}$ に付

随する Kodaira 特異点である。

定理 2. $n$ が十分に大とする。 このとき、 $\prime r$ を $f$の既約因子の個数とす

ると、 $Z^{2}=-r$ となる。 さらに、極大イデアルサイクルは最小特異点解消上

また $\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{は_{、}}$ 最小良特異点解消上で Z一致する。 さらに、 このとき (X, $\mathit{0}$ ) は種数
$\frac{\mu-t+1}{2}$の曲線族 こ付随する Kodaira 特異点である。ただし、 1は曲線特異
点 $(C, \{0\})=\{f(x, y)=0\}$ の Mflnor 数とする。

2. 極大イデアルサイクルと Kodaira 特異点の定義と基本的
結果

始めに記号の説明をしておく。例外集合 $A= \bigcup_{i=1}A_{i}n$上のサイクル $D=$

$\sum_{i=1}^{n}d_{i}A_{i}$ に対して、 coef $f_{A:}(D)$ を $D$ の $A_{i}$上の係数とする。 また、 $\tilde{X}$上の因子

$D$について、 $D=D_{1}+D_{2}$ で、 $suPp(D_{1})\subset A$ で $suPp(D_{2})$ は任意の $i$ につい

て、 $A_{i}$を含まないという具合に分解するとき、 $D_{1}$ を $D_{A}$ と表す。 また、X上の

正則関数 $f$ について、 $v_{A_{i}}(f)$ は $f\text{の}$ $A_{i}$上での零となる位数を表すとする。

まず始めにいくつかの定義と、極大イデアルサイクルにかんする基本的結

果について述べる。 $\pi$ : $(\tilde{X}, A)arrow(X, \mathit{0})$ を正規 2次元特異点の特異点解消と

する。 ここで、 $\pi^{-1}(x)=A=\bigcup_{i=1}A_{i}n$ は例外集合 $A$ の既約分解。 $A$ 上の基本サ

イクル $Z$ とは、任意の $A_{i}$ について、 $Z\cdot A_{i}\leqq 0$ を満たす最小のもの。極大イ

デアルサイクルを定義する。 fを $(X, \mathit{0})$ の局所環の極大イデアルの元とすると

き、 因子 $(f\mathrm{o}\pi)$ について、サイクル $(f\mathrm{o}\pi)_{A})$ をかんがえる。 このようなサ

イクルのうち最小のものを極大イデアルサイクルという。以後、 $M_{A}$ を $A$ 上の
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極大イデアルサイクルと書く。ただし、 $A$ 上であることが明らかなときは、$A$

を省略する。

定理 1.1 (Wagreich). (i) $0<Z\leqq M$ .
00 $0<-Z^{2}\leqq-M^{2}\leqq mTl\iota t(\mathcal{O}\mathrm{x}_{\mathit{0}},)$ .
(iii) 層 $\mathrm{m}\mathcal{O}_{\tilde{X}}$ が invertible なら、 $\mathrm{m}\mathcal{O}_{\tilde{X}}=\mathcal{O}_{\tilde{X}}(-M)$ で、mult $(\mathcal{O}x,\circ)=$

$-M^{2}$ .

重複度と $-Z^{2}$の値は特異点解消によらずに決まるが、 $-M^{2}$ は $-Z^{2}$から

mult $(\mathcal{O}_{X,\text{。}})$ の間を変化する可能性がある。さらに、( $\mathrm{m}\mathcal{O}_{\tilde{X}}$ の embedded points
において) blowing-up を繰り返してゆく、層 $\mathrm{m}\mathcal{O}_{\tilde{X}}$ は invertible となる。

次に $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{s}[10]$による Kodaira 特異点の定義を述べる。 $S$を非特異な複

素曲面とし、 $D$を 1次元複素平面の原点の周りの小さい半径の円板とする。
$\Phi$ : $Sarrow D$を surjective な正則写像とする。 いま $\Phi$がについて、一般的なブイ

バー $S_{t}:=\Phi^{-1}(t)(t\neq 0)$ が非特異曲線で種数 gならば噸数 gの pencil という。

いま、 $S$
。

$:=\Phi^{-1}(\mathit{0})$ において、その因子と見たときの係数が 1のものの点呼

で、 S。において非特異点であるものをとり、 そこで、blowing-up を行い Sをう

る。 そこにおいて、 $S_{o}$ の strict transform を S。とおく。上での、blowing-up を

S。の交点行列が負定値であるようにしておき、Grauert の結果より S。を $\tilde{S}$内で

潰してできる特異点を Kodaira特異という。いま $\Gamma$ をある特異点の最小良特異

点解消の例外集合からきまる重み付きグラフとする。 このとき、ある Kodaira

特異点が存在し、 そのの最小良特異点解消の例外集合の重み付きグラフが r と

一致するなら、 $\Gamma$ を Kodaira グラフという。

定理 2.2 (Karras [10], p. 46). $Z= \sum_{i=1}nC_{i}A_{i}$ を $A$ 上の基本サイクルとす

る。 このとき、 $\Gamma$ は Kodaira グラフである必要十分条件は $Z\cdot A_{i}<0$ なる $A_{i}$

について $c_{i}=1$ となる $0$

定理 2.3 (Karras [11]). (X, o) を 2次元庄規特異点とする。(X, $A$ ) $arrow$

$(X, \mathit{0})$ をその最小良特異点解消とする。このとき、 $(X, \mathit{0})$ が Kodaira 特異点で

ある必要十分条件は $A$ が Kodaira グラフであり、かっ $M=Z\text{を}$ $A$ 上満たす

事である。

$A$ 上のサイクル $D= \sum_{i=1}^{n}d_{i}A_{*}(d_{*}\in \mathbb{Z})$ に対して、 $D$の算術種数とは

$p_{a}(D)=1+ \frac{1}{2}(D^{2}+K_{\hat{X}}D)$ , のことをいう。 ただし、 $K_{\tilde{X}}$ は $\tilde{X}$上の標準束の

層。$p_{a}(Z)$ を基本種数と呼ぶ。 これは、特異点解消によらず決まる特異点の不

変量である。 これは添加公式 : $K_{\tilde{X}}A_{i}=-A_{i}^{2}+2g(A_{i})-2+2\delta(A_{i})$ , によっ
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て計算される。ただし、$g(A_{i})$ は $A_{i}$の非特異モデルの種数であり、 $\delta\langle \mathrm{A}$ ) は $A_{i}$

のコンダクターの次数である。

定理 2.4 (Karras [11]). $(X, \mathit{0})$ を Kodaira特異点とする。このとき、 こ

れに付随した曲線の pencil の種卵は $PJ(X, \mathit{0})$ の –致する。

$. $\{z^{n}=f(ae, y)\}$ の極大イデアルサイクルの計算

$(X, \mathit{0})$ を $z^{n}=f(x, y)$ で定義される正規超曲面特異点とする。ただし、
$f\in \mathbb{C}\{x, y\}$ で $ord(f)\geqq 2$ とする。 $(C, \mathit{0})=\{f(x, y)=0\}\subset \mathbb{C}2$ とおく。 この
とき、 $\mathbb{C}^{2}$ に blowing-up を繰り返してゆき、 $C$の特異点解消 $\mathbb{C}^{2}arrow V_{1}\sigma_{1}arrow\ldotsarrow\sigma_{2}\sigma$.
$V=V$. を得る。 ここで、 $C$の strict transform は単純正規交叉をしている。 こ

れをもとにして、次のダイヤグラムができる。
$\mathbb{C}^{3}$

$\sigma \mathrm{x}idarrow$

$V\mathrm{x}\mathbb{C}^{1}$

. $\cup$

$\cdot$

$\cup$

(3.1) $X$
$arrow\phi_{1}$ $V’arrow\phi_{2}$ $V”arrow\phi_{3}$

$\tilde{X}$ .

$V_{0}=\mathbb{C}^{2}p\downarrowarrow V_{1}\sigma_{1}arrow\ldotsarrow$.$V=V\sigma_{2}\sigma\pi\downarrow,\pi\prime\prime l$

ここで、 $p$ は $\mathbb{C}^{3}arrow \mathbb{C}^{2}((x, y, z)arrow(x, y))$ から得られる $n$ 重被覆で、 よって
$\pi^{i}$ もそうである。 $\phi_{1}$ は双有理写像で、 $V’$ は–般に正規でない $z^{n}=u^{a}v^{b}$なる形
の特異点を持つ。 $V”$ は $V’$の正規化で特異点としては、巡回商特異点のみをも
つ。 よって、 これらの巡回商特異点を解消することで元の特異点 (X, o) の特異
点解消をえる。 しかも、 これは良特異点解消となっている。 $\overline{E}_{i}$ を $\sigma_{i}$ による第
–種例外曲線 $(\simeq \mathbb{P}^{1})$ の Vへの $\sigma_{\ell^{\mathrm{O}\cdots \mathrm{O}\sigma}i+1}$ による strict transform とする $($

$i=1,2,$ $\cdots,$ $s)$ 。いま、 $C= \bigcup_{j=1}^{r}oj$を既約分解とする。 $\overline{C}_{j}$ を\mbox{\boldmath $\sigma$}=\mbox{\boldmath $\sigma$}, $0\cdots 0\sigma_{1}$

による strict transform とする $(i=1,2, \cdots, r)$ 。 $E$ (resp. $E_{i}$ ) を $\tilde{X}$への

strict transform $\pi^{-1}(\overline{E})$ (resp. $\pi^{-1}(\overline{E}_{i})$ ) とする。 しかし、 $E_{i}$がいつも既約
とは限らない。 さらに、 $F$を $\emptyset \mathrm{s}$による例外集合とする。 よって、 $\tilde{E}:=E\cup E$

が X上の例外集合となる。 ここで、 $\phi=\phi_{1}0\phi_{2^{\mathrm{O}}}\phi 3$ とおく。
$c$

我々は、極大イデアルサイクルを計算するために、上記の特異点解消を具
体的に計算する必要がある。 よって、 そのためには $\{z^{n}=u^{a}v^{b}\}\subset \mathbb{C}^{3}$ なる特

異点の正規化を計算する必要がある。 これが、巡回商特異点で与えられる事は
よく知られている。それを計算する方法が Laufer の教科書 [14] の 2章にも出て
いるが、 これは以下のような補題で簡単に計算できる (どこかに書いてあるか

も知れせんが、私が質問した 1 $0$ 人程度の方はどなたも知りません。ご存知の
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方がありましたらご教示下さい) 。 まず、 $-$以巡回商特異点を表す記号をのべ

ておく。 $k$ と $q$を互いに素な、 $1\leqq q<k$ を満たす自然数とする。 $G_{h,q}$を行列

$(e_{k}, e_{k}^{q})$ $(:=\in GL(2, \mathbb{C}))$ で生成される巡回群とする。 ここで、

$e_{h}=exp( \frac{2\pi i}{k})$ とする。 このとき、 $(\mathbb{C}^{2}/G_{k,q}, \{0\})$ なる商特異点をこのとき、

$C_{k,q}$ と表す。 $\{z^{n}=u^{a}v^{b}\}$ の正規化を計算する。簡単のため g.c.m.$(n, a, b)=1$

する。以下のように、 自然数を定義する。
$\mathrm{r}r_{0}=g.c.m.(a, b),$ $r_{1}=g.c.m.(n, b),$ $\prime_{2}=g.c.m.(n, a)$

$n_{1}= \frac{n}{r_{1}r_{2}},$ $a_{1}= \frac{a}{r_{0’2}},$ $b1= \frac{b}{r_{0}r_{1}}$

補題 3.1. 特異点 $\{z^{n}=uv^{b}\}a$ の正規化は巡回商特異点 $C_{n_{1,\mu\text{、}}}$ ただし

$g.c.m.(n, a, b)=1$ とし、 $\nu$ と $\mu$ は $a_{1}\nu\equiv 1$ (mod $n_{1}$ ) と $\mu+b_{1}\nu\equiv 0$ (mod $n_{1}$ )

で与えられる自然数。

よって $\{z^{n}=u^{a}v^{b}\}$ の特異点解消の例外集合は次のようになる。

$F_{\mathrm{r}}$ $F*$ $\cdot$ .. $F_{-}$

($.2) ただし $n_{1}=b_{1}-$
$0$

1
ただし –

1$\mu$

$b_{2}-$

1
$b_{f}$

ここで、 $L_{1}=\{u=0\}\text{、}L_{2}=\{v=0\}$ なる $C_{n_{1},\mu}$上の曲線を考える。 このと

き、 $L_{1}$ と $L_{2}$ の strict transform はそれぞれ、 $F_{1}$ と瓦に交わる。いま、 $u,$ $v$ を

特異点解消空間 W.上まで引き上げ、それらの瓦上での零点の位数を考える。
自然数 $\lambda_{0},$

$\cdots,$
$\lambda_{\tau}$ を以下のように定義する。

(3.3) $\lambda_{0}--n1,$ $\lambda 1=\mu$ and $\lambda_{i+1}=b_{i+1}\lambda_{i}+\lambda_{i-1}(i=1, \cdots , \prime r-1)$ ,

よって、 $\lambda_{r}=1$ 。さらに、帰納的に次のような数を定義する。

(3.4)

このとき、藤木による巡回商特異点解消の方法を用いて、次のことが示

せる。

補題 3.2. $u,$ $v,$ $z$の引き上げの $F_{i}(\subset W)$ 上の零点の位数は $\lambda_{i}r_{1},$
$\eta_{i},$

$\delta i$ で

与えられる。 $i=1,$ $\cdots,$ ’
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4. $z^{n}=f(x, y)$ の極大イ デアルサイクルの計算

いま、V上で昂と務 (または $\overline{C}_{j}$ ) が交わっているとする。 その交点の近
傍に $(u, v)$ まる座標をとり、 $\overline{E}_{i}=\{u=0\}$ で易であるようにする。 (または
$\overline{C}_{j})=\{v=0\}$ 。いま $a=v_{\overline{E}_{i}}(f\mathrm{o}\sigma)$ で $b=v_{\overline{E}_{\mathrm{j}}}(f\mathrm{o}\sigma)$ (または $b=v_{\overline{C}_{\mathrm{j}}}(f\mathrm{o}\sigma)$

$)$ とすると、 $\pi(U)’-1$ は $\{z^{na}=uv^{b}\}$ なる特異点と同型になる。

いま $\alpha x+\beta y$ と $z$ の $X$上への $\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{u}_{-}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{k}^{-}$ とそれらの玖上での零点の位数を

考える。ただし、 $\alpha$ and $\beta$ は $\mathbb{C}$ における $-$般の元。

$\overline{f_{i}}=v_{\overline{E}:}(f\mathrm{o}\sigma)\text{、}\overline{d}_{i}=v_{\overline{E}:}((\alpha X+\beta y)0\sigma)$,

$z_{i}=v_{E}(:\phi z\mathrm{o})\text{、}d_{i}=v_{E_{i}(}(\alpha x+\beta y)0\emptyset)$

ただし $i=1,2,$ $\cdots,$ $s$ . ここで、 $\overline{Z}$は E上で極大イデアルサイクルに等しい。な

ぜなら、一般に有理特異点については Laufer によって、任意の特異点解消に
たいし、 この両者は等しいことが知られている。非特異点は有珪特異点の $-$種

である。
る

(4.1) $Z= \sum_{i=1}diE_{i}$ .

補題 4.1. $E$における極大イデアルサイクル $M$ について次がいえる。

$z_{i}= \frac{f_{i}}{g.c.m.(n,\overline{f_{i}})},$ $d_{i}= \frac{nd_{i}}{g.c.m.(n,\overline{f_{i}})},$ $CoeffE:^{M=\max}\{zi, d_{i}\}$ .

補題 4.2 $([5],[25],[26])$ . $\pi$ : (X, $A$ ) $arrow(X, \mathit{0})$ を 2次元正規特異点の特

異点解消とする。 $D_{1}$ と $D_{2}$ を $A$ 上の 2つのサイクルとする。 $D_{1}A:\leqq 0$ が任意

の $i$ についていえ $\text{、^{}-}$ さらに $D_{1}\leqq D_{2}$ とする。 このとき、 $D_{1}^{2}\geqq D_{2}^{2}$ で $D_{1}=D_{2}$

であるための必要十分条件は $D_{1}^{2}=D_{2^{\mathrm{O}}}^{2}$

命題 4.3. (X, $\tilde{E}$ ) を $z^{n}=f(x, y)$ の、 上で構成した特異点解消。 いま、

$n\leqq ord(f)$ とする。 $M$を $E$ $(=E\cup F)$ 上の極大イデアルサイクルとする。 こ

のとき、 $M=((\alpha x+\beta y)0\emptyset)_{\tilde{E}},$ $M^{2}=-n$ ,

$M\cdot E_{i}=\{$
$-n$ if $i=1$

$0$ if $i\neq 1$

ここで、 $M\cdot F_{j}=0$ となる。

この証明は、 $\mathrm{m}$ を $\mathcal{O}_{\tilde{X}}$ の極大イデアルとすると、 これは $x,$ $y,$ $z$で生成され

る。よって、極大イデアルサイクルの計算をするには $\alpha x+\beta y$ と $z$について、例外

集合上の零点の位数を比較すればいいが、上のような状況下では $M$は $\alpha x+\beta y$

と $z$について、例外集合上の零点の位数の引き上げで与えられる。 よって、 $V$

上での $\overline{M}$ との比較が出来、上のような結果が得られる事となる。
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5. 主結果について

定理 5.1. $(X, \mathit{0})$ を正規特異点 $\{z^{n}=f(x, y)\}$ とする。ただし、$n>1$ か
つ $f\in \mathbb{C}\{x, y\}_{0}ord(f)$ は $n$ で割り切れるとする。 このとき、次がいえる。

(i) $Z^{2}=-n$ 。よって、任意の特異点解消において極大イデアルサイクル
と基本サイクルは–致する。

$(\ddot{\mathrm{n}})(X, \mathit{0})$ ?は 1数 $\frac{(n-1)(ord(f)-2)}{2}$。penc丑に付随した Kodaira 特異
点である。

この証明はうえの命題 4.3からすぐ分かる。

$\overline{C}$を $C$の $\sigma$による strict transform とする。 このとき、 $\overline{C}\text{は}\sum_{i=1}^{l}\overline{f_{i}}\overline{E}_{i}$ に nu-

mericaly に同値である。 いま、 $\hat{C}$を $\overline{C}$の $\pi$による逆像とする。

補題 4.$ (F. Ganther [8], $\mathrm{P}$ 1175 and P.1193]).
’

$(\mathrm{i})$ Vを $\mathbb{C}^{2}$ を充分に blowing-up したものとすると、 $\pi^{*}\overline{C}=n\hat{C}$

。

(ii) $\overline{C}\cdot(\overline{C}+K_{\gamma})=-2\delta$.

上の (\"u) は、Ganther が既約曲線に関したある命題を証明したさい、その
証明の中に現れる。上の事実は既約でなくてもいえる。

定義 5.3. (3.1) における $C$の特異点解消に関して、 自然数 M。をつぎの
ように定義する。

$N_{o}= \max\{v_{\overline{E}}(:f\mathrm{o}\sigma)|i=1, :.., s\}$ .

定理 5.4. $(X, \mathit{0})=\{z^{n}=f(X, y)\}$ について、 $n\geqq$ N。と仮定する。
(i) $-Z^{2}=r$ ( $=f$の既約因子の個数) 。 さらに、最小良特異点解消また

は最小特異点解消において、 $M=Z$がいえる。

(ii) (X, o) は種屋が $\frac{\mu-\prime+1}{2}$の、Kodaira 特異点である。ただし、 $\mu$ は

$(C, \{0\})$ の Mlnor 数。

この証明の (i) については、Mが $Z$の Pu垣-back で与えられることをもち
いて、定理 5.1と同様にできる。 (\"u) については、上の Ganther の計算に基づ
いて、適当なサイクルの交点数に関する議論からできる。

上の定理は、 [23]で Brieskorn 型の超曲面特異点について示された結果の
一般化となっている。より強く次が言える。

系 4.6 ([23]). $(X, \mathit{0})$ を $z^{n}=x^{a}+y^{b}$ で定義された超曲面特異点と
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する。 このとき $n\geqq l.c.m(a, b)$ ならば、 $(X, 0) \text{は時数が}\frac{1}{2}\{(a-1)(b-\mathrm{D}-$

$g.c.m.(q, b)+1\}$ の pencil に付随した Kodaira 特異点である。
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