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1. 序
$\mathbb{C}^{n}$の滑らかな実 $2n-d$ 次元部分多様体 $M$ が $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 部分多様体であるとは, $M$ の

点 $p$ での正則接空間 $H_{p}(M)$ の次元が点 $p$ によらず–定であるときをいい, 特にその
実次元が $2n-2d$ のとき $M$ は generic であるという [5]. 以下断らない限り, $M$ と $\tilde{M}$

は, 実 $2n-d$ 次元の generic で実解析的な Cnの $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 部分多様体で原点を含むものを
表し, $F:Marrow\tilde{M}$ は $F(0)=0$ をみたす $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 写像を表すものとする.
次の問題を考える.

問題. $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 多様体の間の $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 写像を, $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 幾何学の言葉を使って分類せよ.

ここでは, 上の問題に対して, 次のような解答を与える.

(1) $M$ , 疲の原点での型がある条件をみたせば, $F$ は定数写像に限る.
(2) 原点での, $F$ のある方向の微分が $0$ でないなら, $F$ は原点を含むある開集合
上の正則写像の制限である.

(1) については $M$, 霞が実超曲面の場合に M. S. Baouendi, L. P. Rothschild が
次の定理を示している.

定理 (M. S. Baouendi-L. P. Rothschild) [3]. $M_{y}\tilde{M}$ を滑らかな実超曲面と
し, $H$ をそれらの問の滑らかな $CR$ 写像とする. $M,\tilde{M}$ が, それぞれ点 $p,$ $H(p)$ で

D’Angelo の意味で有限型であるとするなら, $H$ は定数か又は $Jac(H)\not\equiv \mathrm{O}$ である.

この定理を余次元が高い場合に拡張したのが次の定理 11である. 定理の中で, $M$ ,
$\tilde{M}$ の原点での型は Bloom-Graham の意味である (定義 21) [4], [5]. また適当な座
標変換をすることにより, generic な $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 部分多様体の定義関数は (2.1), (2.2) のよう
にできるので、原点の十分小さい近傍 $U$ で, $(\{0\}^{n-d}\cross \mathbb{R}^{d})\cap U\subset M$ となるものが
存在するとして構わない.

定理 1.1 [11], [12]. $M$, 虚を generic な $\mathbb{C}^{n}$ の $CR$ 部分多様体とし, $(f, g)=$

$(f1, \ldots, f_{n-d},g1, \ldots,gd)$ を, それらの間の $CR$ 写像とする. $M,\tilde{M}$ の原点での型を
それぞれ $(l_{1}, \ldots, \iota_{d}),$ $(l_{1},., l_{d})\sim..\sim$ とする. 原点の十分小さい近傍 $U$ に対し, $(f, g)$ は
$(f,g)((\{0\}n-d\mathbb{R}\cross)d\mathrm{n}U)\subset\{0\}^{n}-d_{\mathrm{X}\mathbb{R}^{d}}$ をみたすとする. このとき, $(f,g)$ は定数

か, 又は $l_{\mathrm{j}}\geq l_{j}\sim$ , $j=1,$ $\ldots,$
$d$, が成り立つ.

よって, この系として次の分類定理を得る.

分類定理 1[11]. 記号は定理 1. 1と同じとする. $l_{j}<$ ちとなる $j$ が存在すれば,
$(f, g)$ は定数である.

次に (2) については, M. S. Baouendi, L. P. Rothschild が次のことを示している.
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定理 (M. S. Baouendei-L. P. Rothschild) [2]. $M,\tilde{M}$ を $\mathbb{C}^{n+1}$ 内の実解析的
な実超曲面とし, $F$ をそれらの間の滑らかな $CR$ 写像とする. $p\in M,$ $p’=F(p)$ と

する. 次のどちら力\vdash 方が成り立つなら, $F$ は $p$ の $\mathbb{C}^{n+1}$ 内の近傍から $\mathbb{C}^{n+1}$ への

正則写像の制限である.

(1) $F$ は 点 $p$ で finite $m\prime u\iota tiplicity$ であり, $\tilde{M}$ は 点 $p’$ で essentially finite で
ある. $t$

(2) $M$ は点 $p$ で essentially finite であり, $F$ は $F’(\mathbb{C}T_{\mathrm{P}}M)\not\subset H_{p}^{\mathbb{C}},(\tilde{M})$ をみたす.

この定理のように, 今までの多くの $\mathrm{C}\mathrm{R}$多様体の間の $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 写像に対する正則拡張
定理は, その写像が $C^{\infty}$ 級であることを仮定していた [2], [3], [1]. それに対して, 固
有正則写像の拡張定理の研究を通じて, Cm級 $(m<\infty)$ の $\mathrm{C}\mathrm{R}$写像に対する正則拡
張定理も示された [15], [7]. 次の分類定理 2も, 写像は Cm級 $(m<\infty)$ であるという
仮定で成立する. 定理の中で, 実写曲面 $M,\tilde{M}$ の定義関数が (2.1), (2.2) のように正
規化されているとき, $F=(F_{1}, \ldots, F_{n})$ : $Marrow\tilde{M}$ が原点で Hopf Lemma Property
をみたすとは $(\partial F_{n}/\partial s)(\mathrm{O})\neq 0$ が成立することをいう [1]. (上の M. S. Baouendi,
L. P. Rothschild の定理の条件 (2) の $F’(\mathbb{C}T_{\mathrm{p}}M)\not\subset H_{p}^{\mathbb{C}},(\tilde{M})$ は $F$ が点 $p$ で Hopf
Lemma Property をみたすことを表している) また $C^{m}$ 級関数 $f_{1},$

$\ldots,$
$f_{n}$ に対して,

$\mathrm{s}\mathrm{p}<f_{1},$
$\ldots,$

$f_{n}>\mathrm{c}\not\supset 0$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ) は, $a_{1}f_{1}+\cdots+a_{n}f_{n}\equiv 0$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ) となる
$(a_{1}, \ldots, a_{n})\in \mathbb{C}^{n}\backslash (0, \ldots,0)$ が存在しないことを表す. ここで $\mathcal{I}$ は $z,\overline{z},$ $s$ で生成さ
れるイデアルとし, 原点での型は $\mathrm{B}\mathrm{l}\circ\circ \mathrm{m}-\mathrm{c}_{\mathrm{r}}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{m}$ の意味であるとする $[4|,$ $[5|$ .
分類定理 2 [13]. $M$, 並を $\mathbb{C}^{n+1}$ 内の実題曲面とし, $(f, f_{n+1})$ をそれらの間の
$CR$ 写像とする. $\tilde{M}$は原点で非退化な $\text{レ}$ビ形式を持ち, $M$ の原点での型は $l(<+\infty)$

とする. 次の 3つのうち どれかがみたされれば $(f, fn+1)$ は原点の近傍上の正則写
像の制限である.

(1) $\mathit{1}\mathrm{V}I$ は, 原点で非退化なレビ形式を持ち, $(f, f_{n+1})$
.
は $C^{3}$ 級で, 原点で Hopf

Lemma Property をみたす.
$.(2)$ $M$ は, 原点で退化したレビ形式を持ち, $n=1$ . $(f1, f_{2})$ は $C^{l+1}$ 級で, 原点で

Eopf Lemm.aProperty をみたす.
(3) $M$ は, 原点で退化したレビ形式を持ち, $n\geq 2$ . $(f, f_{n+1})$ は $C^{m}$ 級 ( $m$ は十
分大きいが $\infty$ である必要はない) で, $sp<f1,$ $\ldots,$

$f_{n}>_{\mathbb{C}}\geq 0$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ) を
みたす.

これは Chong-Kyu Han の論文 [9] の主定理を利用することにより示される.

2. 定義と基本事項
$T_{p}^{\mathbb{C}}(M)$ で $T_{p}(M)$ の複素化, $H^{\mathbb{C}}(M)$ で $H(M)$ の複素化を表す. $M$ の原点での型

を定義するために, まず婿 (M) の部分ベクトル空間 $\mathcal{L}_{0}^{k}(M)(k\in \mathrm{N})$ を次のように定
義する. $L_{j}\in H^{\mathbb{C}}(M)$ に対して, 微分作用素 $[L_{1}[L_{2}\ldots[L_{k-1}, Lk]]\ldots]0$ を, $H^{\mathbb{C}}(M)$

で生成される 原点での長さ $k$ の Lie bracket という. そこで $\mathcal{L}_{0}^{1}(M)$ を $H_{0}^{\mathbb{C}}(M)$ と

し, $\mathcal{L}_{0}^{k}(M)$ を, $H_{0}^{\mathbb{C}}(M)$ と, $H^{\mathbb{C}}(M)$ で生成される, 原点での長さ $k$ 以下の Lie bracket
で張られる $T_{0}^{\mathbb{C}}(M)$ の部分ベクトル空間とする.

定義 2. 1 [4], [5]. $M$ を実 $2n-d$次元の generic な $\mathrm{C}\mathrm{R}$部分多様体とする. 原点
が型 $(l_{1}, \ldots, l_{d})$ を持つとは, 次の 3条件が成立することをいう.

(1) $dim_{\mathbb{C}}c_{0}^{j}(M)=2n-2d$ $(j<l_{1})$ ,
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(2) $dim\mathrm{c}\mathcal{L}_{0}^{j}(M)=2n-2d+i$ $(l_{*}$. $\leq j<l_{i+1})$ ,
(3) $dim_{\mathbb{C}}\mathcal{L}_{0}j(M)=2n-d$ $(j\geq l_{d})$ .
この時, typeo $M=(l_{1}, \ldots, l_{d})$ と書き, 以後 $l_{1}<\cdots<l_{d}<\infty$ と仮定する.
typeo $M=(l_{1}, \ldots, l_{d})$ の時, 適当な座標変換をすることにより, $M$ の定義関数は次

のように正規化できる.

(2.1) $\{$

$r_{1}$ $=t_{1}-h_{1}(z,\overline{z}, s)$ ,

.$\cdot$.

$r_{d}$ $=t_{d}-h_{d}(z,\overline{Z}, s)$ .

ここで $z=x+iy\in \mathbb{C}^{n-d},$ $w=S+it\in \mathbb{C}^{d}$ であり,

(22) $h_{j}(z,\overline{z},s)=$ $. \sum$ $h_{\nu,\mu,r^{Z}}^{j\mu}\nu_{\overline{Z}s^{\mathcal{T}}}$

$|\nu|+|\mu|>l_{\mathrm{j}}$

$|\nu|,|\mu 1\geq 1,\overline{|}r1\geq 0$

は実解析的である. 特に, $M$ が実超曲面で, 原点で非退化なレビ形式を持つなら,
Chern-Moser [6] により, 肩ま次のように正規化できる.

(23)
$h(_{Z}, \overline{z}, S)=j=1\sum^{n-}\lambda_{j}|z_{\mathrm{j}}|^{2}+\sum_{||\nu|,|\mu,r\geq 0\geq 2}h1\nu,\mu,rZ^{\nu}\overline{z}^{\mu}s^{\mathrm{f}}$

.

ここで\mbox{\boldmath $\lambda$}j $=+1$ 又は $-1$ である. $n=2$ の時は, $\lambda_{1}=+1$ とする. 以下 $\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}_{0}(\tilde{M})=$

$(\iota_{1},., \iota_{d})\sim..\sim$ のように, $\tilde{M}$ に対する記号は, $”\sim$” をつけて区別する.
$M$ の定義関数が上のように正規化されているときに, $M$ の原点の近傍での, 接

Cauchy-Riemann ベクトル場は次のように書ける.

$L_{\mathrm{j}}= \frac{\partial}{\partial z_{j}}+i\sum_{l=1}^{d}\sum_{k=1}^{d}\mu_{l,k}\frac{\partial h_{k}}{\partial z_{j}}\frac{\partial}{\partial s_{l}}$ , $j=1,$ $\ldots,$ $n-d$.

ここで, $\mu\iota,k$ は $(d\cross d)$ 行夕岨 I $-\mathrm{i}(\partial h/\partial s))^{-1}$ の第 $(l, k)$ 成分である. 特に $d=1$ な
ら, 次のように書ける.

$L_{j}= \frac{\partial}{\partial z_{j}}+i.\frac{\partial h/\partial z_{j}}{1-i(\partial h/\partial s)}\frac{\partial}{\partial s}$ $j=1,$ $\ldots,$ $n-1$ .

$\mathrm{C}\mathrm{R}$ 部分多様体 $M$ 上定義された $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 関数は $M$ の定義関数 $r=t-h$ を使って次
のように巾級数で表すことができる.

補題 2. 1 [2]. gen可 c な $CR$部分多様体 $M$ 上の実解析的な $CR$ 関数 $F:Marrow \mathbb{C}$

は, $M$ の定義関数 $r(z, w)=t-h(z,\overline{Z}, s)$ を使って次のように書ける.

$F(_{Z}, \overline{z},S)=\sum_{|\alpha|+|p|\geq 1}A_{\alpha,p}Z^{\alpha}(s+ih)^{p}$
.
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証明. $M\cap\{y=0\}$ は totally real な多様体であるから, $F|_{M\cap\{}\mathrm{y}=0$ } $=0$ なら, $F=0$
であることに注意する. $F$ を $M\cap\{y=0\}$ 上, 次のように展開する.

$F(x,x,S)= \sum_{\alpha||+\mathrm{I}^{p}\mathrm{I}\geq 1}\tilde{A}\alpha,p^{X^{\alpha p}}s$
.

次に $A_{\alpha,p}$を, 次をみたすように帰納的に見つける.

$| \alpha|+|p\sum_{|\geq 1}\tilde{A}_{\alpha,p}X\sum_{1}\alpha_{S^{\mathrm{P}}=}\alpha|+\mathrm{I}p|\geq 1A_{\alpha,p}x^{\alpha}(s+ih(x, X,s)\rangle^{p}$
.

$f(z,\overline{z}, s)$ を次のような巾級数とする.

$.f(Z, \overline{Z}, S)=|\alpha.\cdot 1|\sum_{+p\mathrm{I}\geq 1}A\alpha,pz(S+ih(z,\overline{z},s))\alpha p$
.

このとき $F-f$ は $M$ 上の $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 関数であり, $(p_{-f})|_{M\mathrm{t}\}}\cap y=0=0$ であるから, 先の
注意により補題が示される. 口

補題 2. 2 [11]. $(f,g)=(f1, \ldots, fn-d,g_{1}, \ldots,gd)$ : $Marrow\tilde{M}$を, generic な $CR$部
分多様体の間の実解析的 $CR$ 写像とする. 原点の十分小さな近傍 $U$ に対して,

$(f,g)((\{\mathrm{o}\}n-d\cross \mathbb{R}^{d})\mathrm{n}U)\subset\{0\}n-d\mathrm{x}\mathbb{R}^{d}$

が成立するなら y $fj,$ $gk$ は次のように展開される.

$f_{\mathrm{j}}(_{Z,\overline{Z}},S)= \alpha|\geq 1\sum_{|,|p\mathrm{I}\geq 0}aZ(j\alpha+\alpha,pSih)p$
, $j=1,$ $\ldots,n-d$ ,

$g_{k}(Z, \overline{Z}, S)=|q|\sum_{\geq 1}b_{0_{q}}^{k},(S+ih)q$
, $b_{0,q}^{k}\in \mathbb{R}$ , $k=1,$ $\ldots,$

$d$.

証明の凝略. 補題 21から $f_{j,g_{k}}$は次のように展開される.

$f_{j}(z, \overline{Z},s)=|\alpha 1|\sum_{+p\mathrm{I}\geq 1}.a_{\alpha,p^{Z^{\alpha}(}}S+jih)p$
,

$g_{k}(Z, \overline{z},S)=\sum_{+1\beta|\mathrm{I}q|\geq 1}b_{\alpha,p}^{kp}Z^{\alpha}(s+ih)$
.

$(f, g)((\{\mathrm{o}\}^{n-d}\cross \mathbb{R}^{d})\cap U)\subset\{0\}^{n-d}\cross \mathbb{R}^{d}$ から $|p|\geq 0$ に対して $a\mathit{0}_{P},=0,$ $|q|\geq 1$

に対して $b_{0,q}^{k}$ $\in \mathbb{R}$ を得る. これらを上の展開式に代入し, それらの式を ${\rm Im} g_{k}=$

$\tilde{h}(f,\overline{f}, {\rm Re} g),$ $k=1,$ $\ldots,$
$d$, に代入することにより, $|\beta|\geq 1,$ $|q|\geq 1$ に対して, $b_{\beta,q}^{k}=$

$0,$ $k=1,$ $\ldots,$
$d$ を得る. 口

$C^{m}$ 級の $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 関数についても, 同様の議論により次のことが示される. 補題の中で,
$\mathcal{I}$ は $z,\overline{z},$ $s$ で生成されるイデアルとする.
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補題 2. 3 [13]. $(f1, \ldots, f_{n},g)=(f,g)$ : $Marrow\tilde{M}$を, $\mathbb{C}^{n+1}$ 内の実坪曲面の間の
$C^{\pi*}$ 級の $CR$ 写像で $(f,g)=(0,0)$ をみたすとする. 原点の十分小さい近傍 $U$ が存
在して,

$f_{j}((\{0\}n_{\mathrm{X}}\mathbb{R})\cap U)\equiv 0$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ),
${\rm Im} g((\{\mathrm{o}\}n\cross \mathbb{R})\cap U)\equiv 0$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ )

をみたすならば y $f_{j}fg$ は次のように展開される.

(2.4)
$f_{j}(z, \overline{z},s)\equiv\sum_{|\alpha|\geq 1,p\geq 0}a^{j}(\alpha,p^{z}s\alpha+ih(z,\overline{z},s))^{P}$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ),

(2.5) $g(z, \overline{Z},S)\equiv\sum b_{0,q}(s\infty+ih(z,\overline{z},s))q$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ).
$q=1$

補題 2. 4. $(f_{1}, \ldots, f_{n},g)$ : $Marrow\tilde{M}$ を $\mathbb{C}^{n+1}$ 内の実超曲面の間の $CR$ 写像で
$(f, g)=(\mathrm{O}, 0)$ をみたすとすると $(\partial g/\partial s)(\mathrm{O})\in \mathbb{R}$.

3. 点の型による分類
この節では, 定理 11を証明し, それに対するいくつかの注意を与える. 定理の証

明には次の補題が必要である. $f_{jg_{k}}$, は補題 22のように展開されているとする.
補題 3. 1. $g_{d}$ が恒等的に零ならば, $f1,$

$\ldots,$
$f_{n-}d$も恒等的に零である.

証朋. 仮定の下で, $\tilde{h}_{d}(f,\overline{f}, {\rm Re} g)=0$ である. つまり,

$| \nu|+\mathrm{I}\sum_{>\mu 1\overline{l}d}$ $\tilde{h}_{\nu,\mu,r}^{d}(|\geq 1\sum_{\mathrm{I}^{\alpha}|p|\geq 0},a_{\alpha},Z(P+ih\alpha)s)p(\nu|\alpha|\geq 1\sum_{p|\mathrm{I}\geq 0},\overline{a}\alpha,p\overline{z}(\alpha s-ih)p)^{\mu}$

$|\nu|,|\mu|\geq 1,\overline{|}r|\geq 0$

$\cross(\frac{1}{2}\sum b_{0,q}[(s+ih)q+(s-ih)^{q}])^{r}=0$ .
$|q|\geq 1$

$|\tau|=0$ の場合を考える. 上の式で, $z,\overline{z}$ についての $l_{d}\text{次の項は}\sim$

$\sum$ $\tilde{h}_{\nu,\mu,0}^{d}$ $( \sum a_{\alpha,p}z^{\alpha}(_{S+}ih)p)^{\nu}( \sum \overline{a}_{\alpha,p}\overline{z}(\alpha s-ih)P)^{\mu}=0$

$|\nu|+|\mu|=\overline{l}d$ $|\alpha|=1,|p1\geq 0$ $|\alpha|=1,|\mathrm{P}1\geq 0$

$|\nu|,1\mu|\geq 1$

をみたすから, $|\alpha|=1,$ $|p|\geq 0$ に対して, $a_{\alpha,p},$ $\ldots,$$a_{\alpha,p}^{n}-=01d$ を得る. 同様に, 2ゐ次,
$3l_{d}*\sim,$

$\ldots$ に注目することにより, 全ての\alpha , $P$ に対して、 $a_{\alpha}^{1},\cdots,$$a^{n-d}p’\alpha,\prime p=0$ を得て,
証明が終る. $\square$

次に定理の証明をする.

定理 1. 1の証明. $(f,g)$ が定数でないとする. $j=1,$ $\ldots,$
$d$ に対して, $Q_{j}=$

$\{(q_{1}, \ldots, q_{d})\in \mathbb{Z}^{d}|q_{1}, \ldots,qd\geq 0, q_{j}\geq 1\}$ とおく. もし結論が成り立たないならば,
$’<l_{\mathrm{j}}\sim$ となる $j$ が存在し, その時 $i \mathrm{o}=\min\{j|l_{j}<l_{j}\}\sim$ とする. この時, 不等式

$l_{1}<...$ $<l_{j_{\text{。}}}<l_{j_{\text{。}}}\sim<...$ $<l_{d}\sim$
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が成立する. $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 写像 $(f,g)$ は ${\rm Im} g_{j}=\tilde{h}_{j}(f,\overline{f}, {\rm Re} g)$ をみたす, つまり $j=1,$ $\ldots,$
$d$

に対して, 次の式が成立する.

(3.1) $\frac{1}{2i}\sum\dot{\mathcal{U}}_{0,q}[(s+ih)^{q}-(s-ih)^{q}]$

$|q|\geq 1$

$=$
$| \nu|+|\sum_{\mu 1>\overline{\iota}_{j}}$

’

$\tilde{h}_{\nu,\mu,r}^{j}(\sum_{p|\alpha|\geq 1,11\geq 0}aZ^{\alpha}(_{S+i}\alpha,Ph)^{p})\nu(\sum_{1\alpha|\geq 1,|_{\mathrm{P}1\geq 0}}\overline{a}_{\alpha,p}\overline{Z}(s-ih)^{p}\alpha)^{\mu}$

$|\nu|,\mathrm{I}^{\mu}|\geq 1,\overline{|r}|\geq 0$

$\cross(\frac{1}{2}\sum b_{0,q}[(S+ih)q+(S-ih)q])^{r}$.
$|q|\geq 1$

$j=j_{0},$
$\ldots,$

$d$ に対して, (3.1) の右辺の $z,\overline{z}\text{についての最低次数は}lj_{\text{。}である}\sim\cdot(3.1)$ の

両辺から $l_{1}$次, .. . , 1)。次 $(<l_{j_{\text{。}}})\sim$ の項を取り出すことにより, 次の関係式を得る.

$\sum b_{0_{q^{s_{1}^{q1}\ldots\dot{s}}k}}^{j-},qk1\ldots$
qd $\mathrm{t}l\iota$ )

$k$ s $h$

d $=0,$ $j=j_{0},$ $\ldots,d,$ $k=1,$ $\ldots,j_{0}$ .
$|q|\geq 1$

ここで, $h_{k}^{(\iota_{k})}$は飯に含まれる, $z$ とをについての $l_{k}$次の斉次多項式を表す. よって, 任
意の $q\in Q_{k}$ に対して, $b_{0,q}^{j}=0$ を得て, 次の結論 $(B_{j_{0}})$ を得る.

$(B_{j_{0}})$ : 任意の
$q\in \mathrm{U}^{Q_{k}}\mathrm{j}_{0}$

と $j=i_{0},$ $\ldots,d$ に対して $\dot{\nu}_{0,q}=0$ .
$k=1$

補題 3. 2. 結論 $(B_{j})(jo\leq j\leq d-1)$ から結論 $(B_{j+1})$ が得られる.

補題 3. 2の証璃. 結論 $(B_{\mathrm{j}})$ が成り立つと仮定する.
(I) $l_{j+1}<l_{j+1}\sim$のとき. 不等式

$l_{1}<...$ $<l_{j_{\text{。}}}<..$ . $<l_{j+1}<l_{j+1}\sim<...$ $<l_{d}\sim$

が成り立つ. 上の議論で $j_{0}$ を $j+1$ に置きかえることにより, 結論 $(B_{j\mp 1})$ が得ら
れる. .

(II) $l_{j+1}\geq l_{j+1}\sim$ のとき, 不等式

$l_{1}<...$ $<l_{j\text{。}}<l_{j_{\text{。}}}<\sim...$ $<l_{j}<l_{j}\sim\sim+1\leq l_{j+1}<...$ $<l_{d}$

が成り立つので, $L_{j}l_{j}\sim<l_{j+1}$ \leq (Lj+l)らとなる $L_{j}\in \mathrm{N}$ が存在する. 結論 $(B_{j})$ を

$g_{j}$に代入すると、 hngjの $z,\overline{z}$ についての最低次数は $l_{j+1}(>L_{j}l_{j})\sim$

.
である. $hngj=$

$\tilde{h}_{j}(f,\overline{f}, {\rm Re} g)$ から $z,\overline{z}$ についてのち次の項を取り出すと,

$\sum$ $\tilde{h}_{\nu,\mu,0}^{j}$ $( \sum a_{\alpha,p}z^{\alpha}Sp)^{\nu}( \sum \overline{a}_{\alpha,p^{\overline{Z}^{ap}}}S)^{\mu}=0$

$|\nu|+|\mu|=\overline{l}_{\mathrm{j}}$
$|\alpha|=1..’|\mathrm{P}|\geq 0$

$|\alpha|=1,|_{\mathrm{P}}|\geq 0$

$|\nu|,\mathrm{I}\mu 1\geq 1$
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を得る. よっ $\mathrm{C}$ , $|\alpha|=1,$ $|p|\geq 0$ に対して, $a_{\alpha,p}^{1},$

$\ldots,$
$a_{\alpha,p}n-d=0$ を得る. 同様に

$hng_{j}=\tilde{h}_{j}(f,\overline{f}, {\rm Re} g)$ 内の $z,\overline{z}$ についての 2ち次, 3ろ次, .. . , Ljち次を見ることによ
り , $1\leq|\alpha|\leq L_{j},$ $|p|\geq 0$ に対して, $a_{\alpha,p}^{1},$

$\ldots,$
$a_{\alpha},=0n-pd$ を得る. これらを ${\rm Im} gj+1=$

$\tilde{h}_{j+1}(f,\overline{f}, {\rm Re} g)$ \iota こ代入する. その式の, $z,\overline{z}$ についての $l_{j+1}$次を取り出し, 不等式
$l_{j+1}\leq(L_{j}+1)l_{j}<\sim(L_{j}+1)^{\sim}l_{j+1}$ と合わせると, 任意の $q\in Q_{j+1}$ に対して $\dot{\nu}_{0_{q}^{+1}},=0$

を得る. これと結論 $(B_{j})$ を合わせると, 結論 $(B_{j+1})$ を得る. 口

定理の証明に戻る.
結論 $(B_{j\text{。}})$ は示されていたので補題 3.2と帰納法により, 結論 $(B_{d})$ を得る. よっ

て, $g_{d}=0$ を得て, 補題 31により $f_{1},$ $\ldots,fn-d=0$ を得る.
次の主張が示されれば, $(f,g)$ が定数でないことに矛盾して, 定理の証明が終る.

主張. $f1,$
$\ldots,$

$f_{n}$ -dが恒等的に零なら $g_{1},$ $\ldots,g_{d-1}$も恒等的に零である.

仮定により先ず, $j=1,$ $\ldots$ , $d-1$ に対して, $Imgj=0$, つまり次の式が成立して
いる.

(3.2)
$\sum_{|q|\geq 1}\dot{\nu}_{0},q\dagger(s+ih)^{q}-(s-ih)^{q}\}=0,$

$j=1,$ $\ldots,d-1$ .

$\zeta\in \mathrm{N}(\zeta\leq d-1)$ に対して、$g_{d},$ $\ldots,g_{\zeta+1}=0$ を仮定する. 結論 $(B_{\zeta})$ と、 (3.2) で j $=\zeta$

とした時の, $z,\overline{z}$ についての $l_{\zeta+1},$
$\ldots$ , ld次を見ることにより, 全ての $q \in\bigcup_{k=\zeta+1}^{d}Q_{k}$

に対して、 $b_{0,q}^{\zeta}=0$ が成立する. これと, 結論 $(B_{\zeta})$ を合わせることにより, $g_{\zeta}=0$ を
得る. よって帰納法により主張が得られ, よって定理の証明も終る. 口

注意.
(1) $M,\tilde{M}$ が $\mathbb{C}^{n}$ 内の実解析 g6‘な pseudoeffipsoid の境界なら $l/l\sim\in \mathrm{N}$ である [10],

. [14]. しかし, 一般には $l/l\sim\not\in \mathrm{N}$ である [11], [12].
(2) $n=2,$ $d=1$ のときは $l/l\sim\in \mathrm{N}$ である [11], [12].

4. $\mathrm{C}\mathrm{R}$写像に対する正則拡張定理
この節では $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 写像に対する完全系 (complete system) についての Han の定理を

使うことにより, 分類定理 2を証明する. 先ず, 完全系の定義を与える.

定義 [8]. 関数 $F$ が位数 $K$ の完全系をみたすとは, $|\alpha|=$ $K$ となる各多重指数\alpha に
対して, 実解析的関数 $H_{\alpha}$が存在して,

$D^{\alpha}F=H_{\alpha}(z,D^{\beta}F ; |\beta|\leq K-1)$

が成立することをいう.

よって, $C^{K}$ 級の関数が位数 $K$の完全系をみたすなら, それは実解析的な関数であ
る. 写像が位数 $K$ の完全系をみたすとはその各成分が位数 $K$ の完全系をみたすこと
とする.
次の Han の定理を使う.
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Han の定理 [9]. $M^{2m+1}$ を, 非退化レビ形式を持つ実 $2m+1$ 次元実解析的 $CR$

多様体とし, $\{L_{1}, \ldots,L_{m}\}$ を実解析的 $CR$ 構造束の–次独立な切断とする. $N$ を
$\mathrm{C}^{n+1}$ 内の実解析的な実超曲面で, 非退化レビ形式を持つとし, $n\geq m$ を仮定する.
$f$ : $Marrow N$ を $\mathrm{C}\mathrm{R}$写像とする. 正の整数 $K$ が存在してベクトル {L写 : $|\alpha|\leq K$}
と $(0, \ldots,0,1)$ で $\mathbb{C}^{n+1}$が張られるならば, D士位数 $2K+1$ の完全系をみたす.

この定理の証明を詳しく見ることにより, $M^{2m+1}$が退化レビ形式を持つ場合でも
成り立つことが分かる. Han の定理の正の整数 $K$ を $M$ のある点での型を使って表
すことを考える. 分類定理 2は次の定理の系として得られる. 定理の中で, 原点での
型は Bloom-Graham の意味であり, 定理内の (I) の場合には $m\geq l+1$ を仮定する.

定理 4. $\rceil$ [12]. $M,\tilde{M}$ を $\mathbb{C}^{n+1}$内の実解析的な出超曲面で $(f,f_{n+1})=(f_{1},$
$\ldots,$

$f_{n}$ ,
$f_{n+1}):Marrow\tilde{M}$ を $C^{m}$ 級の $CR$ 写像とする. $\tilde{M}$は原点で非退化なレビ形式を持ち,
typeo$M=l(<+\infty)$ とする. 次の 2通りを考える.

(I) $M$ は原点で非退化なレビ形式を持つか, 又は $n=1$ で $M$ は原点で退化するレ
ビ形式を持つ.

(II) $M$ は原点で退化するレビ形式を持ち, $n\geq 2$ .
(I) の場合、 $(f, f_{n+1})$ が原点で Eopf Lemma Ptopedy をみたすなら, それは位数

$l+1$ の完全系をみたす.
仰の場合、 $(f, f_{n+1})$ が $s\mathrm{p}(f1,$

$\ldots,$
$f_{n}\rangle_{\mathbb{C}}\not\supset 0$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ) をみたすなら, それは

位数が有限の完全系をみたす.

証明. 実解析的超曲面の定義関数は (2.1), (2.2), (2.3) のように正規化されていると
する. (I) の場合を次の 2通りに分ける.

(I-1) $M$ は原点で非退化なレビ形式を持つ.
(I-2) $n=1$ で, $M$ は原点で退化するレビ形式を持つ.
$K$ を Han の定理の整数としたとき, (I-1) は $K=1$ , (I-2) は $K=l/2,$ $(\mathrm{I}\mathrm{I})\}\mathrm{h}$

$K<+\infty$ を示せばよい.
(I) の証明. 原点の+分小さい近傍 $U$ に対して, 実解析的な曲線\mbox{\boldmath $\gamma$}で, 曲線

$(f, f_{n+1})((\{0\}n\cross \mathbb{R})\cap U)$ を原点で $m$ 位まで近似するものをとる. $(f, f_{n+1})$ は, 原
点で Hopf Lemma Property をみたすことから, $\gamma$は原点での正則接空間 $H_{0}(\tilde{M})$ に横
断的に交わる. よって, Chern-Moser [6] により適当な座標変換をすることによって,
$(f, f_{n+1})((\{0\}^{n}\cross \mathbb{R})\cap U)$ は原点で $\{0\}^{n}\cross \mathbb{R}$ に位数 $m$ で接すると仮定してよい. $’\supset$

まり補題 23の仮定をみたしていて, $f_{j},$ $f_{n+1}$ はそれぞれ (2.4), (2.5) のように展開
されているとしてよい. この座標変換により, $M$ の定義関数の形は不変であることに
注意する.

$(\mathrm{I}-1)$ の場合 $K=1$ を示すには,

$\det=\det\neq 0$
を証明すればよい. ここで\alpha k $=(0, \ldots, 1, \ldots, 0)$ ( $k$ 番目の成分のみ 1で他は $0$ ) とす
る. 簡単のため, –番左の項を $\det(\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{C}(f)(\mathrm{o}))$ と書く. 先ず, $\mathrm{h}\mathrm{n}f_{n+}1\equiv\tilde{h}(f,\overline{f}, {\rm Re} f_{n+1})$
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(mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ), つまり

(4.1) $\frac{1}{2i}[\sum_{q\geq 1}b_{q},(S+ih(z,\overline{z},s))q-\sum_{q\geq 1}\overline{b}0,q(s-ih(_{Z},\overline{z},S))^{q}$

ね

$\equiv\sum_{j=1}\tilde{\lambda}_{j}\lfloor\sum_{\alpha 11,\geq 0}az^{\alpha}(_{S}+ih(z,\overline{Z},s)j)\alpha,p]p[_{1\alpha|\geq 1,p\geq}\sum_{0}\overline{a}_{\alpha}^{j},(S-ih(z,\overline{Z},s))^{P}p^{\overline{z}^{a}}]1\geq p$

$+\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$ terms (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ).

を考える. $h(Z,\overline{Z}, s)$ は (2.3) のよう こ展開されてぃるので (4.1) の両辺の $z:\overline{z}_{k}(i\neq k)$

の係数を比較することにより次の関係式を得る.
れ

$\sum\tilde{\lambda}_{j}(a^{j})\alpha:,0(^{j}\overline{a}_{\alpha k},0)=0$ .
$j=1$

$n=1$ のときはこの式は考えない. (4.1) の両辺の $|z_{k}|^{2}$の係数を比較することにより,
次の関係式を得る.

$\frac{1}{2}\lambda_{k}(b_{0,1}+\overline{b}0,1)=b_{0},1\lambda k$ (補題 2.4)
れ

$= \sum\tilde{\lambda}_{j}|a_{\alpha_{k},0}|j2$ .
$\mathrm{j}=1$

よって, 次の行列に関する等式を得る.

$=b_{0,1}$
よって, $\det(\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{C}(f)(\mathrm{o}))\neq 0$ であることと,

$b_{0,1}= \frac{\partial f_{n+1}}{\partial s}(\mathrm{o})\neq 0$

であることが同値であることから, 証明が終る.
$(\mathrm{I}-2)$ の場合 $L_{1}^{l/2}f1(0, \mathrm{o})=a_{l/2}^{1},0\neq 0$ を示せばよい. \S 3の注意 (2) により

$l/2\in \mathrm{N}$ である. (I-1) と同じように、 $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 写像 $(f1, f_{2})$ の各成分は補題 23のように
展開されている. 次の関係式から始める.

(4.2) $\frac{1}{2i}[\sum_{q=1}^{\infty}b0,q(_{S}+ih(Z,\overline{Z},s))^{q}-\sum\overline{b}_{0},(s-ih(z,\overline{z}, s)q)q]q=1\infty$

$\equiv[_{\alpha\geq 1,p\geq}\sum_{0}a_{\alpha}^{1},z^{\alpha}(S+ih(Z,\overline{Z},s))^{P}]\mathrm{P}[\sum_{01}\overline{a}_{\alpha,p^{\overline{z}(_{S}(S}}^{1}-ihZ,\overline{z},))\alpha p]\alpha\geq,p\geq$

$+\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$ terms (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ).
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$l\geq 4$ の場合. (4.2) の両辺で $z$ , z-についての $l-1$ 次未満の項を比較することにより
$1\leq\alpha\leq(l/2)-1,$ $P\geq 0,$ $\alpha+p\leq m$ に対して, $a_{\alpha,p}^{1}=0$ を得る. $h^{(l)}[]^{}.\mathrm{x}$ り $h$ に
含まれる $z$ , 2についての $l$ 次の斉次多項式を表す. $a_{\alpha,p}^{1}=0(1\leq\alpha\leq(l/2)-1,$ $p\geq$

$0,$ $\alpha+p\leq m)$ を (4.2) に代入して, $z$ , z-の 1次の項を取り出すことにより, 次の関係
式を得る.

$\frac{1}{2}\sum_{q\geq 1}(b0_{q},+\overline{b}0,q)qs-1h\mathrm{t}ql)$

$\equiv\sum_{0P\geq}a^{1\iota_{S\sum+}}\iota_{p^{Z}},pp\geq 1\overline{a}^{1p}0,ps(\iota/2\sum_{\alpha=1}^{)}(\sum a^{1}l-\alpha,p^{Zs})(\iota_{-}\alpha p\sum-1\mathrm{P}\geq 0P\geq m-\alpha+1\overline{a}_{\alpha,p}1p\overline{z}^{\alpha}s)$

$+ \sum_{p\geq 0}a_{\frac{1l}{2},p}z^{\frac{l}{2}}s^{p}\sum_{p\geq 0}\overline{a}_{\frac{1t}{2},p}\overline{z}^{\frac{l}{2}p}S$

$\langle l/2)-1$

$+$ $\sum$
$( \sum a_{\alpha,p^{ZS}}^{1\alpha}p)(\sum_{0p\geq}\overline{a}\iota_{-}1l-\alpha\alpha,p^{\overline{Z}s^{P}})+\sum\overline{a}\iota_{p},\overline{Z}\sum_{pp\geq 0\geq 1}1\iota_{s}pa_{0_{P^{S}}}^{1},p$

$\alpha=1$ $p\geq m-\alpha+1$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathcal{I}^{m+1})$

この式で $s$ が入っていない項を比較し, $h$ の展開式から,

$2|a_{\frac{1l}{2}},|^{2}0,,\mathrm{o}(=h_{\frac{l}{2}\frac{l}{2}}b_{0,1}+\overline{b}_{0},1)$

を得る.
$l=2$ の場合. (4.2) の両辺の $z$ , 2についての 2次の項を比較し , $h_{1,1},0=1$ であるこ

とを使うと, $2|a_{1,0}|2=b_{0},1+\overline{b}_{0,1}$ を得る. どちらの場合も補題 24を使うことにより,

$|a_{\frac{1l}{2}},|^{2}0 \frac{l}{2},\frac{l}{2},0b=h0,1=h_{\frac{l}{2},\frac{l}{2},0}\frac{\partial f_{2}}{\partial s}(0)$

となり, $(f1, f_{2})$ が原点で Hopf Lemma Property をみたすことから, 証明が終る.
(II) の証明 $K<+\infty$ であることを示すには, 次の中に $n$ 個の–次独立なベク

トルが存在すればよい.

(4.3)

ここで $s$ は実変数, $\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta_{n},$

$\ldots$ , \theta は多重指数で, $|\theta|$ $(<\infty)$ は十分大き $<,$ $|\theta_{1}|\leq$

$..\leq|\theta_{n}|\leq\cdots\leq|\theta|$ をみたすとする. (4.3) の中に $k(<n)$個し力–次独立なものがな
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かったとすると, 適当に番号を付け替えることにより, $c^{k+1},$
$\ldots,$$C^{k}1k’ 1’.,$$\mathbb{C}k+1\ldots,cn..n\in$

$\mathbb{C}$ で次の $(n-k)$ 個の関係式をみたすものが存在する.

ゐ

$(4.4.\mathrm{k}+1)$ $L^{\alpha}f_{k+1}(0,S)= \sum^{k+}c_{j}Lf1\alpha j(\mathrm{o},s)$ ,
$j=1$

ゐ

$(4.4.\mathrm{n})$ $L^{\alpha}f_{n}( \mathrm{o},s)=\sum C_{j}^{n}L^{\alpha}fj(\mathrm{o}, S)$ .
$\mathrm{j}=1$

ここで\alpha は多重指数で $1\leq\{\alpha|\leq|\theta|$ をみたすものとする.

$L^{\alpha}f_{j}( \mathrm{O},S)\equiv\sum_{0\mathrm{P}\geq}\alpha!a_{\alpha,p}SjP$
(mod $\mathcal{I}^{m+1}$ )

であることから, $(4.4.\mathrm{k}+1)$ , :.. , $(4.4.\mathrm{n})$ は

ゐ

$\sum_{P\geq 0}a^{k},S^{P}\alpha p^{1}+\equiv\sum_{j=1\mathrm{P}}\sum c^{\text{ゐ}p}\geq 0j^{+}1a_{\alpha}j,p^{S}$
(mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ),...

ゐ

$\sum_{p\geq 0}a_{\alpha,p^{S}}^{np}\equiv\sum_{=j1}\sum_{p\geq 0}C^{n}ja_{\alpha_{P}},sjp$
(mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ).

となる. これらを屓こついての巾級数と見ることにより, $0\leq p\leq m$ 一 $|\alpha|$ に対して

ゐ

$a_{\alpha,p^{1}}^{k+}= \sum_{j=1}c^{k+}a_{\alpha_{P}}j1j,’\ldots,$ $a_{\alpha,p}^{n}= \sum_{1j=}c_{j}na_{\alpha,p}^{j}$

を得る. これらの式から次の関係式が得られる.

$f_{k+1}(Z, \overline{Z},S)\equiv\sum_{\alpha||+p\geq 1}a_{\alpha}^{\text{ゐ}},z(+1\alpha sp+ih)^{p}$
(mod $\mathcal{I}^{m+1}$ )

ゐ

$\equiv$ $\sum$ $\{\sum c_{j^{+}}^{k1}a^{j}\}\alpha,p\alpha z(S+ih)^{p}$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ )
$|\alpha|+p\geq 1j=1$

$\equiv\sum_{j=1}^{\text{ゐ}}c_{j}f_{j(s)}k+1z,\overline{z}$, (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ).

同様にして,
た

$f_{k+2}(Z, \overline{Z}, S)\equiv\sum_{j=1}C_{j}f_{j}k+2(z,\overline{Z},s),$ $\ldots,fn(Z,\overline{z}, s)\equiv\sum_{j=1}c_{j}^{n}fj(Z,\overline{z},s)$
(mod $\mathcal{I}^{m+1}$ )

が得られる. これらは仮定 $\mathrm{s}\mathrm{p}<f_{1},$
$\ldots,$

$fn>_{\mathbb{C}}\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ (mod $\mathcal{I}^{m+1}$ ) に矛盾する. よって,
(4.3) 内には $n$ 個の–次独立なベクトルが存在し, (4.3) の各ベクトルに対して, $s=0$
とおくことにより証明が終る. 口
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