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1. はじめに
本稿では, p進近似を利用した代数的数の取り扱いについて述べる.
最初に, 復習の意味で, p進近似を利用した有理数の取り扱いの例を挙げる.

例 1 $([2J, pp. 141-142)$ 以下の $A(x),$ $B(x)$ に対し, $gcd(A(x), B(x))$ を求めよ.

$A(x)=x^{82}+x-63x^{4}-3X+X+32_{X}-5$ ,
$B(x)=3X+5_{X}64-4x2-9x+21$ .

各係数を mod 5で見て, $Z/5Z$上の多項式として計算を行う. ただし, remainder $(f, g)$ は,
多項式 $f$ を多項式 $g$ で割った余りを表す.

$A_{5}(x)=x^{8}+X^{6}+2_{X^{4}+}2x+X^{2}+2x3$ ,
. $B_{5}(_{X})=3x+x+x+162$ ,

$C_{5}(x)=remainder(A_{5}(x), B_{5}(X))=2x^{2}$. $+3$ ,

$D_{5}(x)=renlainder(B_{5}(x), C_{5}(x))=x$ ,

$E_{5}(x)=remainder(C_{5}(X), D_{5}(X))=3$ .

Gauss の補題より, $gcd(A(X), B(X))=G(X)\in Z[x]$ をモニックに取ることができ, $A(x)=$
$P(X)G(x),$ $B(x)=Q(x)c(x)$ , ただし, $P,$ $Q\in Z[x]$ と書ける. $G,$ $P,$ $Q$ を mod 5で見た
多項式を $G_{5},$ $P_{5},$ $Q_{5}$ と書くと, $A_{5}(x)=P5(X)G5(X),$ $B5(x)=Q5(X)c5(X)$ となる. すなわ
ち, $G_{5}$ は $gcd(A5, B5)$ を割り切る. ところが, $gcd(A_{5,5}B)=1$ なので, $G$がモニックであ
ることに注意して, $G=1$ となる.

この例を有理数のままで計算すると, $A,$ $B$が互いに素であることを示す最後の余りが,

17722579277662042
7972349896225

となり, 係数膨張が起きていることがわかる.
以下, 代数的数に対しても $P$ 進近似を利用した取り扱いが可能であること, とくに, ど
のような性質を満たす素数 $P$ を取ればよいか, そのような素数 $P$ はどれくらいあって, ど
うやって探す力\searrow , について述べる.
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なお, $P$進近似とは, 代数的整数論の言葉でいえば, 以下のようになる. 代数体 $K$が与

えられたとせよ. まず, 素数 P と素イデアル $\mathfrak{p}$ を, $p$が生成する $K$ の整数環の単項イデア

ルを $\mathfrak{p}$ が割り切り, かつ, $\mathfrak{p}$ 進付値による $K$ の完備化が $P$ 進体 $Q_{p}$ と同型であるように選

ぶ (一般には, Qp と同型では,なく, $Q_{p}$ の拡大体となる). 次に, うまく選んだ $p,$ $\mathfrak{p}$ を用

いて, $K$ での計算を $Q_{p}$ (あるいは, その整数環である $P$ 進整数環 $Z_{P}$ ) で, $mod p^{e}$ によ

る近似を用いて行う, ということである. $P$ 進体, 完備化, 素イデアルと付値との対応な
どついては, たとえば, [4], [7] を参照されたい.

2. $p$進近似を利用した代数的数の取り扱い
まず最初に, 簡単な例を示す.

例 2 $\alpha$ を $x^{2}-2=0$ の根とする. 以下の $A\{x$), $B.(x.)$ に対し , $gcd(A.(X), B(x))$ を求めよ.

$A(x)=x^{3}+\alpha x+2x+1$ ,

$B(x)=3x^{2}+2_{0}X+2$ .

$3^{2}-2\equiv 0$ (mod 7) なので, $\alpha\mapsto 3$ mod 7として $Z/7Z$ で計算する.

$A_{7}(x)=x^{3}+3x^{2}+X+1$ ,

$B_{7}(x)=3x^{2}+6x+2$ ,

$C_{7}(x)=remainder(A_{7}(x), B_{7}(X))=3x+5$ ,

$D_{7}(x)=remainder(B7(x), C_{7}(x))=5$ .

$Q(\sqrt{2})$ の整数環 $Z[\sqrt{2}]$ は UFD なので, 例 1と同様な議論で $gcd(A(x), B(x))=1$ である

(だだし, 一般には, 代数体の整数環は UFD とは限らないので, 注意が必要である).

必要なら, $\alpha\mapsto a$ mod 7e の $e$ を大きくする (近似精度を上げる) ことも可能である.

$\alpha->10$ mod $7^{2}$ ( $10^{2}\equiv 2$ (mod $7^{2}$ ), $10\equiv 3$ (mod 7)),
$\alpha\mapsto 108$ mod $7^{3}$ (108 $\equiv 2$ (mod $7^{3}$ ), $108\equiv 10$ (mod $7^{2})$ ),

$\alpha-$, 2166 mod $7^{4}$ (21662 $\equiv 2$ (mod $7^{4}$ ), $2166$ $\equiv 108$ (mod $7^{3})$ ),

合同式の解の持ち上げに関しては, [8] を参照のこと.
$P$進近似でできることを, いくつか挙げておく.

$\bullet$ 非ゼロ判定. ある $e$ で $\alpha\mapsto a\not\equiv 0\backslash$ $(mod p^{e})$ ならば $\alpha\neq 0$である.

$\bullet$ ゼロ判定. 近似的にゼロになった場合, すなわち, ある $e$ で $\alpha\mapsto a\equiv 0$ $(mod p^{e})$ に

なった場合, Mahler measure を援用することにより, $\alpha$ が真にゼロであるか否かの

判定が可能である [6] (ただし, [6] で定義した, 拡張された Mahler measure は, 通

常の Mahler measure に–致する). $\alpha$ を代数的数, $M(\alpha.)$ を $\alpha$ の Mahler measure と

する. このとき, 以下が成り立つ.

$\alpha\mapsto a\equiv 0$ $(mod p^{e})$ かつ $M(\alpha)<p^{e}\Rightarrow\alpha=0$
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とくに, $\alpha\in Z$ の場合, $M(\alpha)=f\alpha|$ なので, 上の主張は以下の通りとなる.

$\alpha\equiv 0$ (mod $p^{e}$ ) かつ $|\alpha|<p^{e}\Rightarrow\alpha=0$

$\bullet$ 適当な付加情報の下で, $P$ 進近似から元の値の復元 ([1] など).

$\bullet$ $gcd$ の計算 ([9] など).

$\bullet$ 因数分解 ([5] など).

3. $P$進近似の $P$の取り方

3.1. 理論的な準備
$f(x)\in Z[x]$ を, $Q$ 上既約かつ $\deg(f)\geq 2$ とし, $\alpha$ を $f(x)=0$ の根としよう. $\alpha$ を

$mod p^{e}$ で近似するとは, $Z[\alpha]arrow Z/p^{e}Z$ なる準同型を構成することである. この構成は,
まず, $Z[\alpha]arrow Z/pZ$ なる準同型を構成し, 次に, $P$ の巾を上げる, という手順による. 今,
$Z[\alpha]arrow Z/pZ$ による $\alpha$ の像が $a$ mod $P$ であるとしよう. このとき, $f(a)\equiv 0$ $(mod p)$ と

なること, すなわち, $fmod p$ が–次因子 $x-a$ を持つことが必要である.
以下に示すように, $fmod p$が–次因子を持つ素数 $P$ は無限に存在する. この事実のよ
りどころとなる Frobenius の定理を述べるために, cycle pattern と decomposition type の
定義をしておく.

定義 1(cycle pattern) $G$ を $n$次対称群の部分群とする. $G$ の元 $\sigma$ を, $\sigma=\sigma_{1}\sigma_{2}\ldots\sigma_{t}$ , た
だし, $\sigma_{i}$ は長さか q, の巡回置換, $1\leq l_{1}\leq\cdots\leq l_{t},$ $l_{1}+\cdots+l_{t}=n$ , と書いたとき, $\sigma$ の

cycle pattern は $l_{1},$ $l_{2},$ $\ldots ll_{t}$ である, と定義する.

定義 2(decomposition type) $f\in Z[x|$ をモニックかつ, 判別式が $0$ ではない, とする.
$f$ の判別式を割らない素数 $P$ に対して, $f$ を $mod p$で因数分解した結果が,

$f\equiv f_{1}f_{2}\ldots f_{t}$ $(mod p)$ , $\deg(f_{i}mod p)=d_{i}$ , $d_{1}\leq d_{2}\leq\cdots\leq d_{t}$ ,

ただし, $f_{i}mod p$ は $Z/pZ[x]$ で既約, となったとする. このとき, $fmod p$ の decomposition
type は $d_{1},$ $d_{2},$

$\ldots,$
$d_{t}$ である, と定義する.

以上の準備によって, Frobenius の定理を述べることができる.

定理 1(Frobenius の定理) [3] $f\in Z[x]$ がモニックかつ, 判別式が $0$ ではない, とし, $f$

の Galois群を $G$ とする. $G$ は, $f=0$の根 $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ の置換群なので, $n$次対称群の部分群
と見なせる. $G$ の元で cycle patternが $n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$

$n_{t}$ なるものが存在するならば, $fmod p$

の decomposition typeが $n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$
$n_{t}$ となる素数 $P$ は無限に存在する.

この定理から, 以下が成り立つことがわかる.

系 1定数ではない $f\in Z[x]$ に対し, $fmod p$が–次因子を持つ素数 $P$ は無限に存在する.
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証明 $f$が $Z$ 上既約の場合に証明すれば十分である.
$f$がモニックの場合, 定理 1より, $fmod p$が完全に –次式の積に分解する素数 $P$ だけで

も無限にあることがわかる (単位元の cycle pattern は 1, 1, . . ., 1だから).
$f$がモニックではない場合, $f$ の主係数を $c$ , 次数を $n$ とする. $p|c$なる素数 $P$ は有限個で
あることに注意して, $c^{n-1}f(x/c)$ を考えることにより, $\text{モ}--$

.
ックの場合に帰着する $\blacksquare$

注意 1以下の例 3に示すように, 特別な場合は, Dirichletの算術級数定理 :
$m\geq 1$ を整数とする. このとき, $(a, m)=1$ となる整数 $a$ に対し, $P\equiv a$

$(mod m)$ となる素数は無限に存在する.

によっても示すことができる.
なお, 上記の Frobeniusの定理と Dirichleiの定理は簡略版であり, 実際は, 無限の程度

(密度) まで述べている. Dirichletの定理と Frobeniusの定理の関係や, その “least common
generalization”である Chebotarevの密度定理に関しては $l^{10}1\text{を参照のこと}$ .
例 3 $f(x)=x^{2}-2$ とする. このとき, 平方剰余の相互法則 (の第二補充法則) から以下
が成り立つ.

$fmod p$が–次因子を持つ $\Leftrightarrow p=2$ あるいは $p\equiv 1_{f}7$ (mod 8)

したがって, Dirichletの定理より, $fmod p$が–次因子を持つ素数 $P$ は無限に存在する.

以上の準備の下, まず, 現れる代数的数が, すべてある –つの代数的数 $\alpha$ の $Q$係数多項式
で表されている場合, すなわち, 単純拡大 $Q(\alpha)$ の形で代数体が与えられた場合を考える.
$f\in Z[x](\deg(f)\geq 2)$ を, $\alpha$ の最小多項式とする. $fmod p$が–次因子を持つ素数 $P$ のう
ち, 以下の条件 1のをすべての項目を満たすものを $P$ 進近似に用いることができる.

条件 1

1. $\deg(fmod p)=\deg(f)$ .
2. $f\equiv 0$ ( $mod_{P)}$ が重根を持たない.
3. $fmod p$ は, $x-a(a\neq 0)$ なる –次因子を持つ.

条件を説明する. -番目の条件は結局, $f$ の主係数を割る素数は避ける, ということであ
る. 二番目の条件が満たされているとき, $f(a)\equiv 0$ ( $mod_{P)}$ であれば, すべての自然数

$e$ に対して, $f(x)\equiv 0$ ( $mod_{P^{e})}$ かつ $x\equiv a$ $(mod p)$ に解が存在する (たとえば, [8] を
参照のこと). すなわち, 近似精度をいくらでも上げることができることを保証する. $-$

番目の条件は, $0$ ではない数の近似値が $0$ になって欲しくない, ということである.

定理 2 $f$ は上記の通りとする. $fmod p$が–次因子を持つ素数 p (系 1より無限に存在す
る) は, 有限個の例外を除いて条件 1の三項目をすべて満たす.

証明 $fmod p$が–次因子を持つ素数 $P$ のうち, 項目 1を満たさないものは, $f$ の主係数
を割り切る素数だから, 有限個.
項目 2を満たさない素数は, $f$ の判別式を割り切るものだから有限個.
$x$ が $fmod p$の–次因子となる素数 $P$ は, $f$ の定数項を割り切るものだから有限個. $\blacksquare$
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以下, 現れる代数的数が複数の代数的数 $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{m}$ の $Q$係数多項式として表されている
場合, すなわち, 逐次拡大の形で代数体が与えられた場合を扱う. $K_{0=}Q,$ $K_{i}=K_{i-}1(\alpha_{i})$ ,
$(i=1, .\cdots, m)$ とし, $f_{i}(x)\in$ . $z[\alpha 1, \ldots, \alpha_{i}-1]$国を, $K_{i-1}$ 上の $\alpha_{i}$ の最小多項式とする. $K_{m}$

は単純拡大としても書けるが, 実用上は, 逐次拡大のまま扱う方がよい場合がある.
$\alpha_{i}\mapsto a_{i}mod p$ と近似できるための条件を考えよう. 今, $a_{1},$

$\ldots,$ $a_{m}$ を整数とし, $\tilde{f}_{i}$ を,
みの係数に現れる $\alpha_{j}$ 達を $a_{j}$ 達に置き換えたもの, とする. 以下の条件 2のすべての項目
を満たすものを $P$進近似に用いることができる.

条件 2

1. $\deg$ ( $\tilde{f}_{i}$ mod $p$) $=\deg(f)$ .
2. $\tilde{f}_{i}\equiv 0$ $(mod p)$が重根をもたない.
3. $a_{i}\not\equiv 0$ $(mod p)$ , . $1\leq i\leq m$ .

4. $a_{i}\not\equiv a_{j}$ $(mod p)$ , $1\leq i<j\leq m$ .

新たに増えた最後の項目は, $\alpha_{i}$ 魚が $mod p$で異なる近似値を持つことを要請するもので
ある. このとき, 以下の定理が成り立つ.

定理 3

1. 以下の条件を満たす素数 $P$ は無限に存在する.
ある整数 $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{m}$が存在して, $\tilde{f}_{1}(a_{1})\equiv-..$ $\equiv\tilde{f}_{m}(a_{m})\equiv 0$ $(mod p\rangle$ .

2. 上記の素数は, 有限個の例外を除いて条件 2のすべてめ項目を満たす.

証明のために, まず, 以下の補題を準備しておく.

補題 1 $f,$ $g\in Z[x],$ $(f, g)=1$ , かつ, $f$ は定数ではないとする. このとき,「ある整数 $a$

が存在して, $p|f(a)$ かつ $P\parallel g(a)$ 」 となる素数 $P$ は無限に存在し,「ある整数 $a$が存在して,
$p|f(a)$ かつ $p|g(a)$ 」 となる素数 $P$ は有限個である.

証明 系 1より, $p|f(a)$ なる素数 $P$ は無限に存在する. $(f, g)=1$ より, 適当姦 $A,$ $B\in Z[x]$

をとると, $Af+Bg=c\in Z$ となる. したがって, $p|f(.a)$ かつ $p|g(a)$ となる素数 $P$ は $c$ の

素因数に限られるので有限個 .. $\blacksquare$

定理 3の証明 $K=Q(\theta)$ と単純拡大で書き, $g\in Z[x]$ を $\theta$ の $Q$ 上の最小多項式とする.
このとき, $\alpha_{i}=g_{i}(\theta)$ , ただし, $g_{i}\in Q[x],$ $\deg(g_{i})<\deg(g)$ , と書ける. 必要なら $\theta$ を適当
な整数で割ったものと置き換えることにより, $g_{i}\in Z[x]$ と仮定してよい.
系 1より,「ある整数 $a$が存在して, P化 (a) となる素数 p」は無限に存在する. $g$ は $Q$ 上

既約であることと, $\deg(g_{i})<\deg(g)$ であることに注意すれば, $(g, g_{i})=1$がわかるので,
「ある整数 $a$ が存在して, $p|g(a)$ となる素数 p」のうち,「ある整数 $a$ が存在して, ある $i$

$(1\leq i\leq m)$ について $p|g_{i}(a)$ 」 となる素数 $P$ は有限個である $\blacksquare$

$3.2$ . 素数 $P$ の取り方

この節では, 素数 $P$ の取り方を考察する. 単純拡大の場合, 正功法として, $f$ nlod $P$ を

因数分解する方法がある. ただし, 特別な場合 (たとえば, 以下の例 4), -次因子の有無
を調べるだけならは, 因数分解は不必要である.
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例 4 $a$ を平方数ではない整数とする. このとき, 以下が成り立つ.

$x^{2}-amod p$ が–次因子を持つ $\Leftrightarrow$ $( \frac{a}{p})=1$

ただし, $( \frac{a}{p})$ は Legendre記号である. したがって, 因数分解は不必要である.

さらに, たとえば, $p\equiv 3$ (mod 4) かつ $( \frac{a}{p})=1$ のとき, 以下の通り, 簡単に因数分解

できる.
$-$

$x^{2}-a\equiv(x-a^{(+1})p)/4(X+a)(p+1)/4$ $(mod p)$ .

単純拡大の場合, 先に $\alpha$ の像 $av1^{-}od_{P}$ を与えて, $f(a)$ を素因数分解する方法もある. た

だし, $f$ の次数が大きいときは $|f(a)|$ は巨大となり, 効率的とは限らないし, この方法は,

逐次拡大には適用できない.
以下, 逐次拡大の場合 k.考える. .

定理 3の証明の手順に沿って, 単純拡大に書き直す (すなわち, 原始元を求める) 方法

は, 以下の通りとなる.

方法 1(単純拡大に直してから求める方法)

1. $K_{m}=Q(\theta)$ となる $\theta$ と, $\theta$ の $Q$ 上の最小多項式 $g(x)\in Z[x]$ を求める.

2. $\alpha_{i}=g_{i}(\theta)$ となる $g_{i}\in Q[x](\deg(gi)<\deg(g))$ を求める. $g_{i}\not\in Z[x]$ となる $g_{i}$ 達の係

数の分母の $lcm$ を $d$ として, $\theta$ を $\theta/d$ に置き換えることにより, すべての $i$ に対して

$g_{i}\in Z[_{X}]$ とする.

3. 素数 $P$ を –つ取る.

4. $g(a)\equiv 0$ $(mod p)$ となる $amod p$ (有限個) に対して, $a_{1}=g_{1}(a),$ $\ldots$ , $a_{m}=g_{m}(a)$

として, 条件 2のすべての項目を満たすものを探す.
5. $(p, a_{1}, \ldots, a_{m})$ がすべての項目を満たせば, それを返す. :

すべての項目を満たすものがなければ, $P$ を取り直して, 4へ.

ただし, この方法は, 事実上, 単純拡大に直しているので, 拡大次数が大きい場合, 実効

性に問題がある. したがって, 以下に示す通り, 逐次拡大のまま扱う方法が考えられる.

方法 2(逐次拡大のまま扱う方法)

1. 素数 $P$ を $-$つ取る.

2. $\tilde{f}_{1}(a_{1})\equiv\cdots\equiv\tilde{f}_{m}(a_{m})\equiv 0$ $(mod p)$ となる ( $a_{1}$ mod $p,$ $\ldots,$ $a_{m}$ mod $p$) (有限個) の中

から, 条件 2のすべての項目を満たすものを探す.
3. ($p,$ $a_{1,\ldots,}$ a) がすべての項目を満たせば, それを返す.

すべての項目を満たすものがなければ, $P$ を取り直して, 2へ.

4. 計算例
どれくらいの拡大次数のものが扱えるのか確かめる意味で, 以下の二つの例を挙げる.

実験は, DEC Alpha Server 4100/5/400 $(400MHz)$ 上の $C$ で書いたプログラムで, 逐次拡

大のまま扱う方法 (方法 2) を使用した.
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例 5 $K=Q(\sqrt{2}, \sqrt{3}, \ldots, \sqrt{47})$ ( $Q$ に 50以下の素数 15個の平方根を添加した体).

拡大次数 $[K : Q]$ は, $2^{15}=32768$である. この場合, 因数分解は不必要であり, Legendre
記号の計算ですむ. 具体的には, $q=2,3,$ $\ldots,$

$47$ のすべてに対して, $=1$ となる素
数 $P$ を求めることになる. なお, 実際には, Legendre 記号は Jacobi記号と見て計算する.
$p=9257329$がすべての条件を満たす最小の素数であって, 1秒強で求まった.

例 6 $L=Q(\sqrt{2}, \sqrt{3}, \ldots, \sqrt{97})$ ( $Q$ に 100以下の素数 25個の平方根を添加した体).

拡大次数 $[L..Q]$ は, $2^{25}\sim 3\cross 10^{7}$ である. 今度は, $q=2,3,$ $\ldots,$
$97$ のすべてに対して,

$=1$ となる素数 $P$ を求めることになる. $p=7979490791$がすべての条件を満たす最小
の素数であって, 20分弱で求まった.

5. おわりに
逐次拡大の形で与えられた代数体において $P$進近似を利用しようとする場合, 都合よく

計算するために素数 pが満たすべき十分条件を確認し, その条件を満たす pが無限に存在
することを示した. さらに, そのような $P$ の求め方を提案した.
今後の課題として, $gcd$ , 因数分解などのアルゴリズムにおいて $P$ 進近似を用いたとき,

拡大次数が大きい場合でも実用的な意味で計算可能かどうかを調べることが挙げられる.
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