
フィ一ドバックめある連続時間
ガウス型通信路における情報伝達

1 はじめに

加法的なガウス型雑音が作用する通信路をガウス型通信路 (以下では GC と略記する) と
いう. 情報理論において最も基本的な通信路の $-$つとして GC に関しては Shannon [16,
17] 以来多くの研究がなされている ([12, 14, 15] 参照).

本論文ではフィードバックのある連続時間 GC における相互情報量と通信路容量につい
て考察する. GC における情報量や通信路容量についてのこれまでの研究においては, カ “

ウス型雑音に対し何がしかの技術的仮定を設けた上で議論がなされてきた ([4, 5, 12] 参
照). これに対し, こ $$ では雑音のガウス過程に対しては特別な条件は $-$切仮定せず, 最
も $-$般的な場合の連続時間 GC を考える.

: .
本論文の第 $-$の目的は, この場合の情報量を計算する式を与えることである (定理 1).
これはこれまでの結果 ([4, 5] ) を $-$般化したものである. .

次に, この情報量の公式をフィードバックのある場合の GC の容量の研究に応用する.
入力信号に対して共分散関数の言葉で制限が課せられているとき, GC の容量は線形のス
キーム, 即ち, ガウス型メッセージを線形なフィードバックを用いて伝達すること, によっ

て達成されることを示す (定理 3). この事実を使うことにより, 通信路容量に関するい
くつかの性質 (定理 4, 5) を導くこと. さらには, フィードバックのある GC に対する
通信路符号化定理 (定理 6) も証明できる.

2 ガウス型通信路における相互情報量

連続時間 GC に対する数学的モデルは

$\mathrm{Y}(t)=X(t)+Z(t)$ , $t\geq 0$ , (1)

で与えられる. ここで, $X(t),$ $\mathrm{Y}(t),$ $Z(t)$ は各々時刻 $t$ における入力信号, 出力信号, 雑
音を表し, $Z=\{Z(t)\}$ はガウス過程である. 通信路はフィードバックをもつものとする.
ただし, フィードバックには雑音がなく, 時間の遅れもないものとする. このことは入力
信号 $X$ がメッセージ $\theta$ と出力信号 $\mathrm{Y}$ の causal な関数であることを意味する. 条件を正
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確に述べるため, $\theta$ の生成する $\sigma-$加法族を $\mathcal{F}(\theta),$ $\{\mathrm{Y}(u);u\leq t\}$ の生成する $\sigma-$加法族を
$F_{t}(\mathrm{Y}),$ $\{\mathrm{Y}(u);u<t\}$ の生成する $\sigma-$加法族を $\mathcal{F}_{t-}(\mathrm{Y})$ と記す. 以下の条件 (a 1), (a 2) が
満たされているものとする.

(a.1) メッセージ $\theta$ は雑音 $Z$ とは独立な確率変数.
(a 2) 時刻 $t$ における入力信号 $X(t)$ は $F(\theta)\mathcal{F}_{t-}(Y)$ 可測.

情報伝達の立場からすれば, 以上の条件の下で議論すれば十分に $-$般的であり, 実際これ
までの研究の殆どの場合に上の条件の下で情報量の議論がなされている. しかし, 理論的
には (a 2) の代わりにより $-$般的な条件の下で議論することができる. この条件について
は後で述べる. . $\cdot$

フィードバックをもたない場合は, 入力信号 $X(t)$ はメッセージ $\theta$ のみの関数である. 即
ち, 次の条件が満たされている.

(a 3) 時刻 $t$ における入力信号 $X(t)$ は $F(\theta)$ 可測.
この場合, $X=\{X(t)\}$ と $Z$ は独立である.
ガウス型雑音 $Z=\{Z(t)\}$ に対しては, 通常, 確率論においてガウス過程の解析を行うと
きのように, 可分であることと純非決定的 (正則ともいう) であることを仮定する. $Z$ を
確率空間 $(\Omega, \beta, P)$ 上の確率過程とし, $Z(t),$ $t\geq 0$ , の張る $L^{2}(\Omega, P)$ の部分空間を $\mathcal{M}(Z)$ ,
$Z(t),$ $0\leq s\leq t$ , の張る部分空間を $\mathcal{M}_{t}(Z)$ と記す. 任意の $t$ に対して $\mathcal{M}_{t}(Z)$ が可分のと
き $Z$ は可分であるといい, $\bigcap_{t>0}\mathcal{M}_{i}(z)=\phi$

. のとき $Z$ は純非決定的であるという. 可分性
は病的な場合を避けるためだけの仮定であり, またよく知られているように, 翌翌決定性
を仮定しても議論の $-$般性を損なうものではない. ガウス型雑音に対してこれ以外の仮定
は $-$切課さない. したがって我々は最も $-$般的な場合の GC を考えていることになる.
我々の第 $-$の目的はメッセージ $\theta$ と出力信号 $(Y)_{0}^{t}=\{\mathrm{Y}(u);0\leq u\leq t\}$ の間の相互情報

量 $I_{t}(\theta, \mathrm{Y})=I(\theta, (Y)_{0}^{t})$ に対する式を導くことである. 通信終了時間 $T(<\infty)$ を固定して
考え, $I_{T}(\theta, \mathrm{Y})$ に対する式を導けばよい. .
メッセージ $\theta$ の状態空間は任意の可測空間でよい. したがって, $\theta$ は有限次元確率変数

でもよいし, 確率過程であってもよい. 特に断わらない限り確率変数の平均値は常に $0$ と
する. こうしても $-$般性は失われない. なお, $(\mathrm{Y})_{0}^{t-}=\{\mathrm{Y}(u);0\leq u<t\}$ と記す.
相互情報量, あるいは条件付相互情報量の定義と諸性質については $[12, 15]$ などを参照
してほしい.

GC のなかでも最も基本的なものは白色ガウス型通信路 (WGC) である. WGC は雑
音がガウス型ホワイ トノイズ $\dot{B}$ の場合であり, 形式的には

$y(t)=x(t)+\dot{B}(t)$ , $t\geq 0$ ,
と表すことができる. —農には, WGC は上式の積分形

$\mathrm{Y}(t)=\int_{0}^{t}x(u)du+B(t)$ , $t\geq 0$ , (2)

で表現される. ここで, $B=\{B(t)\}$ はブラウン運動. このとき, もし $\int_{0}^{\tau_{E}}[x(t)2]dt<\infty$

ならば, 情報量は

$I_{T}( \theta, Y)=\frac{1}{2}\int_{0}^{\tau_{E}}[|x(t)-X(\wedge t)|2]dt$ (3)
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で与えられる [13]. ここで, $x(\wedge t)=E[x(t)|F_{t}(Y)]$ は条件付平均値. .
$\backslash \cdot$

一般の GC における情報量を計算するために, 雑音 $Z$ に対するホワイ トノイズ $\dot{B}$ を

使っての “等価” な表現 (標準表現) を考える. それにより (3) を利用して情報量の式を
導くことを考える. しかし, $-$つのホワイ トノイズを使っただけでは “等価” な表現を得
ることは出来ない. いわば, 多次元のホワイ トノイズによりはじめて標準表現が可能にな
り, それにより情報量を計算する. 1

. 情報量の公式を導くにあたっては, . ガウス過程 $Z=\{Z(t)\}\text{の}$ L\’evy-H
$’$

mida-Cra\’er の意
味での標準表現が基本的な役割を果たす. 標準表現については次のことが知られている.

$.\text{命題}$ $1$ (
$.[2]\backslash \cdot$
参照) 可分かっ純非決定的なガウス過程 $Z$

.
は次の標準表現をもつ :

$Z(t)=. \cdot\sum_{=1}^{M}\int^{t}0F_{i}(t, u)dB_{*}(u)+\sum_{=j1k}^{j}\sum_{=1}^{J}F_{j}\epsilon j,k(t)B_{j},k(t)$ . (4)
.

ただし, 以下の性質が成り立っている.
(i) $B$. $=\{B.(u)\},$ $i=1,$ $\ldots,$

$M$ , は独立増分をもつガウス過程で

$E[|dB_{*}(u)|^{2}]=dm:(u)$ , $i=$
.

$1,$
$\ldots,$

$M$,

ここで, $\{m_{i}\}$ は $m:\gg m:+1$ を満たす連続的な測度.

.. (ii) $\{B_{j,k}(t)\}$ は次のようなガウス過程 :

$B_{j,k}(t)=B_{j,k}1_{I}(jt)$ .

ここで, $B_{j,k}$ は標準正規分布に従う確率変数で, $I_{j}.|\mathrm{h}I_{j}=(t_{j}, T]$ または $I_{j}=[t_{j}, T]$ の形
の区間で $I_{j+1}$ $\subset I_{j}$ である. なお, $1_{I}(t)$ は集合 $f$ の定義関数.

. $\cdot$
. (iii) $B$. および $B_{j,k}$ はすべて互いに独立. . .

$\cdot$ .
. $\cdot$

(iv). 次のことが成り立つ::
$\mathcal{M}_{t}(Z)=\mathcal{M}_{t}(B)$ , $t\geq 0$ .

ここで, $\mathcal{M}_{t}(B)$ は $\{B.(u);u\leq t\}$ および $\{B_{j,k}(u);u\leq t\}$ の張る $L^{2}(\Omega, P)$ の部分空間.
(v) $\{F.(t, u), F_{j,k}(t)\}$ は標準核. ..
標準核は以下の性質を持つ. 各 $F.(t, u)$

.
は $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\dot{\mathrm{r}}\mathrm{a}.\text{関数}$ ( $t<u$ なら $F_{*}.(t, u)=0$ であ

る関数) で, 各 $t$ において

$. \cdot\sum_{=1}^{M}\int^{T}0|F.(t, u)|^{2}dm_{i}(u)<\infty$ .

$t\not\in I_{j}$ ならば $F_{j,k}(t)=0$ で, 各 $t$ において

$\sum_{j=1}^{J}\sum^{I\zeta_{j}}k=1|F_{j,k}$

.

$(t)|^{2}<\infty$ .
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なお, 表現 (4) において $M,$ $K_{j},$ $J$ は必ずしも有限とは限らない. 以後, 簡単のため
index の集合を $N=\{(i, j, k);i=1, \ldots, M, j=1, \ldots, J, k=1, \ldots, I\mathrm{f}_{j}\}$ と記す. また, 誤解

のおそれのない場合には, 和 $\Sigma_{*=1}^{M}.,$ $\Sigma_{jk1}^{J}=1^{\sum^{K_{j}}}=$ を各々単に $\Sigma_{i},$ $\Sigma_{j,k}$ と略記する.
GC の情報量や通信路容量について議論するとき再生核ヒルベルト空間 (RKHS) を

使ったアプローチが有効である. $Z$ の共分散関数 $\Gamma_{Z}(t, S)=E[z(t)Z(s)](0\leq s, t\leq T)$ を

再生核とする RKHS を $\mathcal{H}\tau(Z)$ とする. 次の形の関数 $\Phi(t)$ を考える.

$. \Phi(t)=\sum_{i=1}^{M}\int_{0}^{t}F.(t, u)\varphi*(u)dm:(u)+\sum_{j=1k=1}^{J}\sum^{I}Fj,k(Cjt)\Phi_{j},k(t)$ , $0\leq t\leq T$, (5)

ここで, $\varphi$. $\in L^{2}([0, T], dm.)$ かっ $\Phi_{j,k}(t)$ は $\Phi_{j,k}(t)=\Phi j,k1_{I_{j}}(t)$ の形の関数 ( $\Phi_{j,k}$ は定数).

よく知られているように, RKHS $\mathcal{H}\tau(Z)$ は

$|| \Phi||_{z,\tau}^{2}=\sum.\cdot\int_{0}T.\sum|\varphi.(t)|^{2}dm:(t)+|j|k\Phi j,k|^{2}<\infty$ (6)

を満たすすべての $\Phi$ からなる. . そして, $\mathcal{H}\tau(Z)$ のノルムは $||\cdot||z,\tau$ である.

GC (1) における入力信号 $X$ に対し, その道 $X(\omega)=\{X(t, \omega);0\leq t\leq T. \}$ が確率 1で
RKHS $\mathcal{H}\tau(Z)$ に属し,

$E[||x||_{\mathrm{z},\tau}2]<\infty$ (7)
であると仮定する. 実は, フィードバックがなく $X$ がガウス過程の場合には, この条件は
情報量が有限であるための必要かつ十分条件である [4]. よって, この条件を仮定するこ
とは自然である. このとき $X$ は

$X(t)=. \cdot\sum_{=1}^{M}\int_{0}tF_{i}(t, u)X:(u)dmi(u)+\sum_{j=1}^{J}\sum_{k}^{c_{\mathrm{j}}}I=1F_{j},k(t)xj,k(t)$, $0\leq t\leq T$ , (8)

と書ける. . ここで, $\{x:(t)\}$ は確率 1で $x$ . $\in L^{2}([0, T], dm\cdot)*$ なる確率過程であり, $\{X_{j,k}(t)\}$

は $x_{j,k}(t)=X_{\mathrm{j}},k1I_{j}(t)$ なる形の確率過程である. 条件 (7) は

$E[||X||_{Z}^{2},T]= \sum.\cdot\int_{0}^{\tau_{E[|}}x:(t)|2]dm:(t)+.\sum_{j,k}E[|xj,k|^{2}]<\infty$ (9)

となる. 対応する出力信号 $\mathrm{Y}=\{Y(t)\}$ は

$Y(t)=. \sum_{1=1}^{M}\int^{t}0tF_{i}(, u)dY_{1(}u)+\sum_{1j=}^{J}\sum_{k}\dot{x}=1jF_{j,k}(t)Y_{j,k}(t)$ , (10)

と書ける. ここで,

$\{$

$\mathrm{Y}.(t)=\int_{0^{X_{i}}}^{t}(u)dm:(u)+B_{i}(t)$ , $i=1,$ $\ldots,$
$M$ ,

$Y_{j,k}(t)=X_{j,k}(t)+B_{j,k}(t)$ , $j=1,$ $\ldots,$
$K,$ $k=1,$

$\ldots,$
$I\zeta_{j}$ . (11)
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である. なお, $\{\mathrm{Y}_{j,k}(t)\}$ は次の形をしていることに注意しておく.

$\mathrm{Y}_{j,k}(t)=Y_{j,k}1_{I_{j}}.(t)$ , $\mathrm{Y}_{j,k}=X_{j,k}+B_{j,k}$ .

直観的にいえば, (11) は白色ガウス型通信路がたくさん平行して並んでいる通信路を表し
でいる. そこで, (11) を $\mathrm{G}\mathrm{C}(1)$ に対応する多次元 WGC ということにする. $M+\Sigma_{j=1}^{J}I\mathrm{f}_{j}$

次元確率過程を次のように定義する.

$\{$

$\mathrm{Y}(t)=((\mathrm{Y}_{i}(t), \mathrm{Y}j,k(t));(i,j, k)\in N)$ ,
$B(t)=((B_{i}(t), Bj,k(t));(i,j, k)\in N)$ ,
$X(t)=((X_{*}(t), x_{j,k}(t));(i, j, k)\in N)$ ,

(12)

ここで, $X_{i}(t)= \int_{0^{X}1}^{t}(u)dm;(u)$ . このとき多次元 WGC (11) は単に

$\mathrm{Y}(t)=X(t)+B(t)$ , $t\geq 0$ , (13)

と書くことができる.
条件 (a 2) を弱めた次の条件 (a.2’) の下で, 情報量 $I_{T}(\theta, \mathrm{Y})$ に対する公式を与える.
(a 2’) 各 $t$ において $X(t)$ は $\mathcal{G}_{t-}$ 可測. ここで, $\{\mathcal{G}_{t};t\geq 0\}$ は $F(\theta)\mathcal{F}_{t}(Y)\subset \mathcal{G}_{t}$ で

あり, もし $t\leq u_{1}\leq u_{2}$ ならば $B_{:}(u_{2})-B:(u_{1})$ は $\mathcal{G}_{t}$ と独立であるような $\sigma-$加法族の増加
列.
なお, $I_{T}(\theta, \mathrm{Y}|\zeta)$ で $\zeta$ が与えられたときの $\theta$ と $(Y)_{0}^{\tau}$ の間の条件付情報量を表す.

定理 1 ガウス型雑音 $Z$ は (4) の標準表現をもち, 条伜 (a.1) および (a.2’) が満たされて
いるものとする. 入力信号 $X=\{X(t)\}$ は, その道が確率 1で RKHS $\mathcal{H}\tau(Z)$ に属し (7)
を満たす, したがって, $X$ は (8) の形をしていて (9) を満たしているものとする. このと
き, フィードバックの有る GC (1) における情報量は次の式で計算される.

$I_{T}(\theta, \mathrm{Y})=I_{\tau}(\theta, \mathrm{Y})$

$= \frac{1}{2}.\sum_{*=1}^{M}\int_{0}\tau J(E[|_{X_{\dot{i}}}^{\sim}(u)-X(u)|2]dm_{i}(u)+\sum_{=j1}I\tau(\theta, \mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}}|\mathrm{Y}\dot{\iota})^{t}\wedge 0^{j^{-}})$, (14)

ここで,
$x:(\sim u)=E[X_{i}(u)|r(\theta)\vee \mathcal{F}_{u-}(Y)]$ , $x_{i}(\wedge u)=E[x:(u)|F_{u-(Y)}]$

は条件付平均値で,

$\mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}}\mathrm{S}=\{\mathrm{Y}^{\mathrm{d}}(j\mathrm{i}_{\mathrm{S}}t)\}$ , $\mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}_{()}}t=(Yj,1(t),$

$\ldots,$
$\mathrm{Y}_{j,I}\backslash ’(jt))$

である. さらに, 条件 (a.2) が成り立っているときは

$I_{T}(\theta, \mathrm{Y})=I_{T}(\theta, \mathrm{Y})$

$= \frac{1}{2}.\cdot\sum_{=1}^{M}\int_{0}\tau.(E[|x_{i}(u)-x\wedge.(u)|^{2}]dm_{i}(u)+j1\sum_{=}^{J}I\tau(\theta, \mathrm{Y}_{j}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}|Y)^{t_{j}}0)-$ . (15)
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式 (14) の右辺の第 2項における各 $I_{T}(\theta, Y_{j}^{\mathrm{d}}\mathrm{i}\mathrm{S}|(\mathrm{Y})_{0^{j^{-}}}^{t})$ の計算は differential entropy の計
算に帰着される. したがって (14) は情報量を具体的に計算する公式を与えている.

$\text{フィードバ_{ッ}ク}$
. のない場合には, 情報量に対する式が Hitsuda [4] により与えれている.

我々の式 (14) とは右辺第 2項の表現が少し異なっている.
雑音 $Z$ の標準表現 (4) において離散スペク トル部分 (右辺第 2項) がない場合は, 上の

結果は既に Hitsuda-Ihara [5] により得られている. ここで, その結果を少し $-$般化した形
で述べて, それを使って定理 1を証明する.

命題 2[5] 雑音 $Z=\{Z(t)\}$ の標準表現 (4) において離散スペク トル部分がないとする.
このとき, 定理 1と同じ仮定の下で

.

$I_{T}( \theta, \mathrm{Y})=I_{T}(\theta, \mathrm{Y})=\frac{1}{2}\dot{.}\sum_{=1}^{M}\int_{0}\tau(E[|X_{i}(\sim u)-x_{i}\wedge(u)|^{2}]dmiu)$ . (16)

Hitsuda-Ihara [5] では $\mathcal{G}_{t}=F(\theta)\tau_{i}(Y)$ の場合に, すなわち条件 (a 2) の下で, 上の
結果を示した. しかし, そあ証明方法は条件 (a 2’) $\dot{\text{の}}$下でも適用でき, 式 (16) が証明でき
る.

我々は多次元 WGC (13) を通す場合, $\mathrm{G}$. $\mathrm{C}(1)$ の場合と全く同じ情報量を送っているこ
とが示せる.

.
命題 3 [3] 定理 1の仮定の下では

$\mathcal{M}_{t}(\mathrm{Y})=\mathcal{M}_{t}(\mathrm{Y})$ , $t\geq 0$ , (17)

が成立ち, したがって
$I_{t}(\theta, Y)=I_{t}(\theta, \mathrm{Y})$ , $t\geq 0$ , (18)

が成り立つ.

上の二つの命題を使って定理 1を証明する.

定理 1の証明. $I_{j}(j=1, \ldots, J)$ を命題 1の区間とする. そして

$\mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}}=\{(\mathrm{Y}_{1}(t), \ldots, Y_{M}(t));t\in I_{j}\cap I_{j+1}^{\mathrm{C}}\}$ , $j=0,1,$ $\ldots,$

$J$,

とおく. ただし $I_{0}=I_{J}^{c}=+1[0, T]$ である. 情報量については, いわゆる chain rule
$I(\xi, (\eta 1, \eta 2)|\zeta)=I(\xi, \eta 1|\zeta)+I(\xi, \eta 2|\zeta, \eta_{1})$

が成り立つ. これを繰り返し使い

$I_{T}(\theta, \mathrm{Y}).=I(\theta,$ $(\mathrm{Y}_{0}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n},$

$\ldots,$

$\mathrm{Y}_{J}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n},$ $\mathrm{Y}\mathrm{S},$

$\ldots,$

$Y_{J}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}_{))}$

$=\overline{\sum_{j=0}}I(\theta, Y_{j}^{\mathrm{C}\mathrm{O}}\mathrm{n}|\mathrm{Y}_{0^{\mathrm{C}}}\mathrm{o}\mathrm{n}, \ldots, Y^{\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}}, \mathrm{Y}\mathrm{s}, \ldots, \mathrm{Y}_{j})j\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{i}\underline{\mathrm{d}}\mathrm{i}_{\mathrm{S},1}$

$+ \sum_{j=1}^{J}I(\theta,$
$Y_{j}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}_{1,,,)}Y_{0}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\ldots,$$Y_{j}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{Y}_{1}^{\mathrm{d}\mathrm{i}\underline{\mathrm{d}}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}}\mathrm{S}\ldots,$

$\mathrm{Y}_{j}1$ . (19)
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を得る. (17) より
$\mathcal{F}_{t}(Y)=\mathcal{F}_{t}^{\cdot}(\mathrm{Y})$ , $t\geq 0$ ,

.
である. $u\in Ij\cap I1j^{\mathrm{C}}+$ とする. このとき

$x_{*}(\sim\cdot u)=E[x_{i}(u)|\mathcal{F}^{\cdot}(\theta)\vee \mathcal{F}_{u-}(\mathrm{Y})]$

$=.E[x.\cdot(u.)|\mathcal{F}(\theta).r_{\mathrm{t}\iota-}(\mathrm{Y})]$
. $\cdot$

$=E[x:(u)|\mathcal{F}(\theta)\mathrm{v}\mathcal{F}_{u}^{\cdot}(\mathrm{Y}_{}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}, \ldots, Y_{j}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n})\vee \mathcal{F}^{\cdot}(\mathrm{Y}_{1},Y_{j}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\ldots,\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}_{)]}}$

. .. .

$=E[x:(u)|F(\theta)\mathrm{v}F_{u}(Y\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n})j\tau u(Y^{\mathrm{c}\mathrm{o}}\mathrm{n}\ldots,$$Y_{j}^{\mathrm{c}}0’-\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}_{)\vee}r(Y_{1}^{\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\ldots,\mathrm{d}}},\mathrm{Y}_{j}\mathrm{i}\mathrm{s}_{)]}$ .

が成り立つ. 同様に

$x\wedge:(u)=,E.[..x..(u.)|F_{u-}.\cdot(.\mathrm{Y})]$

$=E[x.\cdot(u)|F_{u}(\mathrm{Y}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n})j\mathcal{F}u(Y^{\mathrm{c}\mathrm{o}}\mathrm{n}\ldots,$$Y_{j}0’\underline{\mathrm{c}}\mathrm{o}\mathrm{n}_{)}\mathrm{l}\mathcal{F}(Y,\mathrm{Y}_{j}1\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\ldots,\mathrm{d}}\mathrm{i}\mathrm{s}_{)]}$ .
が成り立つ. よって, 命題 2を適用し

$I$( $\theta,$ $\mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{C}\mathrm{O}}\mathrm{n}|\mathrm{Y}_{0^{\mathrm{C}}}\mathrm{o}\mathrm{n},$

$\ldots,$
$Yj-\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n},$ YdliS,

$\ldots,$

$Y_{j1}\underline{\mathrm{d}}\mathrm{i}\mathrm{s}$) $= \frac{1}{2}.\cdot\sum_{=1}\int_{t_{j}}^{t}j+1.:ME[|X\sim.(u)-x\wedge(u)|^{2}]dm.\cdot(u)$

を得る. したがって

$\sum_{j=0}^{J}I(\theta, \mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{C}\mathrm{O}}\mathrm{n}|Y_{0^{\mathrm{C}}}.\mathrm{o}\mathrm{n}, \ldots, \mathrm{Y}^{\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}}, \mathrm{Y},.., \mathrm{Y})j.\mathrm{l}1\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}.j\underline{\mathrm{d}}\mathrm{i}\mathrm{S}1$

$= \frac{1}{2}\sum_{0j=}^{J}.\cdot\sum_{=1}^{M}\int_{l_{j}}t_{j}+1:E[|x\sim(u)-X_{i}(\wedge u)|2]dm_{i}(u)$

$= \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{M}\int^{\tau_{E[|^{\sim}}}0)X_{i}(u)-X.(\wedge..)u|2]dm:(u$ . (20)

が成り立つ. 明らかに

$I(\theta, \mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}}|Y_{0}^{\mathrm{c}}\mathrm{o}\mathrm{n}, \ldots, Yj\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}, Y_{1}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}, \ldots,\underline{\mathrm{d}}Y)j1=I\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{d}(\theta, Y|j\mathrm{i}\mathrm{S}(Y)t_{j}0)-$ (21)

である. 最後に (14) は (18), (19), (20), (21) から得られる. 口

3 ガウス型通信路の容量

WGC の場合には, 平均電力制限の下で, フィードバックの有るときの容量はフィ $-$ ドバッ
クのないときの容量と同じであり, その容量を計算することができる [13]. $\text{し}$ かしながら,
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一般の GC の場合にはフィードバックの有るときの容量を計算する公式は知られていない.
衰々は先に得られた情報量の公式 (14) を使うことによりガウス型通信路の容量についての
いくっかの基本的性質を導く.
一般に, 入力信号に対しては $-$定の条件が課せらている. 入力可能なメッセージ $\theta$

. と入
力信号 $X=\{X(t)\}$ の組 $(\theta, X)$ 全体を $A$ とする. フィードバックの有る $\mathrm{G}\mathrm{C}(1)$ の $A$ で

与えられる制限の下での容量 $C(A)$ は

$C(A)= \sup\{I_{T}(\theta, \mathrm{Y});(\theta, X)\in A\}$ (22)

で定義される. .
入力信号に対する典型的な条件は平均電力制限である. 我々は信号が入力可能か否かが

信号の共分散関数の言葉で与えられている場合を考える. これは平均電力制限を $-$般化し
たものである. 入力可能な信号の共分散関数の全体を $\Gamma$ とする. 即ち, 信号 $X$ はその共
分散関数 $\mathrm{r}_{x}$ が

$\Gamma_{X}\in\Gamma$ (23)

を満たすとき入力可能である. このとき, 入力可能なメッセージと入力信号の組 $(\theta, X)$ 全
体は :. $\cdot$ .$\cdot$ ...’

.. $\cdot$

$A(\Gamma)=$ { $(\theta,$ $x);(\theta,$ $X)$ は (a 1), (a 2), (23) を満たす}

と表せる. もしメッセージ $\theta=\{\theta(t)\}$ がかウス過程 (このときガウス型メッセージという)

でフィードバックが線形ならば, 入力信号 $\dot{X}$ は

$X(t)=\theta(t)-\zeta(t)$ , $0\leq t\leq T$ , (24)

と書ける. ここで $\zeta(\cdot)$ は出力信号 $\mathrm{Y}$ の causal な関数である. クラス $A(\Gamma)$ に対応して,
クラス $A_{g}(\Gamma)$ を

$A_{g}(\Gamma)=$ { $(\theta,$ $X)\in A(\Gamma);X$ は (24) の形で $(\theta,$ $X,$ $Z)$ はガウス系}

と定める.
..先ず, 任意の情報伝達スキームに対し, 同じ共分散をもつガウス型情報伝達スキームが
存在することを示そう. このため, $.\text{確率過程}$ $X=\{X(t)\}$ と $\overline{X}=\{\overline{X}(t)\}$ が同じ共分散関

数をもつとき $X^{\mathrm{c}_{\sim^{\mathrm{V}}}}\overline{X}0$ と記す.

定理 2 フィードバックの有る $\mathrm{G}\mathrm{C}(1)$ の入力信号 $X=\{X(t)\}$ は定理 1の仮定および (a 2)
を満たしているものとする. このとき, 以下の条件を満たす確率過程 $\theta^{0}=\{\theta^{0}(t)\}$ および
$\zeta^{0}=\{\zeta^{0}(t)\}$ が存在する. ..

(i) $\theta^{0}=\{\theta^{0}(t)\}$ と $(^{0}=\{\zeta^{0}(t)\}$ は, 確率 1 $\text{で}.\theta^{0}(\cdot, \omega),$ $\zeta^{0}(\cdot, \omega)$ がともに $\mathcal{H}\tau(Z)$ に属
し, かっ

$E[||\theta^{0}||_{Z,\tau}2],$ $E[||\zeta^{0}||^{2}Z,T]<\infty$ ,
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であるようなガウス過程.
(ii) $\text{式}$

$Y^{0}(t)=X^{0}(t)+Z(t)$ , $0\leq t\leq T$, (25)

はフィ一ドバックの有る GC を表している. ただし,

$X^{0}(t)=\theta 0(t)-\zeta^{0}(t)$ . (26)

(iii) 確率過程 $\theta^{0}$ は $Z=\{Z(t)\}$ と独立.
(iv) 各 $t$ において, $\zeta^{0}(t)$ は $\mathcal{F}_{t}(\mathrm{Y}^{0})$ 可測.
(v) $(\theta^{0}, \zeta^{0}, Z, Y^{0})$ はガウス系をなす.

(vi) $(X^{0}, \mathrm{Y}^{0}, Z)\mathrm{b}\cdot\sim \mathrm{v}(X, Y, Z)$ .

証明は Appendix で与える.
上の定理は, それ自身興味あるものであるが, それのみならず, フィードバックの有る

GC の容量を調べるとき重要な役割を果たす.
我々はフィードバックの有る GC の容量はガウス系の中で, 即ち, ガウス型メッセージを

線形なフィードバックを使って送ることにより容量が達成されることを示すことができる.

定理 3 フィードバックのある GC (1) の容量について

$C(A(\Gamma))=C(A(g)\mathrm{r})$ (27)

が成り立つ.

定理 3の証明には次の補題 (証明は省略する) を使う.

補題 1 $\xi_{1},$
$\ldots,$

$\xi_{n},$ $\xi_{1}^{0},$

$\ldots,$

$\xi_{n}^{0}$ は実確率変数, $\mathrm{Y}$ と $\mathrm{Y}^{0}$ は時径空間を共有する実確率過程とす
る. $(\xi_{1}^{0}, \ldots, \xi_{n}^{0}, Y^{0})$ はガウス型で $(\xi_{1}, \ldots, \xi_{n}, \mathrm{Y})^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{V}}\sim(\xi_{1}^{0}, \ldots, \xi_{n}^{0}, \mathrm{Y}0)$ とする. このとき

$h(\xi_{1}, \ldots, \xi n|\mathrm{Y})\leq h(\xi 10, \ldots, \xi_{n}^{0}|\mathrm{Y}0)$ (28)

が成り立つ. なお, $\mathrm{Y}$ が与えられたときの $(\xi_{1}, \ldots, \xi_{n})$ の条件付分布が連続でないときは,
$h(\xi_{1}, \ldots, \xi n.|Y)=-\infty$ とする.

定理 3の証明. 不等式 $C(A(\Gamma))\geq C.(A_{g}(\mathrm{r}))$ は自明だから, その逆向きの不等式

$c(A(\Gamma))\leq c(A_{g}(\mathrm{r}))$ (29)

を示せばよい. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $(\theta, X)\in A(\Gamma)$ かっ

$I_{T}(\theta, \mathrm{Y})>C(A(\mathrm{r}))-\epsilon$ (30)
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であるようなメッセージ $\theta$ と入力信号 $X=\{X(t)\}$ が存在する. ここで $Y=\{\mathrm{Y}(t)\}$ は対
応する出力信号. 定理 2より, この $(\theta, X)$ に対応する定理 2の性質 $(\mathrm{i})$ $-(\mathrm{v}\mathrm{i})$ を満たすメッ
セージ $\theta^{0}=\{\theta^{0}.(t)\}$ と入力信号 $X^{0}=\{X^{0}(t)\}$ が存在する. 性質 (ii), (iii), (iv), (vi) は

$(\theta^{0}, X^{0})\in A_{g}(\Gamma)$

を意味する. 情報量 $I_{T}(\theta, \mathrm{Y})$ および $I_{T}(\theta^{0}, \mathrm{Y}^{0})$ については定理 1を使い

$I \tau(\theta, Y)=\frac{1}{2}\dot{.}\sum_{=1}^{M}\int_{0}T)E[|x_{i}(u)-x\wedge:(u)|^{2}]dmi(u+\sum_{j=1}^{J}I_{T}(\theta, Y_{j}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}|(\mathrm{Y})_{0}j)l-$ (31)

および

$I_{T}( \theta^{0}, Y^{0})=\frac{1}{2}\dot{.}\sum_{=1}^{M}\int^{\tau_{E[|\cdot()}}0)X_{*}0u-X_{i}^{0}\wedge(u)|2]dm:(u+\sum_{j=1}^{J}IT(\theta^{0}, Y_{j}0\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}|(\mathrm{Y}^{0})_{0}^{\iota-}j)$ (32)

により与えられる. ここで

$X^{0}(t)= \sum.\cdot\int_{0}^{t}F_{*}(t, u)X_{*}^{0}.(u)\cdot dm_{i}(u)+\sum_{1j=}^{J}\sum_{k=1}^{I}F_{j}c_{\mathrm{j}},k(t)x_{j,k}^{0}(t)$

である. $x_{i}(\sim u)$ および $X_{i}(\sim 0u))$ を $x_{*}(u)$ の各々 $\{\mathrm{Y}(s);s\leq u\}$ および $\{Y^{0}(s);s\leq u\})$ の張
る線形空間上の元による 2乗平均誤差の意味での最適予測とする. 一般に

$E[|x:(u)-X_{i()1]}\wedge u2\leq E[|X_{i}(u)-x:(\sim u)|^{2}]$ (33)

である. $-$方, $(X_{*}^{0}. , Y^{0})$ はガウス型で $(x_{i}, \mathrm{Y})\mathrm{C}\mathrm{O}\sim \mathrm{V}(x_{i}^{0}, Y^{0})$ だから,

$x_{i(}\sim 0u)=Xi(\wedge 0)u$

かつ

$E[|x^{0}\dot{.}(u)-x^{0}.(\wedge..u)|^{2}.]=E$
.

$[|X_{1}. (0u. )-x(\sim 0\dot{l}u)|^{2}]=E[|X_{\dot{i}}(u)-x\sim:(u)|2]$ (34)

が成り立つ. (33) と (34) より

$\sum_{i=1}^{M}\int_{0}\tau_{E[|X_{*}(u)-x\wedge:}(u)|^{2}dmi(^{\backslash }u)\leq.\sum_{*=1}^{M}\int_{0}^{T}E[|x\dot{.}(0u)-x_{i}\wedge 0(u)|^{2}]dm:(u)$ (35)

が成り立つ. もし $I\mathrm{f}_{j}$ が有限ならば,

$I_{T}(\theta, \mathrm{Y}_{j}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}|(\mathrm{Y})_{0^{t)}}^{(-}j)=h(\mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}}|(Y)_{0}^{t_{j}-})-h(Y_{j}|\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\theta, (Y)_{0}^{t_{\mathrm{j}}-})$

$=h(\mathrm{Y}_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}}|(\mathrm{Y})^{l_{j}-}0)-h(B_{j}^{\mathrm{d}})\mathrm{i}\mathrm{s}$
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および
$I_{T}(\theta 0, (\mathrm{Y}^{0})_{j}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}|\mathrm{d}(\mathrm{Y}^{0})^{t-}\mathrm{o}j)=h((\mathrm{Y}^{0})_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}}|(\mathrm{Y}0)^{t_{j}}0)-(-hB_{j}^{\mathrm{d}})\mathrm{i}\mathrm{s}$

$-\circ$ a6. $\text{補題}1$ A $\text{り}$

$h(Y_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}}|(\mathrm{Y})_{0}t_{j}-)\leq h((\mathrm{Y}^{0})^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{o}}j\mathrm{s}_{1}(\mathrm{Y})t0^{j})-$

だから
$\mathrm{X}$

$I_{T}(\theta, Y_{j}^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}}|(\mathrm{Y})_{0}^{t_{j}-})\leq I(\theta^{0},\backslash (\mathrm{Y}^{0})j\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}|(Y^{0})_{0}-)\iota_{j}$ (36)
である. $K_{j}=\infty$

,
の場合でも, (36) は成り立つ. 故に

$\sum_{j=1}^{J}I_{T}(\theta, Y\mathrm{j}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}|(Y)_{0^{\mathrm{j}}}-)\leq t\sum^{f}I\tau(\theta^{0}, (Y^{0})j\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}_{|(Y^{0}}j=1)_{0^{j}}^{t-})$ (37)

を得る. (31), (32), (35), (37) を合わせ

$I_{T}(\theta, Y)\leq I\tau(\theta 0, \mathrm{Y}^{0})$

を得る. したがって, (30) に注意すれば,

$C(A(\mathrm{r}))-\epsilon<I_{T}(\theta^{00}, Y)\leq c(A_{\mathit{9}}(\tau))$

がわかる. $\epsilon>0$ は任意だから (29) を得る. 口

定理 3により, 我々はフィードバックの有る GC の容量はガウス系の中で達成されるこ
とが保証された. この事実を使えば, フィードバックの有る場合の容量と無い場合の容量
との間に成り立つ有名な不等式を示すことができ多. 制限 (23) の下でのフィードバックが
無いときの容量 $C_{NF}(A(\Gamma))$ は

$c_{NF}(A(\mathrm{r}))=\mathrm{S}\mathrm{U}\mathrm{P}x${ $I\tau(X,$ $\mathrm{Y});x$ は $Z$ と独立で (23) を満たす}

で定義される.

定理 4 一般の GC (1) に対し, 制限 (23) の下での, フィ一ドバックの有るときの容量
$C(A(\Gamma))$ とフィ一ドバックのないときの容量 $C_{NF}(A(\Gamma))$ の間には不等式

$C_{NF}(A(\mathrm{r}))\leq c(A(\Gamma))\leq 2C_{N}F(A(\Gamma))$ (38)

が成り立つ. この不等式の右辺の 2はより小さな数でおきかえることはできない.

この不等式は最初に Pinsker (1968) が主張し, 離散時間の場合には Cover-Pombra [1] が
エレガントな証明を与えた. 上界の “2” がタイ トであることは $[8, 9]$ で示された. 連続時
間の場合には, ガウス型雑音が命題 2の仮定を満たしているときは, [10] で証明された. そ
のような仮定なしにも (38) は [10] と同じ方法で証明できる.
次に, GC の容量と雑音が非ガウス型の場合の容量の間に成り立つ不等式を示す.
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定理 5GC (1) に対し, $Z^{\mathrm{C}}\sim\tilde{Z}\mathrm{o}\mathrm{v}$ なる雑音 $\tilde{Z}=\{\tilde{Z}(t)\}$ の作用する通信路

$\tilde{Y}(t)=X(t)+\tilde{Z}(t)$ , $t\geq 0$ (39)

を考える. 同じ制限 (23) の下での通信路 (39) の容量を $\tilde{C}(A(\Gamma))$ とする. このとき

$C(A(\mathrm{r}))\leq\tilde{c}(A(p))\leq C(A(\mathrm{r}))+D(\tilde{z}_{0}^{\tau}||Z_{0}^{T})$

が成り立つ. ここで, $D(\cdot||\cdot)$ はダイバージェンス (相対エントロピー) である.
.

フィードバックがない場合は, この定理は [6] で示された. 定理の証明は別の機会に与
える.

4 符号化定理

通信路符号化定理は Shannon 理論におけるひとつの重要な課題である. 直観的には通信路
符号化定理は次のように述べることができる. (i) もし情報伝達レート $R$ が通信路容量 $C$

より小さければ, レート $R$ は達成可能である. 逆に, (ii) もし $R$ が $C$ より大きければ,
レート $R$ は達成できない. .

各 $T<\infty$ において $W^{(T)}$ が雑音過程 $Z^{(T)}$ と同値, 郡ち, $W^{(T)}$ と $Z^{(T)}$ の確率分布が
互いに絶対連続である, ようなガウス過程 $W=\{W(i);t\geq 0\}$ を考える. 入力信号に対し
て次の制限を課する. 入力信号 $X^{(T)}$ の標本は確率 1で RKHS $\mathcal{H}\tau(W)$ に入り, 電力制限

$E[||X||_{W}^{2},\tau]\leq T\rho^{2}$ (40)

を満たすものとする. ここで $\rho>0$ は定数. 制限 (40) (cf. (23)) の下での, 入力可能なメッ
セージと入力信号の組の全体を $A^{T}(\rho)$ とし, 容量を $c^{T}(\rho)=C(A^{\tau}|(\beta))$ と記す.
ここで, 単位時間当りの通信路容量を定義する. 条件

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}E[||x||_{W}2,]T\leq\rho^{2}$ (41)

を考える. 入力可能なメッセージ $\theta$ と入力信号 $X=\{X(t);0\leq t<\infty\}$ の組 $(\theta, X)$ の全
体 $\overline{A}(\rho)$を.

$\overline{A}(\rho)=$ { $(\theta,$ $X);(\theta,$ $X)$ は (a.1), (a.2), (41) を満たす}
と定める. フィードバックの有る GC (1) の単位時間当りの容量 $\overline{C}(\rho)$ は

$\overline{C}(\rho)=\sup\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}\frac{1}{T}IT(\theta, Y)$ (42)

で定義される. ここで上限はすべての $(\theta, X)\in\overline{A}(\rho)$ についてとる. 次に

$P( \theta^{(\tau)}=m)=\frac{1}{M^{(T)}’}$ $m=1,$ $\ldots M^{(T)})’$ . (43)
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なるメッセージ $\theta^{(T)}$ を考える, ただし $M^{(T)}>0$ は自然数. このメッセージ $\theta^{(T)}$ をフィー
ドバックの助けを借りて符号化し, そのときの入力信号を $X^{(T)}$ とする. $(\theta^{(\tau)}, X^{(\tau}))$ に

対応する出力 $Y^{(T)}$ から復号化して得た受信メッセージを $\theta^{(T)}\wedge$ とする. レート $R>0$ は,
$M^{(T)}=[e^{RT}]$ ( $[x]$ は $x$ を越さない最大の整数) として (43) で与えられるメッセ一 $\backslash \grave{\grave{\grave{/}}}\theta^{(T)}$

に対し入力信号 $X^{(T)}$ および受信メッセージ $\theta^{(T)}\wedge$ が存在して $(\theta^{(T)}, X(\tau))\in A^{T}(\rho)$ かっ誤
り確率について

$\lim_{Tarrow\infty}P(\theta(\tau)\neq\theta\wedge(T))=0$

が成り立つとき, 達成可能という.
GC の雑音過程 $Z=\{Z(t)\}$ がその標準表現において離散スペク トル部分がない場合に

は, 我々 [11] は既に通信路符号化定理を証明した. 標準表現に対するこの仮定を落しても,
同じ証明方法で次の符号化定理を証明することができる.

定理 6 平均電力制限 (41) の下でのフィードバックの有る GC (1) の容量 $C^{T}(\rho)$ が

$\lim_{\tauarrow\infty}\frac{1}{T^{2}}cT(\rho)=0$

満たしているとする. このとき, もし $R<\overline{C}(\rho)$ で $\rho$ において $\overline{C}(\rho)$ が連続ならばレート
$R$ は達成可能である. 逆に, もしレート $R$ が達成可能ならば $R\leq\overline{C}(\rho)$ である.

Appendix 定理 2の証明

最初に定理 2の証明のアイディアを述べる..
ここでも, 初めの $\mathrm{G}\mathrm{C}(1)$ の代わりに多次元 WGC の言葉で議論する. $X^{0}$ を $(X^{0}, B)^{\mathrm{C}\mathrm{O}}\sim^{\mathrm{v}}$

(X, $B$ ) なるガウス過程とする. 対応する出力信号は

$\mathrm{Y}^{0}=X^{0}+B$ (44)

である. $B$ とは独立なガウス過程 $\Theta^{0}$ と Volterra 作用素 $K$ があって

$\mathrm{Y}^{0}=(^{0_{-K}0}\mathrm{Y})+B$ (45)

であることが必要である. $L$ を $K$ のレゾルベント作用素とすると, (44), (45) より

$\Theta^{0}=(I+K)(X^{0}+B)-B=(I+K)(X^{0}-LB)$ (46)

である. メッセージ $\Theta^{0}$ と雑音 $B$ は独立でなければならないから, 結局, 次のようにすれ
ばよい. Volterra 作用素 $L$ を $X^{0}-LB$ と $B$ が独立となるように定め, メッセージ $^{0}$

を (46) で定めればよい.
. .

以上のアイディアを具体的に実行するため, Volterra 作用素を定義することと, $LB,$ $LX^{0}$
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などの正確な定義を与えることが必要である.
そのため, $\cdot$まず Volterra 核を考える.

$(L^{\iota}.\cdot(t, u),$ $L^{m}\dot{.},n(t),$ $L^{\iota}(j,kt, u),$ $L_{j}^{m},k’ n(t))$ , $t,$ $u\in[0, T]$ ,

$(i, l=1, \ldots, M, j, m=1, \ldots, J, k=1, \ldots J\mathrm{f}_{j}, n=1, \ldots, I\mathrm{f}_{m})$ が以下の条件 (L. $1$ ) $-(L.4)$ を
満たすとき Volterra 核という. なお, ここでも, $\Sigma_{:},$ $\Sigma_{l}$ は $\{1, \ldots, M\}$ 上の和を表し, $\Sigma_{j,k}$ ,
$\Sigma_{m,n}$ は $\{(j, k);j=1, \ldots, J, k=1, \ldots, I_{1_{j}’}\}$ 上の和を表す.
(L.1) $t<u$ のとき $L_{i}^{l}(t, u)=0$ で

$\sum\dot{.}\sum_{l}\int_{0}T\int 0T(|L\iota(iu\iota(u)dmitt,)|^{2}dm)<\infty$ .

(L.2) $\sum\dot{.}\int_{0}^{\mathit{1}}\sum_{m,n}|L^{m,n}.\cdot(t)|^{2}dm_{i}(t)<\infty$ .

(L.3) $L_{j,k}^{l}(t, u)=\{$
$L_{j,k}^{l}(u)$ , if $t\in I_{j}$ and $u\not\in I_{J}$

$0$ , if $t\not\in I_{\dot{J}}$ or $u\in I_{j}$

ここで

$\sum_{l}\sum_{j,k}\int^{\tau}\mathrm{o}u|L_{j}^{l},(k)|^{2}dm\iota(u)<\infty$.

(L.4) $L_{j)}^{m_{k}n}’(t)=1_{I_{\mathrm{j}}}(t)Lj,km,n$

ここで

$\sum_{j,k}\sum_{m,n}|L_{j}^{m_{k}n},||^{2}<\infty$
.

雑音 $Z$ に対応する RKHS $\mathcal{H}\tau(Z)$ 上で Volterra 核 $(L_{i}^{lm,n}, L_{i}, L_{j,k}^{\iota m_{k}}, L_{j},’ n)$ をもつ Volterra
作用素 $L$ を

$\Psi=L\Phi$

で定義する. ここで $\Phi\in \mathcal{H}\tau(Z)$ は (5) で与えられる関数で, $\Psi$ は

V $(t)= \sum_{i}\int_{0}^{t}F_{i}(t, u)\psi_{i}(u)dmi(u)+\sum_{j_{1}k}F_{j,k}(t)\Psi_{j,k}(t)$

で与えられる. ただし

$\psi.(t)=\sum_{l}\int_{0}TuL_{i}\iota(t,)\varphi\iota\backslash (u)dm_{\iota}(u)+\sum_{m,n}L^{m}.\cdot’ n(t)\Phi_{m,n}(t)$,

$\Psi_{j,k}(t)=\sum_{l}\int_{0}^{\tau_{L_{j}^{l}}},k(t, u)\varphi l(u)dm_{l}(u)+\sum_{m,n}L_{j}^{m_{k}n},’(t)\Phi_{m,n}(t)$ .

明らかに $L$ は $\mathcal{H}\tau(Z)$ の線形作用素である.
Volterra 作用素に対する古典的な理論の場合と同様にして次の補題が証明できる.
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補題 2 $L$ は $\mathcal{H}\tau(Z)$ 上の Volterra 作用素とする. このとき,

$(I+K)(I+L)=J$

を満たす $\mathcal{H}_{T}(Z)$ 上の Volterra 作用素 $I\iota’$’が存在する. ここで $I$ は $\mathcal{H}_{T}(Z)$ 上の恒等作用素.

作用素 $K$ を $L$ のレゾルベント作用素と呼ぶ.
(12) で与えた確率過程 $B=\{B(t)\},$ $X=\{_{\backslash }X(t)\},$ $\mathrm{Y}=\{Y(t)\}$ に対し, 確率過程

$L[B]=\{L[B](t)\},$ $L[X]=\{L[X](t)\},$ $L[\mathrm{Y}]=\{L[\mathrm{Y}](t)\}$ を以下のように定める. まず,
$L[B](t)\equiv((W_{i}(t), Wj,k(t));(i, j, k)\in N)$ を

$\{$

$W.(t)= \Sigma_{l}\int_{0}^{T}L^{\iota}.\cdot(t, u)dB_{l}(u)+\Sigma_{m,n}L_{\mathfrak{i}}^{m,n}(t)B_{m,n}(t)$ ,
$W_{j,k}(t)= \Sigma_{\iota}\int_{0j}^{\tau l}L,(k)t,$$udB_{l}(u)+\Sigma_{m,nj,k}L^{m,n}(t)B_{m,n}(t)$ . (47)

で定める. $L[X](t)\equiv(V_{i}(t), Vj,k(t);(i, j, k)\in N)$ は

$\{$

$V_{i}(t)= \Sigma_{\iota}\int_{0^{T\iota}}L.\cdot(t, u)Xl(u)dml(u)+\Sigma_{m,n}L^{m}.\cdot’ n(t)x(m,n)t$ ,
$V_{j,k}(t)= \Sigma_{\iota}\int_{0j}^{\tau l}L,(k)_{X}t,$$ul(u)dm_{l}(u)+\Sigma_{m,nj,k}L^{m,n}(t)x(m,n)t$ .

で与える. 最後に, $L[\mathrm{Y}](t)$ を

$L[\mathrm{Y}](t)=L[X](t)+L[B](t)$

で定義する.

補題 3 $X=\{X(t)\}$ は入力可能な信号で (8) のように表現されているとする. 区間 $[0, T]$

$\text{上の}$ signed measures $Q!.(t, \cdot)\text{と}Q_{j}^{\iota_{k}},(t, \cdot)\text{を}$

$Q_{i}^{l}(t, A)=E[x:(t) \int_{A}dB_{l}(u)]$ , $Q_{j,k}^{l}(t, A)=E[X_{j,k}(t) \int_{A}dB\iota(u)]$ ,

で定める. このとき, 各 $i,$ $j,$ $k,$ $l$ および $t\in[0, T]$ に対し, 測度 $Q_{i}^{l}(t, \cdot)$ および $Q_{j}^{\iota_{k}},(t, \cdot)$

は測度 $m\iota$ に関し絶対連続である.

ここで関数 $L_{\dot{\iota}}^{l}(t, u),$ $L_{1}^{m,n}.(t),$ $L_{j,k}^{l}(t, u),$ $L_{j,k}^{m,n}(t)$ を

$\{$

$L_{*}^{l}.(t, u)= \frac{dQ_{*}^{l}(t,\cdot)}{dm_{l}}(u)$ ,

$L_{i}^{m,n}(t)=E[x:(t)B(m,nt)]$ ,
$L_{j,k}^{l}(t, u)= \frac{dQ_{j,k}^{l}(t,\cdot)}{dm_{l}}(u)$ ,

$L_{j,k}^{m,n}(t)=E[X_{j,k}(t)B_{m,n}(t)]$ .

(48)

で定める. (48) の第 $-$式は

$E[x.(t) \int_{0}^{T}f(u)dB_{l}(u)]=\int_{0}^{T}L_{i(t,)}\iota uf(u)dm\iota(u)$ , $f.\cdot\in L^{2}([0, T], dm. l)$ , (49)

を意味していることに注意しておく. このとき, 次のことが証明できる.
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補題 4 核 $(L!.(t, u),$ $L_{*}^{m,n}.(t),$ $L_{j,k}^{l}(t, u),$ $L_{j,k}^{m,n}(t))$ を (48) で与えると, 定理 2の仮定の下で
次の (i), (ii) が成立する.

(i) この核は条件 (L.1) $-(\mathrm{L}.4)$ を満だす.
(ii) 任意の $t,$ $s$ に対し確率変数 $x_{i}(t)-W.(t),$ $X_{j,k}(t)-Wj,k(t)$ は $B(s)$ と直交する. こ

こで毘 $(t),$ $W_{j,k}(t)$ は (47) で与えたもの.

準備が整ったので, ここで定理 2を証明する.

定理 2の証明. 確率過程 $X^{0}=\{X^{0}(t)\},$ $X^{0}(t)=((X^{0}(t), X_{j}^{0},(kt));(i, j, k)\cdot\in N)$ を

$(X^{0}, z)$ がガウス系をなしかつ $(x^{0}, z)^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}}\sim(X, Z)$ であるようなガウス過程とする. $L$ を

(48) で与えられる核をもつ $\mathcal{H}_{T}(Z)$ 上の Volterra 作用素とし, $I\zeta$ を $L$ のレゾルベント作用素
とする. 確率過程 $\mathrm{Y}^{0}=\{\mathrm{Y}^{0}(t)\}$ は (44) で定義し, $\Theta^{0}(t)=((\theta\dot{.}0(t), \theta^{0_{k}}j,(t));(i, j, k)\in N)$ を

$\Theta^{0}(t)=(I+K)[X^{0}-L[B]](t)$ (50)

で定義する ((46) 参照). このとき, 容易に

$x^{0}(t)-\Theta^{0}(t)=-K[\mathrm{Y}^{0}](t)$ (51)

が示せる. よって

$\mathrm{Y}^{0}(t)=X^{0}(t)+B(t)=(\Theta^{0}(t)-K[\mathrm{Y}^{0}](t))+B(t)$ (52)

を得る ((45) 参照). 確率過程 $\theta^{0}=\{\theta^{0}(t)\}$ を

$\theta^{0}(t)=\sum_{i}\int_{0}^{t}F.(t, u)\theta_{i(}^{0}u)dm_{i}(u)+\sum_{j,k}F_{j,k}(t)\theta_{j,k}0(t)$ , $0\leq t\leq T$,

で定める. $\zeta_{i}^{0}(t)$ および $\zeta_{j,k}^{0}(t)$ を $K[\mathrm{Y}^{0}](t)$ の各々 $i,$ $(j, k)$ 成分とし, $\zeta^{0}=\{\zeta^{0}(t)\}$ を

$\zeta^{0}(t)=\sum\dot{.}\int_{0}^{t}F_{i}(t, u)\zeta_{i}^{0}(u)dmi(u)+\sum_{j,k}F_{j,k}(t)\zeta_{j,k}0(t)$ , $0\leq t\leq T$ ,

で定める. 性質 $(\mathrm{i}\mathrm{v})$ $-(\mathrm{v}\mathrm{i})$ は定義から明かである. 式 (51) と (52) はおのおの (26) と (25)
に同値である. 補題 4の (n) に注意すれば, すべての $t,$ $s$ に対して $X^{0}(d)-L[B](i)$ と

$B(s)$ は互いの直交していることがわかる. 故に (v) と (50) を使い, $\Theta^{0}=\{\Theta^{0}(t)\}$ は, し

たがって $\theta^{0}=\{\theta^{0}(t)\}$ は $B=\{B(t)\}$ と独立なことがわかる 口
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