
一般化優対角行列の新しい判定法
岡山理科大学大学院理学研究科 笹辺盛登 ( $\Lambda lorito$ Sasanabe )

岡山理科大学総合情報網部 阿見英男 Hideo Sawanバ )

岡山理科大学総合情報学部 仁木 $\backslash \grave{\mathit{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (Hiroshi Niki )

1 概要

行列 $A$ について次の条件

$|a_{ii}|x_{i} \geq\sum j\neq i|a_{i}j.|X_{j},$
$1\leq i\leq n$

を満たす正のベクトル x $=(x_{1}, X_{2}, \ldots, xn)^{\iota}$が存在するとき, $A$ を–般化優対角行列と呼ぶ.

そして, $A$ が–般化優対角行列のとき, $AD$ が狭義優対角行列となるような正め対角行列
$D=diag(d_{1,2}d, . . \text{。}’ dn)$ が存在する. $A$ が–般化優対角行列のとき基本反復法が収束する
ことはよく知られている.
したがって, 与えられた行列が–般化優対角行列であるか否かの簡単な判定法が必要で

ある. そのための種々の判定法 $[1],[2],[3]$ が報告されているが, それぞれ計算量, 安定性な

どに関して–長–短がある. そこで我々は以下に述べる優対角度を用いた反復型判定法を
提案した [4].

2 優対角度を用いた反復型判定法
$N=\{1,2, \ldots, n\}$ とする. 狭義優対角が成立している行を集合

$N_{1}= \{i||a_{i}i|>\sum_{j\neq i}|.a_{ij}|, i\in N\}\neq\emptyset$

で表し, 成立しない行の集合を $N_{2}$ とする. . そのとき次の手順で計算する.

(1) 対角行列 $D$ を次のように決める.

$D^{(1)}=diag(d_{1’}, d_{2}, \ldots, d_{n})$

$d_{i}=\{$
$t_{i}$ $i\in N_{1}$

1 $i\in N_{2}$

ここで, $t_{i}= \frac{\Sigma_{\mathrm{j}\neq}\dot{.}|a_{j}|}{|a_{i}|}.\cdot\dot.\text{とおき}$ , 優対角度と定義する.

(2) $A^{(1)}=AD^{(1})$を計算する.

(3) $A^{(1)}$が狭義優対角でない場合, 1に戻って $A^{(k)},$ $k=2$ ,3, . . .が狭義優対角になるまで

繰り返す.
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与えられた行列が–殻化優対角行列の場合には, 優対角度を用いた反復型判定法が–番効
率的である. しかしながら, この反復型判定法では, 非一般化優対角行列の判定を行うの
に不充分である. そこで, [7] と [5] を非一般化優対角行列を簡単に判定できる実用的な方
法を提案する.

3 $\mathrm{L}\mathrm{U}$分解を用いた判定法 [7]

定理 3.1

$n\cross n$複素行列 $A=[a_{ij}]$ に対して, $A$ が–般化優対角行列のとき $A$ は $\mathrm{H}$行列である. そ

のとき $A$
. $=LU$ と分解すると $L$ と $U$ の対角項はすべて正の値を持つことが証明されてい

る $[7,\mathrm{p}135]$ . したがって, $A$ を $LU$ 分解して u”が 1となるような以下のアルゴリズムを用
いて判定する.

$\{$

$l_{kk}$ $=$ $|a_{kk}|- \sum_{p=1}^{k-1}\iota_{kk}u_{p}p$ $(1\leq k\leq n)$

$u_{kj}$ $=$ $\frac{1}{l_{kk}}$ ( $-|akj|-pk \sum^{-}$ lkpujp)$=11$ $(1\leq k<j\leq n)$

$l_{ik}$ $=$ $-|a_{ik}|. \cdot-\sum^{k-1}\iota p=1i_{PP}uk$ $(1\leq k<i\neq n)$ .

ここで, $l_{ii}>0$ のとき $A$ は–般化優対角である.

4 新しい–般化優対角行列の判定法
補題 4.1

与えられた係数行列 $A$ に関して以下の関係

$|a_{i\dot{\iota}}|$ $\leq$ $\sum|a_{ij}|$ $(i\neq k)$

$|a_{kk}|$ $>$ 鋸鍬 $|a_{kj}$

が成立しているものとする. このとき, $AD$ が狭義優対角行列のとき, 対角行列 $D$ は次の

条件を満たす
$\dot{n}$

$n$

$\sum_{j=1}|a_{kj}|$
$|a_{ii}|- \sum j\neq \mathrm{j}--k1|a_{i}j|$

$\frac{j\neq k}{a_{kk}}<d_{k}<$

$a_{ik}$

$(i\neq k)$ .
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証明

行列 $A$ の $k$ 行が優対角のとき

$D=dia(j(1, \cdots, 1, d_{k}, 1, \cdots, 1)$

とおくと,

$a_{11}$ . . .
$a_{1k}$ ... $a_{1n}1/1$

$AD$ $=$

$=$

となり, $AD$ が狭義優対角行列になるためには, 次の不等式を満たさなければならない.

$a_{kk}d_{k}>a_{k}\iota+\cdots+akk-1+akk+1+\cdots+a_{k}n$

$a_{11}$ $>$ $a_{12}+\cdot \mathrm{r}\cdot+a_{1}kd_{k}+\cdots+a_{1n}$

.$\cdot$. .$\cdot$.

$a_{k1k-1}-$ $>$ $a_{k-11}+\cdots+a_{k-1}k-2+ak-1kdk+ak-1k+1+\cdots+a_{k-}1n$

$a_{k1k+1}+$ $>$ $a_{k+11}+\cdots+\cdot a_{k+k-1}1+ak+1kdk+ak+1k+2+\cdots+a_{k-}1n$

$.\cdot$

. .$\cdot$.
$(a_{nn}$ $>$ $a_{n1}+\cdots+a_{nk}d_{k}+\cdot...+a_{n}n.-1$

整理すると, $\mathit{1}^{\backslash }\lambda\sigma$) $*\text{等}\mathrm{f}\mathrm{i}\epsilon_{4^{\dot{\mathrm{B}}}}\prime \text{る}*$

$\sum_{\mathrm{j}=1}^{n}|a_{k}j|$ $|a_{ii}|-$
$\sum_{\mathrm{j}-1,j\overline{\neq}k}^{n}|a_{i}j|$

$\frac{j\neq k}{a_{kk}}.<d_{k}<$

$a_{ik}$

$(i\neq k)$ .

定理 4.2

行列 $A$ が補題 4.1の条件を満たし, 次式
れ

$\frac{1}{n}<$
$|a_{ii}|-j=1, \sum_{kj\neq i},|aij|$

$\prod_{i=1,i\neq k}t_{i}$

$|a_{ik}|$
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を満たしていると仮定する. このとき,

$\prod_{i=\iota}^{n}t_{i}<1$ を満たすとき, すべての $i$ に対して, $t_{i}\sim<1$ (1)

が成立する. ここで, $\tilde{t}_{i}$ は A $=AD$ と置いたときの A\tildeの各行の優対角度である.

証明

仮定から,

$\prod_{i=1}^{n}t_{i}$ $=$ $\frac{|a_{12}|+\cdots+|a_{1}|n}{|a_{11}|}\ldots..\frac{|a_{k1}|+.\cdots+|a_{kk}-1|+|a_{k}k+1|+\cdots+|a_{kn}|}{|a_{kk}|}$

$|a_{n1|}+\cdots+\cdot|a_{n}-1|n$ .. ... .
$\overline{|a_{nn}|}$

$<$ 1

であるから,
$\frac{|a_{11}|}{n}$ .. . . . $\frac{|a_{kk}|}{n}$

..-.. $\frac{|a_{nn}|}{n}>1$

$\sum_{j--1,j\neq \mathrm{i}}|a1j|$ $\sum_{j--,\dot{?}\neq 1}\dot{.}|a_{k}j|$

,
$\sum_{j.=1,\neq i}|a_{nj}|$

となり, この式を整理すると

$\sum|a_{kj}|n$

$\frac{j\neq nj=1}{|a_{kk}|}<\frac{|a_{11}|}{n}$ . . .. . $\frac{|a_{k-1k-1}|}{n}$ . $\frac{|a_{k+1k1}+|}{n}$ .. . . . $\frac{|a_{nn}|}{n-1}$

$\sum_{j=2}|a_{1}j|$
$j \neq k-1\sum_{1j=}|a_{k-1j}|j\neq k+1\sum_{j--1}|a_{k+1j}|$ $\sum_{j=1}|a_{nj}|$

が成立する.
また, 補題 41と仮定から, $i=k+1$ に対して以下の式が得られる.

れ

$\frac{|a_{11}|}{n}$ . . ... $\frac{|a_{k-1k-1}|}{n}$ . $\frac{|a_{k+1k+1}|}{n}\ldots.$ . $\frac{|a_{nn}|}{n}<$

$|a_{k+1k+}1|-$
$\sum_{1,j\neq k,k+1\mathrm{j}=}|a_{k+1j}|$

$\sum_{j-1,\mathrm{j}\overline{\neq}}\dot{.}|a_{1}j|$
$\sum_{j-1,\mathrm{j}\overline{\neq}}\dot{.}|a_{k}-1j|\sum_{\mathrm{j}-1,\mathrm{j}\overline{\neq}}\dot{.}|ak+1j|$

$\sum_{j1,\mathrm{j}\overline{\overline{\neq}}i}|a_{nj}|$

$|a_{k+1k}|$

$|a_{k+1k}| \cdot\frac{|a_{11}|}{n}$ .. . .. $\frac{|a_{k-1k-1}|}{n}.\frac{|a_{k+1k+1}|}{n}\ldots..\frac{|a_{nn}|}{n}<|a_{k+1}.k+1|-$

$\sum_{j=1,j\neq k,k+}^{n}1|a_{k+1j}|$

$\sum_{j^{--}1,\mathrm{j}\neq}\dot{.}|a1j|$
$\sum_{j1,\mathrm{j}\neq}$

.
$|a_{k-1j}|--. \sum_{1j--,j\neq}.\cdot|a_{k+1j}|$ $\sum_{j--1,j\neq \mathrm{i}}|a_{n}j|$

$|a_{k+1k}| \cdot.\dot{..}\prod|a_{ii}\neq k=1n|<-\{_{j\neq k,k+}j=\sum_{1}^{n}|ak+1,j|-1|ak+1k+1|\}$ .
$\prod_{i\neq k}^{n}\sum_{j\neq i}^{n}|a_{i}j|$
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$| \mathit{0}_{k1k},+|\cdot\prod^{)}|ii=1\neq k1a_{ii}|+\{_{j\neq.k+}j.\sum_{1h}^{r\iota}=1^{\cdot}|(.\iota k+1,j|-|a_{k}+1k+1|\}\cdot$ $\prod_{i\# kj}^{\prime l}$

.
$\sum\neq j’\iota$

.
$|Cl_{ij}|<0$ .

この式を整理すると,

$-|a_{\dot{k}+1}.k| \prod_{i}i=1\neq kn|aii.|+$ $\sum_{=j1,j\neq k}n,k+1|ak+1j|\prod^{n}i=1,i\neq kj\sum^{n}|--1j\neq ia_{ij}|$

$<1$

$|a_{k+1k+1}| \prod_{i\neq k\mathrm{j}}.\sum_{j^{-}:=1-1,\neq i}|\iota na_{ij}|$

.

$|a_{k+1k}|. \cdot\prod_{\neq}^{n}i=k1\frac{|a_{ii}|}{\sum_{j1j\neq}^{n},--\dot{.}|a_{i}j|}+$

$\sum_{1,j^{j_{-}^{-}}\neq k+}.|a_{k1j}+|n1$

$<1$ . (2)
$|a_{k1k+1}+|$

となる. ここで, $D=diag(d1, \cdots, dk, \cdots, d_{n})$ を

$\{$

$d_{i}$ $=$
$\mathrm{i}$ $(i\neq k)$

$\sum|a_{kj}|n$

$d_{k}$ $>$
$\frac{j\neq kj--1}{|a_{kk}|}$

とすると, $d_{k}$の定義から $t_{k}^{\sim}<1$ となるので, (2) 式より,

$t_{k+1}= \frac{|a_{k+1}k|\cdot(\frac{\Sigma_{\mathrm{j}=1.\mathrm{j}\neq}^{n}k|a_{kj}|}{|a_{kk}|})+\sum^{n}j=1,j\neq k+1|ak+1j|}{|a_{k+1k+1}|}\sim<1$

が成立する. 同様に, $d_{k}<1$ であるから, すべての $\mathrm{i}$ に対して $t_{i}\sim<1$ となり, 式 (1)

$\prod_{i=1}^{n}t_{i}<1$ を満たすとき,ti $<1$

が成立する.
上式は転置行列 $A^{t}$に対しても成立する. すなわち, $A^{t}$に対する優対角度を\tau i とおくとき,

$\prod_{i=1}\mathcal{T}_{i}n<1$ を満たすとき轟 $<1$ (3)

が同様の理論で成立する. したがって, 判定として行あるいは列のいずれかで式 (1) ある
いは式 (3) を満たせばよい. .

次に, それぞれの判定法を用いて判定を行った結果を紹介する.
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5 数値結果

以下の行列に対して各種の判定法を確かめることにする.

$(a)$ $(b)$

$A=.$
. $A=$

1

(c) . .
$(d)$

$\mathrm{A}=$ $A=$
(e) $(f)$

$A=$ $A=$
これら 6つの例で行列 $(\mathrm{a}),(\mathrm{c})$ は $[?]$ , 行列 (f) は [5] において紹介されている例題である. こ

れらの行列に対して, それぞれの芳法を用いて判定を行った結果を表 1,2,3にまとめた.

表 1. 優対角度を用いた反復型判定法

表 2. $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解を用いた判定法

表 3. 新しい–般化優対角行列の判定法

\dagger $(\mathrm{c}),(\mathrm{d})$ に対しては列による判定を行った.

注). $\mathrm{O}$ :一般化優対角行列
$\triangle$ :非一般化優対角行列
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最後に, [6] の論文から得られる特殊な形の行列として取り上げることにする.
2次元主方領域 $D=[0,1]\cross[0,1]$ における Poisson 方程式の境界値問題を考える.

$\{$

$-( \frac{\partial^{2}u}{\partial x-}.,$ $+ \frac{\partial^{2}u}{\partial y^{\underline{)}}}.)=f(x, y)$

$u(x, y)=0$ on $\partial D$

領域 $D$ を図のように縦横それぞれ等間隔に $m$等分して刻み幅を $h=1/m$ とし, 座標 $y=l/m$
上の格子線を境界\Gammaとして, 下の領域 $D_{1}$ と上の領域 $D_{2}$に分割する.

図正方領域 $D=[0,1]\cross[0,1]$ と境界 F(m $=8,$ $l=3$ )
ここで, 境界 rにおける $D_{1}$から $D_{2}$に向かう法線方向微分� u/\partial y を $q(x)$ で表す. そして,

$\partial^{2}u/\partial_{X^{2}},\partial^{2}u/\partial y^{2}$ を中心差分で, $q$ を単純な差分で近似する. $q$ を近似する式も含めて, . 離
散化した方程式で表現すると次のような連立 1次方程式が得られる.

$K_{1B}^{(}K_{11}000(11))$ $K_{1B}^{(}\tilde{B}^{(1}K_{B}00(1)1)\tau)TB$

$\tilde{B}^{(1)T}\tilde{B}^{(2)}D00$
$\tilde{B}^{(2}K_{BB}^{(2)}K^{(}001B2))\tau$ $K_{1}^{(}K_{1}^{(2)}\mathrm{o}_{2}00B1)\tau)=$

ただし,

$K_{11}^{(1)}=($

$-IK_{4}$

$.K_{4}-.I$

. $\cdot-\cdot I-I.\dot{K}_{4}.$. ), $K_{11}^{(2)}=(K_{4}-I$

$.K_{4}-.I$

. $-\cdot.I-I$.
$\dot{K}_{4}.$

.
$)$

$K_{1B}^{(}=1)(0\cdots 0|-I),$ $K(2)T=(1B-I|\mathrm{o}\cdots 0)$

$K^{(1)}=KBB\mathrm{a},$ $K^{(})=.KBB3,\tilde{B}^{(}1)=-I,\tilde{B}(2)I=,$$D=-I2$,

$K_{4}=,$$K_{3}=$
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である. $u_{I}^{(1)},\mathrm{t}\iota^{()}B1$等は格子点における $1l$, の値を並べたベクト’, $Q$ は境界における $\lambda_{i\mathrm{X}]}$‘ の

値を並べたベク トルで, 右辺の $F_{1}^{(1)}$等は格子点における $h^{2}\cross f$ の値を並べたベクトルで
ある.

このような行列に対して各種の判定法では全て非一般化優対角行列であるとの判定結果
が得られた. $\mathrm{b}$かし, 行列の基本変形を行うと優対角行列となった.

6 まとめ

以上の例から, 反復型判定法は非一般化優対角行列の判定に多大の反復回数を要するた
めに実用的でない. –方, $\mathrm{L}\mathrm{U}\text{分解を用いた判定法では計算量におい^{て約}\frac{n^{3}}{3}}$回の乗算が必
要であるが, 反復型判定法より安定な方法である. それに対して, 本論文で提案した判定
法では行, 列の乗算をしても高々 $2n$ 回の計算量ですむことから–番優れていることがわか
る. 線型方程式を解くために, 優対角行列が必要なときは反復型判定法を用いればよい.
最後にあげた [6] の問題は, 行列 $A$ が $\mathrm{H}$ 行列ではないために従来の判定法が使えない. 今

後はこのクラスの問題に対する実用的な判定法の開発をする必要がある.
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