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1 はじめに

3次元圧縮性流体を記述するナビエストークス
方程式を解く際, 4次精度 $\mathrm{A}\mathrm{F}$ 法 (Approximate
Factorization method) により離散化すると, 計算

空間の 3方向 $(i,j,k)$ においてブロック 5重対角行列
群が現れる. この時, 物理方程式の求解は, その行

列群 $\hat{A}_{j,k}$ ( $i$ は行方向をなす) を係数行列とする

複数の連立–次方程式

$\hat{A}_{j,k^{X}j,k}=b_{j,k}$ (1)

を解くことに帰着される [7] $\cdot$

ベクトル計算機で解く場合, 式 (1) のような複数
の方程式を同時に解くには, 反復法を用いると収束
判定が難しいため, 直接法である $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法 (ガウ

ス消去法) が用いられることが多い [6]. この時,

行列群 $\hat{A}_{j,k}$ を $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解し, $i$ または $k$方向をベク

トル化して複数の方程式を同時に解くことで計算の
効率化を図ることができる. しかし, 計算機の性能
を十分に発揮させる観点から, 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法に

は改善の余地がある.

本研究では, 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法の計算過程に着目
し, 行列群 $\hat{A}_{j,k}$ に対し対角方向の両端から LU 分
解を同時に行うアイデアに基づいた, ベクトル計算

機での計算効率を向上させる解法を提案する. また,

従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法との性能比較実験の結果により,
本解法の優れた計算効率を示す.

本稿の内容は次の通りである. 第 2章で, 係数行
列 $\hat{F}_{j,k}$ がブロック 5重対角行列群である連立–次
方程式に対し, ベクトル計算機での計算効率を向上
させる解法を提案する. 第 3章では, 係数行列 $\hat{G}_{j,k}$

が周期境界要素 (偏微分方程式の離散化で周期境界

条件から生ずる行列要素) も持つブロック 5重対角
行列群である連立–次方程式に対して, 第 2章で提
案する解法を適用するための効率的な前処理方法を
提案する.

2 係数行列がブロック 5重対角行列群の
とき

このとき, 係数行列 $\hat{F}_{j,k}$ は以下のとおりである.

$F_{j,\mathrm{k}}=$

$\{$

$C_{j,k}^{1}D_{j,k}^{1}E_{j,k}^{1}$ $0$

$B_{j,k}^{2}C_{j,k}^{2}D_{j,k}^{2}E_{j,k}^{2}$

$A_{j,k}^{3}B_{j,k}^{3}C_{j,k}^{3}D_{j,k}^{3}E_{j,k}^{3}$

.. . . . .
$A_{j}^{l-2},kB_{j1k}^{l2}-C_{j,k}^{l-2}D_{j,k}^{l-2}E_{j,k}^{l-2}$

$A_{j,k}^{l-1}B_{j,\mathrm{k}}^{\iota_{-}1}C_{j,k}^{11}-D_{j,k}^{l-1}$

$0$ $A^{l}\dot{.}\mathrm{k}B!_{\mathrm{k}}c^{\iota_{k}}.\cdot$

(2)
式 (2) において, $A^{i}B^{i}j,k’ j,{}_{k’ j}C^{i},k’ jDi,Eik’ j,k(i=$

$1,$
$\ldots,$ $l;j=1,$ $\ldots,$

$m;k=1,$ $\ldots,$
$n)$ は, $5\cross 5$ ブロッ

ク小行列である. 式 (2) の第 $i$ 行は, 4次精度 AF
法を用いた時の差分情報を表わす.

21 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法

従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法では, $\hat{F}_{j,k}$ は式 (3) のように分
解される.

$\hat{F}_{j,k}=\hat{L}_{j,k}\hat{U}_{j,k}=$

$\cross$
.

(3)
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ここで, $I$は単位行列を表し, $\hat{L}_{j,k}$ は前進消去
の行列群, $\hat{U}_{j,k}$ は後退代入の行列群をそれぞれ表
す. ベクトル計算機を用いる場合, ベクトル長 (同

時に $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解できる要素数) は, $j$方向をベクトル
化するならば $m,$ $,$

$k$方向をベクトル化するならば $n$

である. 式 (3) の上波線付きブロック小行列は, 分
解により更新されたブロック小行列を表す.
すなわち, このようなブロック 5.重対角行列群を

上下ブロック 3重対角行列群の積の形に分解し, 前
進消去後退代入を行い解を求める [6].
前進消去のプログラミングを略記したのがプロ

グラム $1^{1}$である. 数学上の演算イメージを表現す
るために, $do$ ループ内では式 (2.) 以後用いられて
いるブロック小行列め演算を記述した. ここでは,

$j$方向をベクトル化している.

parameter $(\mathrm{i}_{\mathrm{X}=}l, \mathrm{i}\mathrm{y}=m, \mathrm{i}\mathrm{z}=n)$

dimension ( $\mathrm{A}(\mathrm{i}\mathrm{y},\mathrm{i}\mathrm{z},\mathrm{i}\mathrm{X},5,5)$ , B(iy,iz,ix,5,5),
$\mathrm{c}$ C(iy,iz,ix,5,5), D(iy,iz,ix,5,5), $\mathrm{E}(\mathrm{i}\mathrm{y},\mathrm{i}_{\mathrm{Z}},\mathrm{i}_{\mathrm{X}},5,5))$

do 1 $\mathrm{i}=1,\mathrm{i}\mathrm{x}$

do 1 $\mathrm{k}=1,\mathrm{i}\mathrm{z}$

do 1 $\mathrm{j}=1,\mathrm{i}\mathrm{y}$ .
.

$\tilde{B}_{j,k}^{i}=B_{j,k}i-A^{i}\mathrm{j},k\mathrm{x}\tilde{D}_{j,k}^{-2}$
.

$\tilde{c}_{\dot{j},k}=c\dot{j},k^{-A\tilde{E}^{-}\tilde{B}^{i}}\dot{j},k^{\mathrm{X}}j.,k-j2,k\mathrm{x}\tilde{D}_{j,k}^{-1}$
.

$\tilde{D}_{j,k}^{i}=(\tilde{c}_{j}i,)^{-}k1\mathrm{x}(D_{j,k^{-}}^{i}\tilde{B}_{\dot{j},k}.\mathrm{x}\tilde{E}_{j,k}^{i-1})$

$\tilde{E}_{\dot{j},k}=(\tilde{C}_{j}i,)^{-}k1\mathrm{x}E_{j,k}^{i}$

..
$\tilde{b}_{j,k}|=(\tilde{c}_{\dot{j},k})^{-1}$

$\cross(b_{\dot{j},k^{-}}A^{\cdot}|-2-\dot{j},k^{\mathrm{X}\tilde{b}_{j}},kjB^{i},k\mathrm{x}b_{j,k}^{-1}.\cdot)\sim$

$1$ continue

プログラム 1 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法

22 Rotated Alternative $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法

方で, 行列群の対角方向の両端から中心の要素
まで同時に分解し, そこで折り返して後退代入する
ことができる [8]. すなわち, $\hat{F}_{j,k}$ は式 (4) のよう
に分解でき, $\hat{P}_{j,k}$ は, 前進消去の行列群, $\hat{Q}_{j,k}$ は

後退代入の行列群をそ乳それ表す. ここでは, $l$が

奇数のときの分解を表わしている. $l$ が偶数のとき
は, $i=1,$ $\ldots,$

$\frac{l}{2}$ , $i=( \frac{l}{2}+1),$
$\ldots,$

$l$ で分解される.
式 (3) と同様, 上波線付きブロック小行列は, 分解
により更新されたブロック小行列を表す. 基本的な
原理は, $i$ の偶奇によらないため, 以下, $i$ が奇数
の場合について説明する.

1実際のプログラミングでは, $i=1,2,$ $(l-1),$ $l$ に対しては

學合分けが生じる. また, プロック小行列の演算は, 話の本題か

らそれるため明記してないが, 最外ループとして演算を行う.

$\hat{F}_{j,k}=\hat{P}_{j,k}\hat{Q}_{j},k=$

$C_{j,k}^{1}$

$0$
$B_{j,k}^{2}\tilde{C}_{j,k}^{2}$

$A_{j,kj,k}^{3}\tilde{B}^{3}\tilde{C}_{j,k}^{3}$

$arrow l1$ $\sim^{l}.\pm 1_{-}\sim \mathrm{R}l1\sim^{\underline{l}\pm\underline{1}}$ $b1$
$A_{j}^{arrow 1},\tilde{B}^{\pm_{-}}\iota_{2,kj}.l,2k1\iota_{2}\Rightarrow\tilde{C}_{j,j,k}1\underline{l}\pm_{2}k\tilde{D}\underline{1}.tEj,k\pm_{2}\underline{1}$

$0$

$\tilde{c}_{j,k}^{\iota-2\iota}\tilde{D},2E^{l2}\tilde{C}_{j,\mathrm{k}}-1Djl^{-}\mathrm{k}j,,kc_{j’}^{l^{-}}jl^{-}1kk$

$\cross$ (4)

この分解法では, 分解過程から名付けられた,

”Alternative decomposition(双方向分解)[8], 別名 :
Twisted factorization(ツイスト分解)[9]”が行われ
る. 双方向分解は, 単–の連立方程式に対して CG
法など反復解法の前処理の並列化に使用されている
[8] [9].
本研究では, この分解法を複数の連立–次方程式
を解くための直接法に応用し, ベクトル計算機の計
算効率を改善するようなアルゴリズムへと更に改良
することを考える.
一般に, ベクトル計算機を用いて問題を解く場合,

ベクトル長を十分に長くすると計算機性能を引き出
すことができる [2]. 計算機性能が飽和するに至ら
ない程度のベクトル長においては, その長さを 2倍
にすることで計算効率の向上が期待できる. そこで
本研究では, このベクトル計算機の–般的なアーキ
テクチャ特性を念頭に, 式 (4) の双方向分解の

$\hat{P}_{j,k}\hat{Q}_{j,k}$ に対して, 中央から上下に二分割し, 下
半分め要素を 180度回転してベクトル化方向の要素
へ組み込むことでベクトル長を倍増させる. 本研究
の中では, この解法を Rotated Alternative $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分
解法 (以下, Rotated ALU分解法と略記) と呼ぶ
ことにする. 詳細は以下の通りである.
図 1は, $\hat{P}_{1,1}$ に対する双方向分解 (左) と Rotated

ALU 分解 (右) をイメージで表現したものである.
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$\mathrm{j}=1.\cdot k=1$ $\mathrm{i}=z_{i^{k}=}t$

$\downarrow[_{\backslash }\searrow\backslash -\mathrm{I}$ $]\mathrm{i}=l\downarrow[\backslash \backslash \backslash$

$]$

$\overline{8}$

$\mathrm{i}=\mathrm{I}$ .
$\mathrm{i}=l$ . 五

$\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}*\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}1l\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}i_{\mathrm{V}}\mathrm{e}$

$\mathrm{F}\in$.ロロしし $\mathrm{R}$みみるるここ $\mathrm{B}\mathrm{V}$ ココ

decomposition $\mathrm{L}\mathrm{U}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\Psi \mathrm{O}*i\mathrm{t}i.\mathrm{o}\mathrm{n}$

$\overline{8\Xi*}$

$\mathrm{I}=Cl*12/Z$ $l=\zeta \mathrm{I}*\mathit{1}y/z$

図 1; 双方向分解 (左) と Rotated ALU 分解 (右)
のイメージ

図中の実線, 点線は左右の図で各々対応しており,
矢印は $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解の順序を表している. Rotated ALU
分解では, $\hat{P}_{1,1}$ を上下に分割し 2, 下半分要素を図
1の通り 180度回転して $j=1$, $j=2$ とする.
$\hat{Q}_{1,1}$ についても同様である.
行列群 $\hat{P}_{j,k}$ (ここで, $j=1,$ $\ldots,$ $m;k=1,$ $\ldots,$

$n$ )

に対する Rotated ALU 分解では, 上半分要素だ
けを並べて $j=1,$ $\ldots,$

$m$ を形成し, 下半分要素を
180度回転して $j=(m+1),$ $\ldots,$

$2m$ を形成し, $j$

方向をベクトル化する. これを $k=1,$
$\ldots,$

$n$ につい

て行う. 行列群 $\hat{Q}_{j,k}$ についても同様である.
プログラム 1と同様に前進消去の様子を次に示す.

parameter $(\mathrm{i}\mathrm{x}=(l+1)/2, \mathrm{i}\mathrm{y}=2m, \mathrm{i}\mathrm{z}=n)$

dimension ($\mathrm{A}(\mathrm{i}\mathrm{y},\mathrm{i}\mathrm{z},\mathrm{i}\mathrm{X},5,5)$ , B(iy,iz,ix,5,5),
$\mathrm{c}$ C(iy,iz,ix,5,5), D(iy,iz,ix,5,5), $\mathrm{E}(\mathrm{i}\mathrm{y},\mathrm{i}_{\mathrm{Z}},\mathrm{i}_{\mathrm{X}},5,5))$

do 2 $\mathrm{i}=1,\mathrm{i}\mathrm{x}$

do 2 $\mathrm{k}=1,\mathrm{i}\mathrm{z}$

do 2 $\mathrm{j}=1,\mathrm{i}\mathrm{y}$

$\tilde{B}_{\mathrm{j},k}:=B_{\dot{j},k^{-}}A:_{k}j,\mathrm{x}\tilde{D}_{j,k}|-2$

$\tilde{C}_{\dot{\mathrm{j}},k}=C^{*}-j,kA^{i}j,k\cross\tilde{E}_{j,k}^{l-2}-\tilde{B}_{j,k}^{i}\cross\tilde{D}_{j,k}^{i-1}$

$\tilde{D}_{j,k}|=(\tilde{C}_{j,k}|)^{-1}\cross(D_{j,k}|-\tilde{B}_{j,k}|\cross\tilde{E}_{j,k}:-1)$

$\tilde{E}_{j,k}:=(\tilde{C}_{j}|,)k-1\mathrm{x}E_{j,k}|$

$\tilde{b}_{j,k}^{1}=(\tilde{c}|)j,k-1$

$\cross(b|k-j,A_{\dot{j}},k\cross\tilde{b}_{j,k}^{*-2}-B_{\dot{j}},k\cross\tilde{b}_{j,k}^{-1})$

$2$ continue

プログラム 2 Rotated ALU 分解法

図 2: 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法と Rotated ALU 分解法と
の計算時間の比較

題で扱うサイズに基づいた, 様々なベクトル長に対
する計算時間を測定した.

2.3.1 実験内容

係数行列 $\hat{F}_{j,k}$ を構成するブロック小行列は,
Frank 行列を基に $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解できるよう作成した. 真
の解町,kは, 乱数を用いて作成した. 右辺項転 k は,
$\hat{F}_{j,k}$ , 町,k と式 (1) を用いて作成した. また, 様々
なベクトル長に対しても, 全要素数 $(l\cross m\cross n)$

は–定となるように, $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解する $i$ 方向の要素
数は固定し $(l=63)$, それ以外の方向は $m\cross n=$

2400 (一定) となるように $m$, $n$ を変化させた (表
1). 本実験では, $j$ 方向をベクトル化した.
時間計測は, 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解と Rotated ALU 分

解による連立–次方程式の求解部分に対して実施し
た. 計算機は, 富士通 VPP500の $1\mathrm{P}\mathrm{E}$ を用いた.

2.3.2 実験結果

計算時間を, 図 2に示す. 横軸は, $j$方向の要素
数を表し, 縦軸は, 計算時間 [msec] を表しており,

表 1のサイズにおける計算時間をプロットした. こ

の時間を基に計算時間比をグラフにしたのが, 図 3で
ある.

2.3 数値実験 1

ここでは, 従来の LU 分解法と Rotated ALU
分解法とを比較した結果を示す. 実験では, 流体問

表 1: 実験モデル

2プログラミングでは, テクニックとして, 1の偶奇や $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分

解でのデータ参照に応じて二分割後の $i$要素ににダミー領域を設
ける.
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3.1 Rotated ALU 分解法の適用上の問

$\overline{\tau\approx \mathrm{F}*oe5g*=\mathrm{s}\Xi \mathrm{c},’.}$

題点

式 (1) において係数行列 $\hat{G}_{j,k}$ が式 (6) で表され
るとき, 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法を用いると次式 (7) のよ
うに分解される. このとき, 行列群 $\hat{G}_{j,k}$ の周期境
界要素により, 式 (7) 中の $\star$ 印で示した ffll-in を

生じる [1] $\cdot$ ffll-in とは, 分解前の係数行列ではゼ
ロであった要素が, 厳密な分解により非ゼロになる
ことである.

$\hat{G}_{j,k}=$ .

図 3: 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法と Rotated ALU 分解法と
の計算時間比

これらから, 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法に比べて Rotated
ALU 分解法では, 最高 30% 程度まで計算時間が短
縮したことがわかる.

. 解の精度に関して, 単精度で計算を行ったところ,

表 1の全モデルに対して, 両アルゴリズムの誤差の
オーダーは式 (5) に示す通りであり, このテスト問
題において同等の精度であることが分かった.

$\frac{\Sigma|_{X_{j,k}}-\overline{x}_{j},k|^{2}}{\Sigma|x_{j,k}|^{2}}$ $\sim$ $o(10^{-6})$ (5)

$x_{j,k}$ : 真の P\nu f $\overline{x}_{j,k}$ : 数値解

3 係数行列に周期境界要素を持つとき

ここで, 係数行列 $\hat{G}_{j,k}$ は式 (6) のとおりである.

式 (6) において周期墳界要素は, $A_{j,k}^{1}$ , $B_{j,k}^{1}$ , $A_{j,k}^{2}$ ,
$E_{j,k}^{\iota_{-}1}$ , D圏 k’ E悔である

.
$\hat{G}_{j,k}=$

$[_{02}^{A}E_{jk,i}^{l-}1^{\cdot}, \cdot..\cdot’ A_{j}^{l}.,--Al-B|.2B_{j,.j,..j’,k.j,..\cdot.\cdot...\cdot.j’ k}DE^{l’}C_{j,k,2}^{1}D1E1...\cdot.\cdot\ldots A_{j,..j}^{1}i^{k}3j’,kjB^{3}{}_{k}C2D^{2},.Ejj,kk.jkj{}_{k}C_{jk}3.D_{j}3.Ek.j,kj,kj2kk.j,k..,,,\cdot.0_{l^{-}}3k1c^{l2}Dl.,-2E_{j,k}B_{j}^{l1}A^{l}B\frac{-k}{k}kCD_{j,k}^{l1}j,kjf1j,lkkAB^{1}{}_{k}C_{j’}2l^{-2}.-,\cdot kk]$

(6)

叫 k
$B_{j,k}^{2}\tilde{C}_{j,k}^{2}$

$A_{j,k}^{3}\tilde{B}_{j}^{3},{}_{k}\tilde{C}_{j,k}^{3}$

$0$

$0$
$A_{j,k}^{l-2}\tilde{B}^{l-2}\tilde{C}j,k\mathrm{j}\iota_{k},-2$

$\tilde{E}_{j}^{l-1},k$ $\star$ $\star$ . . . $\star$ $A_{j,j}^{1-1}k\tilde{B}^{\iota_{k}1},-\tilde{C}_{j,k}l-1$

$D_{j,k}^{l}\tilde{E}_{j,k}^{l}$ $\star$ . . . $\star$ $\star$ $A_{j,k}^{l}\tilde{B}_{j,k}^{l}\tilde{C}_{j,k}^{l}$

$\cross\{$

$I\tilde{D}^{1}\tilde{E}^{1}j,kj,k$

$0$
$\tilde{A}_{j,k}^{1}\tilde{B}_{j,k}^{1}$

I $\tilde{D}_{j,k}^{2}\tilde{E}_{j,k}^{2}$

$\star\star$

$\tilde{A}_{j,k}^{2}\star$

I $\tilde{D}_{j,k}^{3}\tilde{E}_{j,\mathrm{k}}^{3}$ ..$\cdot$ :.
. . . . . . . . . $\star$ $\star$

$\star$ $\star$

I $\tilde{D}_{j,k}^{\iota_{-}2}\tilde{E}_{j}^{\iota_{-\mathrm{i}}},k$

$0$ I $\tilde{D}_{j,k}^{l-}$

$I$

(7)

方, 求解時間を短縮する観点から, 従来の LU
分解法の代わりに前章で提案した Rotated ALU 分
解法を適用すると有効である. この分解法は,

Twisted factorization (ツイスト分解) [9] を基に,

ベクトル計算機の性能を引き出すように改良を加え
た解法であり, ツイスト分解が不可能な問題に対し
ては, Rotated ALU 分解法の適用も不可能である.
ところが, $\hat{G}_{j,k}$ を係数行列とする問題に対して

ツイスト分解法を適用するとき, 周期境界要素のた
めに, 前進消去の過程において式 (8) 中の $\star$ 印で示

す五 ll-in を生じる. 前進消去が対角方向の両端か
ら始まり中央で完了した時, fill-in による要素の
ために, 解くべき方程式の未知数の数が方程式数を
上回る. このため, 後退代入の段階では中央におい
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$\text{て方程式は解けない}$ . すなわち, 式 (8) の方法では
Rotated ALU 分解法を用いた求解は不可能である.

$\hat{G}_{j,k}=$

と置き, ブロック 5重対角行列群と周期境界要素と
に分離して後者を 2 っのブロックベクトルの積とし
て表すことにする. この時, 係数行列 $\hat{G}_{j,k}$ は次の

ように変形される.

$\cross[_{\star}^{I}\tilde{E}^{l-1}\star..\cdot,-\star\tilde{A}_{j}^{l}2\tilde{B}\iota,2\tilde{D}_{j,j,j,k}jkj\star\star 0’ 0’ II\star\star i0\tilde{E}^{l}klk\tilde{D}_{j,k}1\tilde{D}_{j,I’}^{2}\tilde{E}2.\cdots..,\star\tilde{E}_{j}1kk.j\tilde{D}^{3}.\tilde{E}_{j,k}3.\cdot.\star j,kk..Ikj\tilde{A}^{l^{-}}-1\tilde{B}^{l}-1I0.\cdot\tilde{A}j,kj,’ k0kk\tilde{A}j,k0l\tilde{B}_{j,k}\tilde{B}1I\star\star\star]\star\star\tilde{A}j21k$

(8)

3.2 $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\Gamma \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}-\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{W}_{0}}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{y}_{\mathit{1}^{\backslash }}^{\text{ノ}}\backslash$

式の適用について

本研究では, Rotated ALU 分解を用いる上での
この問題点を解決するために, $\hat{G}_{j,k}$ への前処理と
して Sherman-Morrison-Woodbury (SMW) 公

式 [3]

$(P+UV^{t})^{-1}$

$=$ $P^{-1}-P^{-}1U(I+V^{t}P^{-1}U)^{-1}VtP-1$

(9)

を利用する方法 $(\mathrm{S}_{\mathrm{P}}1\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{W})[10]$ を考える.
以下にその方法を示す. ここで,

$\check{C}_{j,k}^{1}$ $=$ $C_{j,k}^{1}-A_{j,k}1$ ,
$\check{D}_{j,k}^{1}$ $=$ $D_{j,k^{-B}j,k}^{1.1}$ ,

薩 k $=$ $C_{j,k}^{2}-A_{j,k}2$ ,

$\check{c}_{j,k}^{\iota_{-}1}$ $=$ $C_{j,jl}^{1_{-}1l-1}k-Ek$
’

$\check{B}_{j,k}^{l}$ $=$ $B_{j,k^{-D}j,k}^{ll}$ ,
$\check{C}_{j,k}^{l}$ $=$ $c_{j,k^{-E}j,k}^{l1}$ . .

$\hat{G}_{j,k}=$

$\backslash [^{B^{2}\check{C}.D^{2}.E^{2}}A_{j}^{3}B_{j’}^{3},.C.3.’.D_{j,k}^{3}..\cdot.\cdot.\cdot E^{3}.\cdot...\cdot...\cdot..\cdot.\cdot,,\cdot...,,\cdot]\check{c}^{1},,\check{D}^{1}jk.j,kj)kjk\mathrm{o}j|A^{l1}-B\frac{-k}{k}\downarrow\check{C}ll1D2k.j,k.jk.jE_{j,k}^{1}k..’ k..\cdot.\cdot,\cdot 0ABjkkjj\iota_{-}2|-2j,k.j,kj,jkCDl2l-2E^{\iota_{-2}}A_{j}^{l}\check{B}_{j}ki^{-}lkjk\check{C}j’,k\iota j,k-1k$

$+[_{00}^{A_{j}^{1}}E_{j,k}^{l1}D^{\cdot}.\cdot.\cdot.\cdot..E_{j}0’,\cdot \mathrm{o}_{k}\mathrm{o}_{l^{-}}^{k}AjkB^{1}j.\cdot.\cdot..\cdot.\cdot’,kj,k\mathrm{o}_{l}2$

$.0000^{\cdot}$

. .

$\cdot...$

.

$\cdot..\cdot$

.

$\cdot..\cdot$

.

$\cdot...\cdot$

$...\cdot$

.

$\cdot...$

.

$\cdot...\cdot$ $....\cdot$ $....\cdot$

.

$0...A^{1}\mathrm{o}.\mathrm{o}.\cdot....\cdot.\cdot,A^{2’}0D_{j}lE_{j}0E_{j1}^{l-1}000\mathrm{o}_{k}j,kj.\cdot...\cdot.\cdot|kkB^{1}0j.’,kk]$

$=$ $P+[_{E_{jk}^{l1}}^{0A^{2}}A_{j}1.\cdot.\cdot..\cdot.\cdot,B^{1}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.,]DE\mathrm{o}_{i^{-}\iota}0j|kj,kkj0\mathrm{o}\mathrm{o}_{k}j,k$

$=$ $P+[U_{1}U_{2}]$ $=P+UV^{t}$ .

(10)

したがって, 式 (1) は,

$\hat{G}_{j,k^{X}j,k}$ $=$ $(P+UV^{t})X_{j,k}=b_{j,k}$ , (11)

$x_{j,k}$ $=$ $(P+UV^{t})^{-1}b_{j,k}$ (12)

と表わされる.
式 (12) に式 (9) を適用すると, 式 (1) の解は,
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$x_{j,k}=\{P^{-1}-P^{-1}U\langle I+V^{\mathrm{t}}P^{-1}U)-1VtP^{-1}\}b_{j,k}$

$=\{I-Z(I+V^{l}Z)^{-1}Vt\}P^{-}1b_{j,k}$

$=$. $\{I-[z_{1}z_{2}](I+[Z_{1}Z_{2}])^{-1}\}P^{-1}b_{j,k}$

\={o}

$=\{I-[z_{1}z_{2}]\}y_{j,k}$ $\underline{\dot{\frac{\in}{\succ}=\mathrm{g}\alpha}\underline{*}}$

$\frac{@}{\dot{\mathrm{o}}}$

(13)

から求められる. ここで,

$y_{j,k}$ $=$ $P^{-1}b_{j,k}$ , (14)
$Z$ $=$ $P^{-1}U$ , (15)
$Z$ $=$ $[Z_{1}Z_{2}]$ , (16)

.

(17)

である.

以上から, 式 (13) の通り前処理を行ったことに
より, 式 (1) は $P$ を係数行列とする連立–次方程
式 (14), (15) を解くことに帰着されたことがわか
る 3. また, $P$ は周期境界要素を持たないブロック
5重対角行列群であるため, これらの式に対して Ro-
tated ALU 分解法を適用することが可能となった
[5]. 本研究では, この解法を $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{W}+\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$

ALU 分解法と呼ぶ.

33 数値実験 2

ここでは, 式 (6) を係数行列にもつ連立–次方
程式に対して, 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法と $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{W}+$

Rotated ALU 分解法とを適用した結果を示す. 実
験方法および使用計算機は, 数値実験 1と同様であ
るが, 数値実験 2に特有の箇所のみ説明する.

331 実験内容

係数行列 $\hat{G}_{j,k}$ を構成するブロック小行列は,

Frank行列を基にして $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解できるよう, かつ,

式 (9) における $P$ と $(I+V^{t}P^{-1}U)$ が正則となる

よう作成した. 真の解 xあ k は, 乱数を用いて作成
した. 右辺項 bj, $k$ は, $\hat{G}_{j,k}$ , 勺,k と式 (1) を用いて
作成した. 実験モデルは, 表 1の通りであり, $i$ 方

向をベクトル化した.
時間計測は, 式 (7) に示した従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法と,

$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{W}+\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ ALU 分解法を用いた解法
による連立–次方程式の求解部分に対して実施した.

3.式 (17) は 2 ブロック $\mathrm{x}2$ ブロックの連立–次方程式であ

り, ブロック $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解を用いて計算する.

図 4: 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法と $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{W}+\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$

ALU 分解法との計算時間の比較

$\lrcorner\supset\wedge\infty\triangleleft\frac{\overline a\mathrm{c}}{\overline\infty}\overline{\lrcorner\supset\sim \mathrm{O}.}$

$\frac{\simeq}{\theta}\vee$

$oe\vee*\circ$

$\frac{\succ\frac\in\frac\overline{\frac{\alpha}{\S 3}}\mathrm{g}}{\circ\varpi}$

.

図 5: 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法と $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{W}+\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$

ALU 分解法との計算時間比

332 実験結果

計算時間を, 図 4に示す. 横軸は, $i$方向の要素
数を表し, 縦軸は, 計算時間 $[\sec]$ を表しており,

表 1のサイズにおける計算時間をプロットした. こ

の時間を基に計算時間比をグラフにしたのが, 図 5で
ある (図中では, $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{W}+\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ ALU
分解法を $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}+\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{L}\mathrm{U}$ と略記している. )

以上から, 従来の LU 分解法に比べて Rotated
ALU 分解法では, 35\sim 40% 程度まで計算時間が
短縮したことが分かった.

解の精度に関して, 単精度で計算を行ったところ,
表 1の全モデルに対して, 両アルゴリズムの誤差の
オーダーは式 (18) に示すとおりであり, このテス

ト問題において同等の精度であることが分かった.
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$\frac{\Sigma|x_{j,k}-\overline{x}_{j},k|^{2}}{\Sigma|x_{j,\mathrm{k}}|^{2}}$ $\sim$ $o(10^{-6})$ . (18)

$x_{j,k}$ : 真の K $\overline{x}_{j,k}$ : 数値解

4 まとめ

本研究では, 流体計算に現れるブロック 5重対角
行列群を係数行列とする大規模な複数の連立–次方
程式に対して, ベクトル計算機を用いて効率的に求
解するためのアルゴリズムを提案し, 数値実験によ
りその効果を示した.
. 第 2章では, Rotated ALU 分解法についてアル
ゴリズムの詳細を説明し, 数値実験により従来の LU
分解法と比較を行った. その結果から, Rotated ALU
分解法は, ベクトル計算機の性能を更に引き出すア
ルゴリズムであり, 計算精度も保持していることが
確認された. 流体の問題に限らず他の問題について
も, 同様な対角要素に対して対称構造を持つ行列群
に対してベクトル計算機で解く場合は, Rotated ALU
分解法を用いることを提案する.
第 3章では, 係数行列が周期境界要素を伴う場合

の大規模な複数の連立–次方程式を解く問題を扱っ
た. この場合, Rotated ALU 分解法を適用するた
めに, 周期境界要素とブロック 5重対角行列群とを
分離し, 前処理として SMW を用いる方法を提案
した. また, 数値実験により, 従来の $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解のみ
の求解方法と比較して, $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{W}+\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ ALU
分解法は計算時間を短縮することができ, 計算精度
も保持していることが数値例で確認された.
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A ベクトル計算機の特性について

本研究では, ベクトル計算機の–般的な特性に着
目した解法を提案した. そのベクトル計算機の特性
について説明する.

dimension $(\mathrm{A}(\mathrm{n}), \mathrm{B}(\mathrm{n}),$ $\mathrm{C}(\mathrm{n}).)$

do 3 $\mathrm{i}=1,\mathrm{n}$

$\mathrm{A}(\mathrm{i})=\mathrm{A}(\mathrm{i})+\mathrm{B}(\mathrm{i})*\mathrm{c}(\mathrm{i})$

$3$ continue

プログラム 3 ベクトルどうしの演算

プログラム 3を実行する場合, スカラー計算機で
は, $do$ ループに対し $A(i)$ , $B(i)$ , $C(i)(i=1, \ldots, n)$

の 1要素ずつをメモリからレジスタヘロードし, $i=$

$1$ から $i=n$ まで逐次的に演算する.
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方, ベクトル計算機では, $do$ ループに対して
データ列 $A(i)$ , $B(i)$ , $C(i)(i=1, \ldots, n)$ を, 各
配列の $n$ 要素分を–度にメモリからベクトルレジ
スタヘロードし, データ列のまま演算する. この時,
配列の要素数 $n$ .をベクトル長と呼び, 1 っのベク
トル命令でベクトル演算を実行する要素数を表す.
ただし, 要素数 $n$ がベクトルレジスタの容量を超
過する場合, このロードやベクトル演算は, 数回 $(m$

回とする) に分割されて繰り返される. この時, 分
割された後の要素数 ($n/m$ 回) をベクトル長と呼
ぶ.

行列積など, 配列どうしの演算のために多重ルー
プとなっている場合は, 最内ループがベクトル演算
の対象となる. プログラム 4では, $i-$ ループに対
してベクトル演算されている.

parameter $(\mathrm{i}\mathrm{x}=l, \mathrm{i}\mathrm{y}=m, \mathrm{i}_{\mathrm{Z}n}=)$

dimension $(\mathrm{A}(\mathrm{i}\mathrm{x},\mathrm{i}\mathrm{y})$ , B(ix,iz), $\mathrm{C}(\mathrm{i}_{\mathrm{Z}},\mathrm{i}\mathrm{y}))$

do 4 $\mathrm{j}=1,\mathrm{i}\mathrm{y}$

do 4 $\mathrm{k}=1,\mathrm{i}\mathrm{z}$

do 4 $\mathrm{i}=1,\mathrm{i}\mathrm{x}$

A(ij) $=$ A(ij) $+\mathrm{B}(\mathrm{i},\mathrm{k})$ *C(kj)
4 continue

プログラム 4 行列積

プログラム 4を取り上げ, ベクトル長に対する計
算性能を測定した結果が, 図 6である. ここで, 横
軸の値がベクトル長である. 使用した計算機は, 本
研究の数値実験で使用した, 富士通 VPP500/1PE
(ピーク性能 $1600[\mathrm{M}\mathrm{F}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{s}/\mathrm{P}\mathrm{E}]$ ) である.

図 6: ベクトル長に対する計算性能の様子

この結果から, ベクトル長が長くなるにつれて計
算勅率が向上していることがわかる.
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