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概要

Steffensen の反復法は導関数を用いない反復解法で, 非線形方程式 $x=\phi(x)$ の

実数根の–つを求めるのに用いられる. 本稿では Steffensen 型の新しい反復解法を
提出する. $k$ 次 Shanks 変換を効果的に利用し反復法を定式化する. $k=1$ のときは
Steffensen の反復法に帰着する. 新しい反復法の収束次数は $\phi’\neq 0,$ $\pm 1$ のとき $k+1$

次であり, $\phi’=0,$ $\psi^{N}\neq 0$ のときには $(k+2)2^{k-1}$ 次となる. なお, Shanks 変換の計
算では, $\epsilon$-アルゴリズムの助けにより行列式の直接的な計算を回避している. また, 新
しい反復法が Newton 法や Steffensen の反復法より計算量の点でも優れている場合
があることを例示する.

1 序論
1元の非線形方程式 $x=\emptyset(x)$ の実数根の–つを求める反復解法について考察する. 最
も単純な反復解法では, 関数 $\phi(x)$ を用いて反復計算

$x_{n+1}=\phi(x_{n})$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ (1)

を行う. 得られる数列 $x_{n}$ が極限 $\alpha$ をもっとき, $\alpha$ は解の $-$つとなる. 反復関数 $\phi(x)$ が
$|\phi’(\alpha)|<1$ を満たすとき, 数列 $x_{n}$

,

は解 $\alpha$ に局所収束する.
Steffensen の反復法 [9]

$x_{n+1}=\Phi(x_{n})$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ ,

$\Phi(x.)\equiv$.

$X- \frac{(\phi(_{X})-x)^{2}}{\phi(\phi(X))-2\phi(_{X})+X}$

(2)

は 2次収束する反復解法である. 局所収束条件として, $|\phi’(\alpha)|<1$ は必ずしも必要ではな
い [7, pp. 241-246].
. ここで, Steffensen の反復法と Newton 法との関連をみたい. まず, $f\equiv\phi-x$ とおいて,
解くべき問題を $f(x)=0$ とする (図 1参照). さらに, $h\equiv f(x_{n})$ とおけば Steffensen の
反復法 (2) は

$x_{n+1}=X_{n}-f(_{X_{n}})/( \frac{f(_{X_{n}+}h)-f(Xn)}{h})$
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と書ける. 右辺の分母を $f’(X_{n})$ の近似値とみなし形式的に $harrow \mathrm{O}$ とすれば Newton 法に
移行する. しかし, Newton 法の収束に関する Fourier 条件 [7, pp. $70_{-}74$] と Steffensen の
反復法の収束条件 [4, pp. 93-95] とは異なることに注意したい.

. Steffensen の反復法は, Aitken の加速公式 [1] を利用することで, 導関数を用いることな
く 2次収束を実現している. 加速法とは, ある収束の遅い数列 $A_{n}$ が与えられたとき, そ
の数列に適当な変換を施すことで, より速く同じ値に収束する数列 $B_{n}$

.
を得る方法である.

Aitken の加速公式は

$B_{n}=A_{n}- \frac{(\Delta A_{n})^{2}}{\Delta^{2}A_{n}}$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ (3)

により与えられる. ただし, $\Delta A_{n}$ $\equiv A_{n+1^{-}}A_{n}$ である. 注意すべきは, Aitken の加速公式
を加速法として用いるときには, 数列は本質的に 1次収束するにすぎないことである [10,
pp. 265-268]. :

.

本稿では, Aitken の加速公式 (3) の代わ
りに, その拡張である Shanks 変換を反復
関数に用いることで, Steffimsen の反復法
を拡張する. 高次収束する反復解法の定式
化を試みる. なお, 任意の収束次数を持つ
反復解法には, Newton 法の拡張である [3]
等の方法がある.
本研究で提出する反復解法は, 講究録 [6]
で既に報告しているが, そこでは収束次数
に関する定理の証明を省略している. 本稿
ではその証明を与える. また, Kepler 方程
式の数値計算例を通じて, 新しい反復法が 図 1: Steffensen の反復法
Newton 法や Steffensen の反復法より計算
量の面で優れている場合があることを示す.

2 Shanks 変換による数列の加速法

$A_{n}\mathrm{B}\text{ら}\backslash \text{数}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{S}\grave{\wedge}\text{ノ}T\text{換}i^{1\mathrm{J}}B_{n}\mathrm{f}$

8] $\#\mathrm{h}$ Aitken の加速公式を拡張したもので, ある自然数 $k$ について, 数列
$k)$ への変換公式

$B_{n}^{(k)}=H_{k+1}(A_{n})/H_{k}(\Delta^{2}A_{n})$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ (4)

として与えられる. ただし, $H_{k}(A_{n}),$ $Hk(\Delta^{2}A_{n})$ は

$H_{k+1}(A_{n})=$

$A_{n}$ $A_{n+1}$ ... $A_{n+k}$

$A_{n+1}$ $A_{n+2}$ ... $A_{n+k+1}$

. . ... .
$A_{n+k}A_{n+k+1}^{\cdot}\ldots A_{n+2k}$

$\mathrm{I}^{k+1}$ , $H_{k}(.\Delta^{2}A_{n})=\mathrm{I}^{k}$

で定められる Hankel 型行列式である. $k=1$ のとき (4) は Aitken の加速法に他ならない.
Aitken の加速法と同様に Shanks 変換でも, $A_{n}$ の収束次数が 1次であれば, $B_{n}^{(k)}$ の収束
次数も 1次である.
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なお, \epsilon -アルゴリズム [11] と呼ばれる計算法を用いれば, 変換公式 (4) の行列式を直接計
算する必要はない. 具体的には, まず $\epsilon_{-1}^{(n)}=0,\mathit{6}0^{n)}=A_{n}((n=0,1,2, \ldots)$ と定め, 漸化式

$\epsilon_{j+1}^{(}=n)(n+1)\epsilon-1+\frac{1}{\epsilon_{j}^{()}-n+1\epsilon^{()}jn}j$ ’ $j=0,1,2,$ $\ldots$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ (5)

から $\epsilon_{j}^{(n)}$ の列を計算する. すると $B_{n}^{(k)}=\epsilon_{2k}^{(n)},$ $n=0,1,2,$ $\ldots,$ $.\text{より加速数列が得られる}$ .
ちなみに, \epsilon -アルゴリズムによって $B_{n}^{(k)}$ を得には $k(2k+2n+1)$ 回の乗除算が必要である.

3 Shanks 変換による反復解法
.

Steffensen の反復法 (2) の拡張を行う. Aitken の加速公式 (3) の代わりに $k$ 次 Shanks
変換 (4) を利用して, 反復計算

$x_{n+1}=\Phi_{k}(X_{n})$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ ,
$\Phi_{k}(x)\equiv A$

.
$k(X)/B_{k}(x)$ (6)

を導入する. ただし,

$A_{k}(X)\equiv|_{\phi_{k}}^{\phi 0}\phi_{1}.\cdot$

.
$\phi_{k1}\phi_{2}\phi_{1}.\cdot.+$

$\cdot.$ .
$\phi_{k}\phi_{2^{+1}}\phi_{k}.\cdot.k$ $1^{k+1}$ , $B_{k}(x)\equiv\}k$ ,

$\phi_{0}(x)\equiv x$ , $\phi_{j+1}(x)\equiv\phi(\phi_{j}(x))$ , $j=0,1,$ $\ldots,$ $2k-1$ ,
$\Delta^{2}\phi_{j}(x)\equiv\phi_{j+2}(x)-2\emptyset j+1(x)+\phi_{j}(x)$ , $j=0,2,$ $\ldots,$ $2k-2$

と定める. 以下では,反復関数 $\Phi_{k}(x)$ による非線形方程式 $x=\emptyset(x)$ の反復解法を考察する.

4 Shanks 変換による反復解法の収束次数
$k$ 次 Shanks 変換を用いた反復解法について次の定理が導かれる.

定理 1. $\phi(x)$ が $C^{k+1}$ 級であり, かつ $\phi’(\alpha)\neq 0,$ $\pm 1$ ならば, $k$ 次 Shanks 変換を用いた
反復法 (6) により定まる数列 $x_{n}$ は $\alpha$ に少なくとも $k+1$ 次収束する.
証明. $x=\phi(X)$ の解を $0$ と仮定しても –般性は失われない (証明略) ので, 以後解は $0$

とする. 反復関数 $\Phi_{k}(x)$ を $x=0$ まわりで Taylor 展開し主要項を求める.
$\phi(x)$ の微係数を $c_{n}\equiv\phi^{(n}$ ) (0) $(n=1,2, \ldots)$ とする. ただし, 関数の上付き添字は微分の
階数を表わす. 新しい関数 $a_{m,j}(x),$ $b_{m,j}(x)$ を

$a_{1,j}\equiv\phi_{j}$ , $m=1$ , $j=0,1,$ $\ldots,$
$2k$ ,

$a_{m+1,j}\equiv a_{m,jj-1}-C_{1^{m}}am,$ , $m=1,2,$ $\ldots,$
$k$ , $j=m,$ $m+1,$ $\ldots$ , $2k$ , . (7)

$b_{m,j}\equiv a_{m,j+2}-2a_{m,j+1}+a_{m,j}$ , $m=1,2,$ $\ldots,$
$k$ , $j=m-1,$ $m,$ $\ldots,$ $2k-2$ (8)
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と導入する. 行列式 $A_{k}(x),$ $B_{k}(X)$ は

$A_{k}(x)=|_{a_{k+}}^{a}a_{2,1}.1.\cdot.’ 01,k$
$a_{k+1}a_{2,2}a_{1,1}.\cdot.,k+1^{\cdot}.$

.
$a_{k+,k}a_{2,k1}a_{1,k}.\cdot.1^{+}2$ $(x)$ , $B_{k}(x)=$

$b_{2,1}b_{1,0}$ $b_{2,2}b_{1,1}$

.
$b_{1,k-1}|_{(x)}$

の .
$b_{k,k-1}$ $b_{k,k}$ $b_{k,2k-2}$

と表される.
まず, Steffensen の反復法に相当する $k=1$ の場合を考える. 行列式 $A_{1}.(x)$ の各要素を

Taylor 展開すれば

$a_{1,0}(x)=x$ , $a_{1,1}(x)=c_{1^{X+}} \frac{1}{2}C_{2^{X+}}2\ldots$ ,

$a_{2,1}(x)= \frac{1}{2}c_{2}x^{2}+\cdots$ , $a_{2,2}(x)= \frac{1}{2}C_{1^{2}}C_{2}X+2\ldots$

となる. 直接行列式に代入して

$A_{1}(x)= \frac{1}{2}c1(c_{1^{-}}1)c_{2}X^{3}+\cdots$

を得る. また $B_{1}(x)$ は

$B_{1}(x)=b_{1,0}(X)=(c_{1}-1)^{2_{X}}+ \frac{1}{2}(c_{1^{2}}+c_{1}-2)c_{2}X^{2}+\cdots$

である. よって条件 $c_{1}\neq 1$ から, $xarrow \mathrm{O}$ のとき $\Phi_{1}(x)=O(X^{2})$ となる.
$\text{、}$

一般の自然数 $k$ に対して $\Phi_{k}(x)=O\langle_{X^{k+1}}$ ) を示す. まず, $a_{m,j}(x)$ の主要項を求める.
$a_{m,j}(x)$ は漸化式 (7) と新たに導入する定数 $\beta_{i}^{(m)}$ を用いて

$a_{m,j}(x)= \emptyset j(x)+\sum_{i=1}^{1}\beta i\emptyset(m)(j-iX)m-$ ,
$\beta_{i}^{()i}m\equiv(-1)0<\mathrm{p}1<\cdots<\sum_{<\mathrm{p}:}C_{1}^{\mathrm{p}_{1+_{\mathrm{P}2+}}}m\ldots+p_{i}$ (9)

と表せる. また合成関数 $\phi_{j}(x)=\phi_{j-1}(\phi(x))$ の $n$ 階の導関数は

$\frac{\mathrm{d}^{n}\phi_{j}(_{X)}}{\mathrm{d}x^{n}}=\sum_{r=1}^{n}(\frac{\mathrm{d}^{r}\phi_{j-1}(\emptyset)}{\mathrm{d}\phi^{r}}\sum_{\backslash \backslash }C(q_{1.\cdots,q_{r}})\frac{\mathrm{d}^{q_{1}}\phi(x)}{\mathrm{d}x^{q_{1}}}\cdots\frac{\mathrm{d}^{q,}\phi(X)}{\mathrm{d}x^{q_{\mathrm{r}}}})q+\cdots+0^{1}<q_{r}<\cdots<q_{1}qr=n$

’ $n=1,2,$ $\ldots$

となる. ただし, $C(q1, \ldots, q_{r})$ は $\{q_{1}, \ldots, q_{r}\}$ により -意に定まる正の定数である. 例え
ば, $C(1, \ldots, 1)=1$ である. $n$ 階の微係数 $\phi_{j}^{(n)}(0)$ は, 定数部分を $\gamma_{r}^{(n)}$ とおいてまとめると

$\phi_{j}^{(n)}(0)=C_{1}n\phi_{j}^{()}n-1(0)+\sum_{=r1}^{n-1}\gamma^{(}.r)n\phi(r)(j-1)0$ , $\gamma_{r}^{(n)}\equiv\ldots$

$\sum_{t,\text{縞_{}\mathrm{r}\backslash }<+q=\leq q_{1}n}\ldots c(q_{1}, \ldots, qr)CC\cdots \mathrm{c}_{q}q_{1}q_{2}$

, (10)
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と書ける. (9) と (10) を用いれば, $a_{j,m}^{(n)}(0)$ は次のように変形される;

$a_{m,j}^{(n)}( \mathrm{o})=\phi^{(}jn)(\mathrm{o})+\sum_{i=1}\beta_{i}^{(m)(}\phi_{j-i}n)(0)$

$=(c_{1^{n}} \emptyset_{j}(n)(-10)+\sum_{r=1}\gamma_{r}^{(n)}\phi^{(}j-1(r)\mathrm{I}n-10)+\sum_{1i=}^{m-}\beta i1(m)(c_{1^{n}}\phi^{(n}j-i-1())0+\sum^{n}\gamma_{\mathrm{r}}\phi j-i-1((r0(n)))\mathrm{I}r=1-1$

$=c_{1^{n}}( \phi_{j1}^{(n)}-(0)+\sum^{1}\beta_{i}^{(m})\phi j(n)(0)\mathrm{I}m-i=11--i+\sum_{r=1}^{n}\sim-1\gamma^{(n}r)(\phi_{j-}^{(r)}1(0)+\sum_{i=1}^{1}\beta_{i}^{(m})\phi j(r)(0)\mathrm{I}m-1--i$

$=c_{1^{n}}a_{m,j1}^{(n})-(0)+ \sum n-1\gamma r(n)a-((m,j1)r)0$ . (11)

(7) を $n$ 階微分した式に (11) を代入すると

$a_{m+j}^{(n)(n)}1,(0)=(c_{1}-nc_{1}^{m})a-1(m,j) \mathrm{o}+\sum_{=r1}^{n}-1\gamma^{(n}r)a_{m},-((r)0)j1$ (12)

を得る. ここで, $a_{m,j}(x)=o(X^{m})$ を仮定する. すなわち,

$\{$

$a_{m,j}^{(n)}(\mathrm{o})=0$ , $n<m,$ .
$a_{m,j}^{(n)}(0.)\neq 0$ , $n=m$

とする. (12) と条件 $c_{1}\neq\pm 1$ を用いれば,

$\{$

$a_{m+1,j}^{(n})(\mathrm{o})=0$ , $n<m+1$ ,
$a_{m+j}^{(n)}1,(0)\neq 0$ , $n=m+1$

(13)

が示される. $\cdot$ ゆえに, $a_{m+1,j}(x)=O(X^{m+1})$ を得る. よって, 任意の自然数 $m$ に対して
$a_{m,j}(x)=o(X^{m})$ となる.

方, $b_{m,j}(x)$ については, (8),(11) $,(13)$ と $c_{1}\neq\pm 1$ より,

$\{$

$b_{m,j}^{(n)}(\mathrm{o})=0$ , $n<m$ ,
$b_{m,j}^{(n)}(\mathrm{o})=$

.
$(c_{1}^{m}-1)^{2}a_{m,j}^{(m)}(0)\neq 0$ , $n=m$

が求まり, $b_{m,j}(x)=o(X^{m})(m=1,2, \ldots)$ を得る. .

集合 $S_{n}$ を置換 $\sigma=$ $(_{i_{0}}^{0} i_{1}1 ::: i_{n-1}n-1)$ の全体とする. $a_{m,j}(x)=O(x^{m}),$ $b_{m,j()}x=O(x^{m})$

を用いれば,

$A_{k}(X)= \sum_{+\sigma\in k1}..\mathrm{S}\mathrm{g}\mathrm{n}\sigma\cdot a_{1},i02a,1+i_{1}\ldots ak+1,k+i\mathrm{k}O=(X)s(k+1)(k+2)/2$
,

$B_{k}(_{X})= \sum_{S\sigma\in k}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\sigma\cdot b_{1},i_{0}b2,1+i_{1}\ldots b_{k},k-1+ik-1=O(_{X^{k(1)}}k+/2)$
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を得る. よって, $\Phi_{k}(x)=O(X^{k+1})$ が示された. 以上より, $k$ 次 Shanks 変換を用いた反復
解法は , $\phi’(\alpha)\neq 0,$ $\pm 1$ のとき, $k+1$ 次収束する. 口

定理 1では単純な反復関数 $\phi(x)$ が 1次収束する場合を扱った. $\phi(x)$ が 2次収束
する場合としては, 例えば, 非線形方程式 $f(x)=0$ を Newton 法の反復関数を用いて
$x=\phi(x),$ $\phi(x)\equiv x-f(x)/f’(x)$ と変形する場合が考えられる. このとき次の定理を得る.

定理 2. $\phi(x)$ が $C^{(k+2)}2^{k-}1$ 級であり, かつ $\emptyset’(\alpha)=0,$ $\emptyset’’(\alpha)\neq 0$ ならば, $k$ 次 Shanks 変
換を用いた反復法 (6) により定まる数列 $x_{n}$ は $\alpha$ に少なくとも $(k+2)2^{k-1}$ 次収束する.

証明. 定理 1と同様に解を $x=0$ と仮定する. $\phi_{j}(x)$ の Taylor 係数 $\phi_{j}^{(n)}(0)$ を計算す
る. (10) と条件 $c_{1}=0,$ $c_{2}\neq 0$ より,

$\{$

$\phi_{j}^{(n)}(\mathrm{o})=0$ , $n<2^{j}-1$ ,
$\phi_{j}^{(n)}(0)\neq 0$ , $n=2^{j}$

が求まる. これより, $\phi j(x)=o(X2^{j}),.\Delta^{2}\phi j(x)=o(X^{2^{j}})$ を得る. Hankel 型行列式

$A_{k}(X)= \sum_{+\sigma\in s_{k}1}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\sigma\cdot\emptyset i_{0}\phi 1+i_{1}\emptyset 2+i_{2}\ldots\emptyset k+ik$

の各項の主要項 $\phi i_{\text{。}}\phi_{1+}i1\ldots\phi k+ik=O(X^{2^{i_{0+}}\cdots 2^{k}k})++$
: のうち最も次数が小さい項が $A_{k}(x)$

の主要項となる. $i_{0}=k,$ $i\mathrm{l}=k-1,$ $i_{2}=k-2,$ $\ldots,$
$i_{k}=0$ のとき最低次数となるから, $A_{k}(x)=$

$O(.x^{(1})2^{k})k+$ を得る. 同様にして $B_{k}(x)=O(xk2^{k1}-)$ が求まり, $\Phi_{k}(x)=O(X^{(+})k2)2k-1$ が

示される. 以上より, $\phi’(\alpha)=0,$ $\phi’’(\alpha)\neq 0$ のとき $k$ 次 Shanks 変換による反復解法は
$(k+2)2^{k-1}$ 次収束する. $\square$

5 数値計算例
前節の定理 1,2で証明した収束次数を次の例題 1,2を用いて数値的に示す. 例題 3で

は, Kepler 方程式における収束するパラメータの範囲や計算量の評価を行う.

非線形方程式

$f(x)\equiv e^{-x}-x=0$ , $\alpha=0.56714329040978104129\ldots$

を考える. しかし, 方程式は $x=\phi(X)$ の形でなければならないので, 例題 1では $\phi(x)\equiv$

$f(x)+x$ と定め, 例題 2では Newton 法の反復関数 $\phi(x)\equiv X-f’(X)/f(X)$ を利用する.

例題 1.
$\phi(x)\equiv e^{-x}=x$ .

例題 2.
$\phi(x)\equiv x+\frac{e^{-x}-x}{e^{-x}+1}=X$ .

例題 1,2は定理 1,2の条件をそれぞれ満足する. 単純な反復法 (1) と新しい反復解法
(6) の $k=1,2,3,4$ の場合をそれぞれ用いて数値解法を行う. 任意多倍長精度の計算が
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必要なため Mathematica を利用する. 初期値は $x_{0}=0$ とし, 反復計算の終了条件には
$|f(X_{n}\cdot)|<10^{-1000}$ を採用する.

$\log_{10}|\frac{x_{2}-x_{n}*}{x_{1}-x_{n}}$. $|/ \log_{1}0|\frac{x_{1}-x_{n}*}{x_{0}-Xn^{*}}|$ (14)

を収束次数の近似値とする. 表 1,2に示すように, この近似値は定理 1,2で示した収束次
数の理論値によく合っている. . .

例題 3. Kepler 方程式
$f(x)\equiv x-l-e\sin(x)=0$

を解く. ただし,パラメータ $l$ と $e$ は

$\{$

$l= \frac{\pi}{180}\cross\dot{\iota}$ , $i=0,1,$ $\ldots,$
$180$ ,

$e=0.\mathrm{O}1\cross j$, $j=0,1,$ $\ldots,$ 100

の範囲に設定する.
関数 $\phi(x)$ を $\phi(x)\equiv l+e\sin(x)$ と定め, 単純な反復法 (1), Steffensen の反復法 (2) と新
しい反復法 (6) の $k=3$ の場合を用いて反復計算を行う. さらに, $\phi(x)\equiv x-f(x)/f’(x)$

とおき直し, Newton 法による反復計算も行う. 精度は倍精度とする. 初期値は $x_{0}=l$ と
し, 終了条件には $|f(X_{n*})|<10^{-}13$ を用いる.
単純な反復法は全ての $l$ と $e$ について収束するが, その他の方法では, 図 2で示すパラ
メータのとき収束しない. Newton 法より Steffensen 型の反復法の方が, より多くのパラ
メータの組合せについて解に収束することが分かる.
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次に, 計算量を評価する. 各方法の反復回数の平均,最大回数を表 3に示す. また, 総計
算量は \epsilon -アルゴリズムよりも写像 $\phi$ の回数に大きく依存するため, これも表に記す. た
だし, 表には収束しない場合は除いてある. 写像 $\phi$ の平均回数をみれば, 新しい反復法は
他の方法よりも多くの計算を必要としている. しかし例えば, $l$

. $=18\pi/180,$ $e=0.95$ のと
きには, 新しい反復法の計算量は Newton 法や Steffensen の反復法と比べて少ないと考え
られる. .

1.0
$\backslash ...i^{-}$. $\cdot$

0.8

$.\dot{\mathrm{g}^{0.6}\frac{.\underline{\underline{\circ}}}{\Phi 8\Phi \mathrm{c}}}.0.4$

0.2

000 20 40 $\infty$ 8屋 1屋屋 120 14屋 16屋 18屋
mean $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}|\mathrm{y}l1\mathrm{d}\mathrm{N}1$

(a) Newton 法 (b) Steffensen の反復法
新しい反復法 $k=3$

図 2 例題 3において反復が収束しない球ラメータ $l,$ $e$ の組合せ

6 結論
本稿では, 非線形方程式 $x=\emptyset(x)$ に用いられる Steffensen の反復法の拡張を行った. $k$

次 Shanks 変換を反復関数の定義に利用することで, 高次収束する反復解法を定式化した.
新しい反復解法は導関数を必要としない反復法であり,局所収束性に関して以下の定理が
導かれた. $k$ 次 Shanks 変換による反復法は, $\phi’(\alpha)\neq 0,$ $\pm 1$ のとき $k+1$ 次収束する (定
理 1). $\phi’.(\alpha)=0,$ $\phi’’(\alpha)\neq 0$ のときには $(k+2)2^{k-1}$ 次収束する (定理 2). また, Kepler 方
程式について新しい反復解法は Newton 法に比べて広い範囲のパラメータに対して正し
く解に収束すること, Steffensen の反復法より計算量が減少するケースがあることが確か
められた.
なお, 本研究集会後, 長田直樹先生により, 数列の加速法を利用した反復解法のいくつか

が [2] において紹介されているとの指摘を受けた. [2] の文献によると本稿と同様な反復解
法は [5] で論じられているようである.
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