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無向グラフならびに有向グラフの到達可能性判定問題 (各々

を, UGAP および GAP と略す) は, 1970年代から研究さ

れている古い問題であるが, 領域量が限定された計算過程を

具体的な計算問題という形に表現し直したものであり, 領域

量に関わる計算量理論にとっては中心的な問題である.

本稿ではまず, 無向グラフのパス幅を $\mathrm{p}\mathrm{w}(G)$ で表すとき,

UGAP が決定性 $O(\mathrm{p}\mathrm{w}(G)^{2}\log n)$領域で判定可能であること

を示す. ここで, $n$ は入力として与えられた無向グラフの頂

点数を表す. また, これと同じ結果が GAP についても成立
する. パス幅は最大で $n-1$ になるので, この結果が極めて

良好なものとは言えないが, それでも, パス幅が定数のグラ

フからなるクラスに対しては, UGAP や GAP が決定性対数
領域で判定可能であることを示している. これまで, UGAP
や GAP が決定性対数領域で判定可能となるようなクラスと
しては無閉路的なグラフ (つまり, 森) のクラス以外には知

られていなかった. 従って, 本稿の結果はこれ以外の新たな

クラスを初めて提示している. 更に本稿では, 入力を二本の

道からなるグラフに制限したとしても, UGAP が決定性対
数領域困難 (DLOG-hard) になることを示す. この結果は,

入力対象となる無向グラフの構造をどのように制限したとし

ても, (制限された) UGAP が DLOG より下位のクラス (例

えば, $-\nwarrow^{7}\mathrm{C}^{1}$ や $\mathrm{T}\mathrm{C}^{0}$ など) に属することはないことの強い根

拠を与えている.

本稿では, 無向グラフを単にグラフと呼ぶ. 有向グラフの

辺を有向辺と呼ぶことにするが, 無向グラフの辺は単に辺と

呼ぶことにする. 以下, $G=(V, E)$ を任意のグラフとする.

任意の X. $Y\subseteq V$ に対して, $\mathrm{r}x$ に属するある頂点と $Y$ に

属するある頂点を結ぶ $G$ 上の道」のことを, 以後は単に, 「 $X$

と $\mathrm{Y}$ を結ぶ $G$ 上の道」 と呼ぶ. また更に, $X$ と $Y$ を結ぶ

$G$ 上の道が存在するとき, $Y$ は $X$ から $G$ において (もしく

は, $G$ の上で) 到達可能であるという.
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任意の $U\subseteq V$ に対して, $U$ に属する頂点すべてとこれら

に接続するすべての辺を $G$ から削除して得られるグラフを

$G-U$ で表す. また, 任意の $F\subseteq E$ に対して, $F$ に属するす

べての辺を $G$ から削除して得られるグラフを $G-F$ で表す.

本稿では,「隣接する」 という用語をやや拡大した意味で使
用する. 任意の $X,$ $Y\subseteq V$ に対して, $X$ と $Y$ が隣接すると

は, $X$ のある頂点と $Y$ のある頂点を接続する辺が存在する
か, もしくは, $X$ と $Y$ が共通の頂点を含むときをいう. 更

に, $X\subseteq V$ と $G$ の部分グラフ $H$ が隣接するとは, $X$ と $H$

の頂点集合が隣接するときをいう. また, $G$ の部分グラフ $H_{1}$

と $H_{2}$ が隣接すると言ったときには, 各々の頂点集合が隣接

していることを意味する.

また, 本稿では,「近傍」を普通とは少しだけ異なる意味で用
いる. 任意の $X\subseteq V$ に対して, $G$ における $X$ の近傍 NG (X)
を $N_{G}(X)=\{v\in V : \exists x\in X[vx\in E]\}\cup X$ で定める. ま

た更に, 任意の頂点 $x\in V$ に対して, $N_{G}(\{x\})$ を $N_{G}(x)$ と

略記する.

任意の $X\subseteq V$ に対して, $E_{G}[X]$ を

$E_{G}[X]=\{uv\in E : u\in X\vee v\in X\}$

で定める. 逆に, 任意の $F\subseteq E$ に対して, $V_{G}[F]$ を

$V_{G}[F]=\{v\in V : \exists u\in V[uv\in F]\}$

で定める.

任意の有向グラフ $G=(N, A)$ の基礎グラフ (underlying
graPh) $\hat{G}=(l^{\gamma}, E)$ を $G$ の各有向辺の向きを取り去って得ら

れる無向グラフのことと定める.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\in$ 任意の集合 $A$ に対して, $A$ の部分集合全体を $2^{A}$ で表

す. また更に, 任意の非負整数 $k$ に対して, $2^{A,k}$ を,

$2^{A,k}=\{X\subseteq A : |X|\leq k\}$

と定める.

$\Sigma$ を任意の集合とするとき, $\Sigma$ の要素からなる有限列全体
を $\Sigma^{*}$ で表す. また, $\Sigma^{*}$ に属する任意の列 $a_{1},$ $a_{2},$ $\cdots,$ $a_{m}$ を

( $a_{1},$ $a_{2},$ $\cdots,$
$a_{m}\rangle$ もしくは $\langle a_{i}\rangle_{i=}^{m_{1}}$ で表す. なお, 添え字の範

囲が文脈から明確であるか任意性があるときには, $\langle a_{i}\rangle_{i=1}^{m}$ を
$\langle a_{i}\rangle$ と略記することもある.

整数からなる任意の集合 $N$ に属する整数の中の最大値と

最小値を, 各々, $\max N$ と $\min N$ で表す. I

$\not\in.\overline{\mathrm{g}}.,\ovalbox{\tt\small REJECT}-:_{\sim:}=.i,p\cdot,:,i.j_{ij}..,:,..jXG=(V_{)}E)$ を任意のグラフとし, $\alpha=(V_{1},$ $V_{2}$ ,
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.. . , $V_{m}$ ) を $V$ の部分集合からなる任意の列とする. この列
が $G$ のパス分解 (path decomposition) であるとは, 次の条

件が成り立つときをいう.

(1) $\bigcup_{i}V_{i}=V$ .
(2) 任意の辺 $uv\in E$ に対して, ある瑳が存在して, $u,$ $v\in V_{i}$

が成り立つ.

(3) 任意の $i,$ $j,$ $k(1\leq i\leq i\leq k\leq m)$ に対して, $V_{i}\cap V_{k}\subseteq V_{j}$

が成り立つ.

このパス分解 $\alpha$ のもとでの $G$ のパス幅 pwo $(G)$ を

$\mathrm{p}\mathrm{w}_{\alpha}(c)=\max\{|V_{i}|-1 : 1\leq i\leq m\}$

と定める. また更に, $G$ のパス幅 pw(G) を
$\mathrm{p}\mathrm{w}(c)=\min\alpha \mathrm{P}\mathrm{w}_{\alpha}(G)$

で定める. ここで, 最小値は $G$ のあらゆるパス分解に関して

取られる. 有向グラフのパス幅を, その基礎グラフのパス幅

のことと定める. I

$,\ddot{\check{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}_{\backslash }^{\dot{\mathrm{r}}^{:\wedge\cdot\check{\mathrm{r}}_{\wedge}}}\aleph^{\wedge:\wedge}-\mathrm{r}"\vee\cdot"’":_{\mathrm{Y}}\ddot{2}\acute{\dot{\mathrm{g}}}_{:^{\mathrm{q}}}^{\backslash }:\dot{F}i_{\dot{*}}[mathring]_{\mathrm{t}}\dot{\tilde{\hat{\mathrm{a}}}}_{\mathit{9}^{\dot{\approx}}:}^{:}=.?\dot{\kappa}\mathrm{w}_{\vee}.G=(V, E)$ を任意のグラフとする. $G$ の頂点集合
$V$ から集合 $\{1, 2, \cdots, |V|\}$ への任意の全単射をグラフ $G$ の線

型配置 (レイアウトともいう) という. また, 本稿では, 線

型配置に関して議論するときに限って, 集合 $\{1, 2, \cdots, |V|\}$

の要素を順位 (location) と呼ぶ. また, 順位からなる集合

$\{1, 2, \cdots, |V|\}$ を $\Lambda_{G}$ で表す.

辺 $uv\in E$ が順位 $i$ を横切るとは, $\varphi(u)\leq i<\varphi(v)$ また

は $\varphi(v)\leq i<\varphi(u)$ が成り立つときをいう. 更に, $G$ 上の道

が順位 $i$ を横切るとは, この道が順位 $i$ を横切る辺を含んで

いるときをいう.

$\varphi$ を $G$ の任意の線型配置とする. このとき, 任意の $U\subseteq V$

に対して, $\varphi(U)=\{\varphi(u) : u\in U\}$ と定める. また, 任意の

順位 $i$ に対して, $E_{\varphi}(i)$ と $V_{\varphi}(i)$ を, 各々,

$E_{\varphi}(i)=\{uv\in E:\varphi(u)\leq i<\varphi(v)\}$

$V_{\varphi}(i)=\{u\in V : \varphi(u)\leq i, \exists v\in V[uv\in E_{\varphi}(i)]\}$

で定める.

$\varphi$ のもとでの $G$ の頂点分離数 (vertex separation number)

$\mathrm{v}\mathrm{s}_{\varphi}(G)$ を $\backslash \cdot \mathrm{s}_{\varphi}(G)=\max\{|V_{\varphi}(i)| : i\in\Lambda_{G}\}$ と定める. 更

に, $G$ の頂点分離数 vs(G) を $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)=\min_{\varphi}\mathrm{v}\mathrm{S}_{\varphi}(c)$ と定め

る. ここで, 最小値は $G$ のあらゆる線型配置に関して取られ

る. 有向グラフの頂点分離数をその基礎グラフの頂点分離数
のことと定める. 1

$\mathrm{p}.(\wedge \text{命_{}:}^{\mathrm{a}}\wedge\dot{\mathrm{g}}_{G^{-}}..\dot{\dot{\varphi}}\dot{2}:.\cdot:=.\cdot\cdot\cdot,\dot{.\ddot’}s\backslash \sim:y\cdot\vee\Lambda^{\wedge}=\wedge:):\sim\dot{:}::^{:..\mathrm{J}}\wedge=$. [Kin92] 任意のグラフ $G$ に対して, $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)$

$=\mathrm{I}$

$G$ を任意のグラフとし, $\varphi$ を $G$ の任意の線形配置とする.
本稿では, 頂点分離数を中心に議論を進めるので, 特に断ら

ない限り, $\varphi$ が $G$ の最適配置であるといったときには, $G$ の

頂点分離数を与える (すなわち, $\mathrm{v}\mathrm{s}_{\varphi}(G)=\mathrm{v}\mathrm{s}(G)$ が成り立
つ) 線型配置のことと定める.

3 アルゴリズムとその正当性

本節では, 任意のグラフ $G$ に関する到達可能性判定問題

が, 決定性 $o(\mathrm{v}\mathrm{s}(c)^{2}\log_{2}n)$ 領域で判定できることを示す.

ここで, $n$ は $G$ の頂点数を表す 以下では, アルゴリズムの

動作仕様を定義し, この動作仕様に基づいてアルゴリズムの

正当性を証明していく.

$\ldots\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash :_{4}}*\mathrm{a}\mathrm{a}\ ‘ \mathrm{F}_{\mathrm{e}}\phi \mathrm{w}’*\mathrm{w}\sim_{p}f=\omega:_{i^{\frac{\Psi}{\sim=}}3_{i_{\mathrm{a}}}.!}:$; アルゴリズムの動作仕様を表す (記号論理学の意

味での) 述語 $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}$ と $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}$ , および, 関数 $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k}$ の

定義を図 1(本稿の最後のページ) に示す. 1
$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k},\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{T}_{k},\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}$ を $O(k^{2}\log_{2}n)$ 領域 $(’n$ は頂点

数) の再帰的なアルゴリズム (を決定性 Turing machine) と

して実現することは, さほど難しくはない. 従って, その実

現方法については読者に任せる. 本節の主な目的は次の定理
を証明することである.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{w}}^{\phi h\# ff....\cdot:}k^{u}4\mathrm{w}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot:}\ovalbox{\tt\small REJECT}"‘\ovalbox{\tt\small REJECT}.;\ovalbox{\tt\small REJECT}\psi..\dot{\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\dot{j}\S\overline{-}\sim ffl,j_{\dot{\mathrm{H}}}:_{\dot{\varphi}}$

$S$ と $T$ を $V$ の任意の部分集合とする. このとき, 次が成り

立つ.

(a) $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{c}\mathrm{H}_{k()}c,$$S,$ $T$ が成り立つならば, $S$ と $T$ を結ぶ $G$

上の道が存在する.

(b) 逆に, $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)\leq k$ , かつ, $S$ と $T$ を結ぶ道が存在するな

らば, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}(c, S, T)$ が成り立つ.

(c) $C$ を $G$ 内の任意の連結成分, $V_{C}$ を $C$ の頂点集合, $H$ を

$C$ を含む $G$ の任意の部分グラフとする. このとき, 任

意の $s,$ $t\in V_{C}$ に対して,

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{c}\mathrm{H}_{k(c,,)}St\Leftrightarrow \mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{c}\mathrm{H}_{k(H,s},$ $t)$

が成り立つ. 1
この定理は $k$ に関する帰納法によって証明される.

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{0}$ の定義と頂点分離数の定義より, $k=0$ のときに
$(\mathrm{a})\sim(\mathrm{C})$ が成り立つことは明らかなので, 今後は $k\geq 1$ の場

合について議論していく.

この定理の証明はやや込み入っているため, 議論を簡略化
するための便法として, 非負整数 $k$ に対して定理 32が成り
立つことを, 以下では, 「 $\mathrm{T}\mathrm{h}[k]$ が成り立つ」 と言うことにす
る. この言い回しを用いると帰納法の仮定は次のようになる.
これ以後, 本節の最後まで, この帰納法の仮定を前提に議論

している点に注意されたい. また更に, 本節の最後まで, $k$

は帰納段階のパラメタを表す正整数として用いていることに
も注意されたい.

$:-_{\mathrm{A}}\delta_{:}^{-};_{\_{\mathrm{X}}.\mathrm{Y}^{=}}=.\cdot.=\backslash \cdot/\mathrm{a}..\mathrm{x}\#\mathrm{k}^{\Xi}P"\cdot.\ddot{\ddot{\Phi}}\star.\mathrm{m}rightarrow=.’.\ddot{\ }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\acute{\#}\acute{:}\ddot{\Phi}\ovalbox{\tt\small REJECT}\wedge-\Re_{:}..\cdot\backslash \vee:..\tilde{:}\not\in 1\backslash \vee\sim$. 適当な正整数 $k$ に対して, $\mathrm{T}\mathrm{h}[k-1]$ が成り
立つ . 1

$\mathrm{T}\mathrm{h}[k](\mathrm{a})$ と (C) tま, 簡単に証明できるので読者に任せる.
以後は, $\mathrm{T}\mathrm{h}[k](\mathrm{b})$ を証明していくことになる. このために,

まず, $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}$ に関する基本的な性質を示そう.

$,.\sim..\mathrm{t}\check{\overline{\mathrm{g}}}:\backslash ..-.\ddot{\dot{\Leftrightarrow}}^{\wedge}\mathrm{B}..\wedge_{\cdot.}.\ddot{3}_{:}.\dot{\Lambda}\mathrm{a}.\overline{>\wedge:_{\wedge\dot{.}\dot{3}^{-}}..\cdot.}G$ を任意のグラフ, $w$ を $G$ の任意の頂点, $C_{w}\text{を}$

$w$ を含む $G$ 内の連結成分, $V_{w}$ を $C_{w}$ の頂点集合, $H$ を $C_{w}$

を含む $G$ の任意の部分グラフとする. このとき, 次が成り
立つ.
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(a) $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k(w}G,)\Leftrightarrow\forall u,v\in V_{w}[\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k1}-(G,u,v)]$

(b) $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k(G}.,w)\Leftrightarrow\forall u\in V_{w}[\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(.G.,u)]$. ,.,.
(c) $\mathrm{v}\mathrm{S}(c_{w})<k\Rightarrow \mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(c,w).$ .

(d) $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}\iota.(G,w)\Leftrightarrow \mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k(w}H,)$. $\bullet$

この補題の (a) と帰納法の仮定 Thl $-1$] $(\mathrm{a})$ (の対偶) よ

り, $G$ の任意の頂点 $w$ に対して $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(c, w)$ が成り立つなら

ば, 頂点 $w$ を含む連結成分の上の到達可能性が $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{c}\mathrm{H}_{k-1}$

を用いて正しく判定できることが分かる. これをもっと直感

的に言い換えると, $G$ のある頂点 $w$. に対して, $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k(w}G,$ )

が成り立つならば, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{c}\mathrm{H}_{k-1}$ を用いることによって $w$ を

含む連結成分内のすべての頂点を過不足なく拾い集めること
ができる, と言える. $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}$. の役割は, 各連結成分に関して

このような意味での収集が可能か否かを, その連結成分内の

適当な頂点を介して判定することにある. 従ってまた, 以後

の議論を読み進めるに当たって, $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}$ の第二引数を単なる
頂点とは考えずに, その前盛を含む連結成分を表しいるもの

と考えて欲しい.

上記の補題 (c) より, $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)<k$ ならば, 前段落で述べたよ

うな意味での収集が可能であることが分かる. しかしながら,

$\mathrm{v}\mathrm{s}(G)=k$のときには, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}k-1$ は–般に上で述べたよう

な効力を失う可能性がある. より正確に言うと, $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)=k$の

ときには, $G$ のある頂点 $w$ に対して $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k(w}G,$ ) が偽となっ

てしまう可能性があり, このような $w$ を含む連結成分内のあ

る 2頂点 $u,$ $v$ に対して, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}k-1(G, u, v)$ が偽になってし

まう. 従って、 このような連結成分については, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}$

に再び活力を与えるための何か別の方策を講じる必要がある.
以下, $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(G, w)$ が偽になるような頂点 $w$ を含む任意の

連結成分を肥満成分と呼ぶことにしよう.

本稿のアルゴリズムでは, 肥満成分に対して次のような方

策を講じている. 任意の肥満成分 $C=(V_{C}, E_{C})$ に対して,

$l_{C}^{\Gamma}$, の部分集合からなる列 $-\mathrm{x}_{\mathit{0})}^{r}d1_{1}^{\Gamma}..’\cdots,$
$\wedge \mathrm{Y}_{m}$ を用いて $C$ をス

リムにする. ここで,「スリムにする」 とは, 各 $X_{j}$ に接続す

る辺を C. から削除することによって, $C$ を幾つかのより小

さな連結成分に細分化し, 更に, 細分化してできた各連結成

分内の各頂点 $u$’に対して, SIDEk. $(c, w)$ が成り立つように

してしまうことを意味する.

以下で定める $\text{「}k$-脂肪組織」 は, 前段落で述べたような意

味で肥満成分を「スリムにする」ための集合列を概念化した

ものである. まず, これ以後の議論を容易に進めるための便

法として, 次で定義される述語 path を用意する.

簿藷議.1 $G=(l^{f}, E)$ を任意のグラフとする. 任意の $X,$ $Y\subseteq$

1垣こ対して, $X$ と $Y$ を結ぶ $G$ 上の道が存在するとき真とな

り, そうでないとき偽となる述語を path$(G, X, Y)$ で表す. $\bullet$

定義 $3_{=}.5G=(\iota’,,E)$ を任意のグラフとする. このとき, 集

合列 $\langle$ Xj $\rangle$聾。 $\in(2^{\mathrm{L}^{\gamma}})2$ が $C_{7}$ の序脂肪組織 (k-fatty tissue) で

あるとは, 次の条件が成り立つときをいう.

(0) $C_{\mathrm{I}}$ の最適配置 $\varphi$ が存在して $\lambda_{0}^{\Gamma}=\{\varphi^{-1}(1)\}$ , かつ, 任

意の $j$ に対して $|X_{j}|\leq k$ .
(1) 任意の $\mathrm{p}(0\leq p\leq m)$ と任意の $w\in N_{G}(X)\mathrm{P}$ に対して,

$\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(G-E1\cup^{m}j=0xj1,w)$ ..

(2) 任意の $p(0\leq p<m)$ と任意の $v\in X_{p+1}$ に対して, $\cdot$

path$(G-E1\cup^{m}j=0X_{j}1, N_{G}(xp),$ $NG(v))$ .
(3) 任意の $p(0<p<m)$ に対して,

$\neg \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}(G-E[\mathrm{x}_{\mathrm{p}}], \cup^{p-}j=0x1j, \bigcup_{j=q+}^{m}1x\mathrm{j})$.
各 $X_{j}$ をこの k-脂肪組織の k-脂肪細胞 ( $k$-fatty cell) と呼び,

任意の $p,$ $q(p\leq q)$ に対して, $E[ \bigcup_{jp}^{q}=X_{j}]$ をこの k-脂肪組織

内の k-脂肪 ( $k$-fat) と呼ぶ. I

k-脂肪組織の定義の中で述べた各条件の役割を直感的に述
べておこう.

条件 (0) の中の 「 $|X_{j}|\leq k$」 は, 各鳥脂肪細胞のサイズが

パラメタ $k$ に比べてあまり大きくならないことを述べており,

ここでは便宜的に $k$ 自身を使用している. 実際, 各 k-脂肪細

胞のサイズの上界は, 各肥満成分に対する k-脂肪組織の存在

性が保証されさえすれば, $k$ に関する自然数上の任意の関数

でよい.

条件 (0) の中の 「 $\{\varphi^{-1}(1)\}$」 と条件 (2) は, k-脂肪組織全

体が $G$ のある $-$つの連結成分に含まれていることを述べて

いる (なお, この事実をあとで補題として述べ直す). 更に,

この 2条件は, 任意の肥満成分に対してその k-脂肪組織が存

在すること, ならびに, 各彪脂肪細胞 $\lambda_{j}^{r}$ を添え字の小さい

ほうから順に計算できることを保証している. 今後の議論を

直感的に理解していくためにも, この点について, 少しだけ

先走った話をしておこう. いま $k$-脂肪細胞 $X_{0},$ $\cdots,$ $X_{p}$ (た

だし, $0\leq P<m$ ) を (何らかの方法を用いて) 計算でき

たとする. しかしながら, $k$-脂肪 $E[ \bigcup_{j=0^{X}}\mathrm{p}j]$ を削除しても

肥満成分がスリムにならなかった (つまり, k-脂肪組織の条

件 (2) が成立しなかった) としよう. この場合, 肥満な部分

が残っているわけだが, この 2条件は肥満な (連結した) 部

分が–つしか存在しないことを保証する. そして, このこと

(と $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)\leq k$ であること) が $X_{p+1}$ の存在性を保証してい

る. 更に, $k$-脂肪 $E[ \bigcup_{\mathrm{j}=0}^{p}\lambda_{j}’]$ を削除したあと, k-脂肪細胞

$X_{\mathrm{p}+1}’$ をどの部分に向かって求めていけばよいかも同時に決
めている.

条件 (1) は, $k$-脂肪組織に張り付いている k-脂肪をすべて

削除することによって, この k-脂肪組織を含む連結成分をス
リムにできることを述べている. なお, 削除後にできる各連

結成分が $\bigcup_{j=0}^{m}\lambda\prime j$ の隣接点を含んでいることに注意すると,

条件 (1) の意味を理解し易くなるだろう.

条件 (3) は, 各肥満成分に対して, ある k-脂肪組織が小さ

な領域量で計算できることを保証するためのものである. 少
しだけ先走って言うと, のちほど $G,$ $X_{p-1},$ $\lambda_{p}^{r}$ だけを用いて,

$\lambda_{\mathrm{p}+1}^{r}$ (の–つ) が計算できること (つまり, $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k}$ が k-脂

肪細胞を正しく計算すること) を示すが, 条件 (3) はこのよ

うな局所的な計算が可能であることを保証している.

これ以後は, $G$ の任意の遅結成分に対して, k-脂肪組織が
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存在すること, ならびに, $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k}$ を使用することによって,
k-脂肪組織 (の $-\text{つ}$) が計算できることを示していく. この
ために, $k$-脂肪組織の条件 (1) を僅かに緩めて得られる 「k-

脂質」 と呼ばれる概念を用意する.

$\ldots\epsilon_{:}.\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{r}\overline{8_{\underline{-}\dot{\underline{=}}}}6$ グラフ $G$ の頂点部分集合からなる列 $\langle X_{j}\rangle^{m}j=0$ が $G$

の k-脂質 (k-fatty substance) であるとは, k-脂肪組織の条
件 (0) $,(2),(3)$ が成り立ち, かつ, 次の (1) が成り立つときを
いう.

(1) 任意の $p(0\leq p<m)$ と任意の $w\in N_{G}(X)P$ に対して,

$\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(G-E[\bigcup_{j0}^{m}=]X_{j}w))$ . I

$:.\cdot::..\cdot::\ddot{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}d\ddot{\dot{\mathrm{a}\mathrm{e}}}_{::^{\mathrm{T}}\sim}..\dot{\wedge.}j\{$ 「 $k$-脂質である」ことは 「ある k-脂肪組織の接頭列
である」 ことと同値である. ただし, この同値性は自明では
ない. この同値性を定理 310で証明する. I
次の補題は任意の k-脂質全体がある連結成分に含まれるこ
とを述べている. 以後の議論では, この補題を特に断ること

なく使用するので注意されたい.

漁\leqq d 任意のグラフ $G$ と $G$ の任意の $k$-脂質 $\langle X_{j}\rangle$ に対し

て, この集合物全体は $G$ のある連結成分に含まれる. 更に,
$\bigcup_{j}X_{j}$ から到達可能な頂点すべてからなる集合は, その連結
成分の頂点集合である . I
こめ補題と鳥脂肪組織の条件 (1) より, 任意の k-脂肪組織

がそれ自身を含む連結成分を (先に述べた意味で) スリムに

していることが分かるだろう. そこでこれ以後, k-脂肪組織
の存在性を証明し終わるまでは, 連結グラフを議論の対象と
する.

頂点分離数が高々 $k$ の任意の連結グラフに対する k-脂肪組
織の存在性は, 次の方針に基づいて証明される. まず, (初期

的な) $k$-脂質の存在性を示す. 次に, 任意の存脂質がある系
統的な方法でより長い $k$-脂質に拡大できること, ならびに,

その方法を用いることによっていっかは島脂肪組織に到達
することを証明する. まず, (初期的な) k-脂質の存在性を示
そう.

a $C$ を任意の連結グラフとし, $\varphi$ を $C$ の任意の最
適配置とする. このとき, $\langle\{\varphi^{-1}(1)\}\rangle$ は $C$ の k-脂質である
(注 : この場合, $\mathrm{v}\mathrm{s}(C)\leq k$ という条件は不要である). 特に,

$\mathrm{v}\mathrm{s}(C)<k$ ならば, この集合列は $C$ の $k$-脂肪組織である. I
次の補題は, 連結グラフ $C$ の任意の $k$-脂質 $\langle X_{j}\rangle_{j=}^{p}0$ に対
して, $k$-脂肪 $E[ \bigcup_{j=0j}^{p}x]$ を削除してもまだ, この k 脂質に
隣接する肥満成分が存在するとき, この肥満成分は最後尾に
位置する $k$-脂肪細胞 $X_{P}$ だけに隣接していることを述べて
いる.

$,\hat{<}.:\hat{\wedge}:.\mathrm{f}\ddot{\dot{\grave{\mathrm{f}\mathrm{l}}}}_{N\cdot=}...\ddot{\dot{\epsilon}}.$

.
$urcorner_{:}=::_{8}j9C=(V, E)$ を任意の連結グラス $\langle X_{j}\rangle_{j0}^{\mathrm{p}}=$ を $C$

の任意の $k$-脂質, $w\in V$ を任意の頂点とする. また, $C-$

$E[ \bigcup_{j=0^{X}}^{\mathrm{p}}j]$ 内の $w$ を含む連結成分の頂点集合を $V_{w}$ で表す.
このとき, $\neg \mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(C-E[\cup j=0]pX_{j}, w)$ ならば $\neg \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}(C-$

$E[X_{\mathrm{P}}],$ $\bigcup_{\mathrm{j}}\mathrm{p}-1x]=0j,$ $Vw)$ . 1

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{i}pc=(V, E)$ を任意の連結グラフとし, $\mathrm{v}\mathrm{s}(C)\leq k$

を満たしているとする. また, $\alpha=\langle X_{j}\rangle_{j0}^{\mathrm{P}}=\in(2^{V})^{*}$ を $C$ の

任意の $k$-脂質とする. このとき, 次が成り立つ.
(I) 次の 3条件を満たす集合 $X_{p+1}.\in 2^{V,k}\cup\{\emptyset\}$ が存在する.

(i) 任意の $z\in X_{p+1}$ に対して,

$\neg \mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(C-E[\bigcup_{j0}^{p}=]X_{\mathrm{j}}, Z)$

(ii) 任意の $w\in N_{C}(X_{p})$ に対して,

$\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(c-E[\bigcup_{j=0^{X_{j}}}p\cup x_{p+1}], w)$ .
(iii) 任意の $z\in X_{p+1}$ に対して,

path$(C-E[ \bigcup_{j=}pX0j\cup x_{\mathrm{P}+1}], NC(x_{p}), N_{C}(z))$.
(II) 上の条件 $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ を満たす任意の集合 $X_{p+1}\in 2^{V,k}\cup\{\emptyset\}$

に対して, 集合論 $\beta=\langle X_{0}, \cdots, x_{P}, X_{p+1}\rangle$ も k-脂質で
ある.

(III) $X_{P+1}=\emptyset$ が上記の条件 $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ を満たしていたとす
る. このとき, 条件 $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ を満たす集合は, $X_{\mathrm{P}+1}=\emptyset$

だけである. またこのとき, $\alpha$ は $k$-脂肪組織である. I
以上の命題 38と定理 310から, 頂点分離数が $k$ 以下の任

意の連結グラフ $C$ に対して, k-脂肪組織の存在性が保証され
る. この事実を系として記しておこう.

$\wedge\wedge\cdot\underline{\prec}..\dot{\hat{\dot{\#}}}\swarrow."\backslash ;\check’-\wedge\cdotdot{\prime}\dot{;}\ddot{\varphi}\dot{=}\mathcal{F}/\wedge d::\cdot:_{=}\mathrm{F}j\backslash :\hat{\dot{3}}_{--:,:\cdot::}^{\dot{\mathrm{b}}_{\backslash }^{=\wedge}}\dot{\#}^{\wedge}!\backslash ..\cdot\cdot:\cdot:\cdot \mathrm{i}$ $C$ を任意の連結グラフとし, $\mathrm{v}\mathrm{s}(C)\leq k$ が成り立っ
ていたとする. このとき, $C$ の $k$-脂肪組織が存在する . 1
ある最適配置の先頭頂点が分かれば k-脂肪組織が計算で

きるわけだが, 先頭頂点を事前に知っておく必要はない. 単
に, すべての頂点を列挙しながら, 各頂点から開始して, k-
脂肪組織が求まったかどうかを検査していけばよい. 先に定
義した, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k},\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{T}k,\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}k$ はこの方針に基づいて定
義されている. 特に, $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k}$ は, 定理 310を背景に, k-脂
質を拡張していく機能を実現している. 実際, $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k}$ の定

義の中で述べた条件 $(\mathrm{N}1)\sim(\mathrm{N}3)$ が定理 $3.10(\mathrm{I})$ で述べた条件
$(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ に酷似している点に着目されたい.

$.\backslash \mathrm{s}_{-\ddot{\mathrm{g}}\hat{\tilde{\ddot{\text{理}}}}.\tilde{\ddot{3}}_{:}^{-}\mathrm{j}_{\wedge}}.\cdot.=:.:=’:.\ldots...\wedge.\cdot-_{\mathrm{v}}".\cdot..:\ddot{2}.;.=\dot{4}-|G=(V, E)$を任意のグラフとし, $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)\leq k$ が

成り立っていたと仮定する. また, 集合列 $\alpha=\langle X_{j}\rangle_{j=0}P\in$

$(2^{V,k})^{*}$ を $G$ の任意の $k$-脂質とする. このとき, 次が成り
立つ.

(I) $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k(c,X}P-1)x_{p})=X_{P+1}$ を満たす集合 $\lambda_{\mathrm{p}+1}’\in$

$2^{V,k}\cup\{\emptyset\}$ が存在する (つまり, $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k(c,X_{\mathrm{P}}X_{p})}-1$,
$=\perp$ となるようなことはない).

(II) $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k(c,x_{P}x_{P})}-1)=X_{P+1}$ を満たす集合 $X_{\mathrm{P}+1}\in$

$2^{V,k}\cup\{\emptyset\}$ に対して, 集合列 $\beta=\langle X_{0}, \cdots, X_{\mathrm{p}}, X_{p+1}\rangle$

も $G$ の k-脂質である.

(III) $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k(G,x}P^{-1}’ x_{p})$ $=$ $\emptyset$ が成り立つとき,
$\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k(}G,$ $x_{p-1)}x_{p})$ $=X_{P+1}$ を満たす集合 $X_{P+1}$

$\in 2^{V,k}\cup\{\emptyset\}$ は $X_{p+1}=\emptyset$ だけである. またこのとき,
$\alpha$ は $k$-脂肪組織である. 1

$\mathrm{y}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash _{\triangleright.\dot{\wedge}}’}^{:}\triangleright \mathrm{i}_{b\overline{b}\triangleleft:}r\sim:.\wedge \mathrm{t}_{\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}}\dot{\triangleleft}ff^{d}3\overline{i}^{\prime\ldots,:_{J}:}\wedge\wedge.\cdot;\dot{=}\dot{\prime}\cdot- c\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\overline{:}}i_{u,:^{\dot{p}^{\dot{=}}}}\dot{\eta}-:.=\hat{\hat{\sim}},’\ddot{\dot{\theta}}(V, E)$を任意のグラフとし, $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)\leq k$ が成
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り立っていたと仮定する. また, $\varphi$ を $G$ の任意の最適配置

とし, $\alpha=\langle X_{j}\rangle_{j}^{p}=0$ を $(2^{V,k})^{*}$ に属する任意の集合列とする.
また更に, $\alpha$ が次の条件を満たしていたと仮定する (ただし,

$X_{-1}=X_{m+1}=\emptyset$ とする).
.

(R1) $X_{0}=\{\varphi^{-1}(1)\}$ . .

(R2) 任意の $p(0\leq p\leq m)$ に対して $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k()}.G,$$x-1,$$x_{p}p$

$=\lambda_{\mathrm{P}+1}’\neq\emptyset$ .
このとき, この集合列は $G$ の $k$-脂肪組織である. I
さて, いよいよ $\mathrm{T}\mathrm{h}[k](\mathrm{b})$ の証明を行おう.

$\text{道が存在^{し}}\prime|^{\mathrm{i}}\grave{\hat{\mathrm{t}}_{\dot{n}}}‘ \mathrm{V}\dot{\text{た}と}\varphi^{:^{\dot{\varphi}}}\wedge:\text{仮定する}$

. sま Gた,\leq skのかあつる s頂と点とを結のある上頂点の
を同時に含む $G$ の連結成分を $C=(V_{C}, Ec)$ とお $\text{く}$ . $\mathrm{v}\mathrm{s}(C)<$

$k$ のときには, $\mathrm{T}\mathrm{h}[k-1](\mathrm{b})$ より, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}k-1(C, s, \tau)$ が成

り立ち, 更に, $\mathrm{T}\mathrm{h}[k-1](\mathrm{c})$ より, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(G, S, \tau)$ が

成り立つ. また更に, この場合には, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}$ の定義より,

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{c}\mathrm{H}_{k()}.c,$$S,$ $T$ が成り立つ. そこで以下では, $\mathrm{v}\mathrm{s}(C)=k$

であった場合について考えていく.

$\alpha=\langle\lambda_{j}’\rangle_{j}m=0$ を $C$ の任意の $k$-脂肪組織とするとき, $S$ と

$T$ を結ぶ $C$ 上の道が存在することから, $C-E[\cup^{m}j=0]$ 内の

ある連結成分が $S$ に属するある頂点を含み, 更に, この連結

成分はある $X_{P}$ に隣接している. 以下, この連結成分を $D_{p}$

とおくことにしよう. 同様に, $C-E[\cup^{m}j=0]$ 内のある連結成

分は $T$ のある頂点を含み, かつ, ある $X_{q}$ に隣接している.

この連結成分を $D_{q}$ とおくことする.

このとき, $\alpha$ に関する裕脂肪組織の条件 (1) より, $D_{p}$ と

$N_{G}(X_{p})$ に共通の頂点 $w$ に対して, $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(C-E[\bigcup_{j=0}^{m}], w)$

が成り立つ. これと補題 $3.3(\mathrm{a})$ より, 次が成り立つ.

(a) ある $p(0\leq P\leq m)$ が存在して,

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}k-1(C-E[\cup^{m}j=0], s, N_{G}(x_{p}))$ .
同様に, 次が成り立つことも示せる (詳細は読者に任せる).

(b) ある $q(0\leq q\leq m)$ が存在して,

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(C-E[\cup j=0m])NG(X)q’)T$ .
以下, この (a) と (b) を $G-E[\cup^{\mathcal{P}}j=p-1jX]+1$ に関する同値

な条件に書き換える.
$D_{\mathrm{p}}$ が $\bigcup_{j=0^{X}j}^{\mathrm{n}}1$ に属する頂点を含んでいるときには, $D_{P}$

は $X_{p}$ に属する頂点からなる孤立点である. 従って, この場

合, $D_{p}$ が $G$ –E[U舞 pl-l $X_{j}$ ] 内の連結成分であることが分
かる. $-$方, $D_{p}$ が $\bigcup_{j=0}^{m}X_{j}$ に属する頂点を全く含んでいな

いときには, $\alpha$ に関する $k$-脂肪組織の条件 (3) より, $D_{p}$ は

$C-E[ \bigcup_{j0}mx_{j}]=$ において, $\cup^{p-2}j=0xj$ および $\bigcup_{j=p+2}^{m}X_{j}$ に隣

接していないことが分かる. 従って, この場合にも, $D_{p}$ は

$C-E[ \bigcup_{j-}p+1=\mathrm{P}1x_{j}]$ 内の連結成分であることが分かる. 更に,

$D_{p}$ が $G-E[\cup^{p+1}j=\mathrm{p}-1xj]$ 内の連結成分であることは明らか

であろう. 以上と $\mathrm{T}\mathrm{h}[k-11(\mathrm{c})$ より, 次の (R3) が成り立つ.

(R3) ある $p(0\leq p\leq m)$ が存在して,
$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(G-E[\cup jp=+1p-1], s, Nc(X_{\mathrm{P}}))$ .

同様の論法によって, 次の (R4) が成り立つことを示せる (詳

細は読者に任せる) .

(R4) ある $q(0\leq q\leq m)$ が存在して,
$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(G-E[\cup?q+1]=a-1’ Nc(X)q’)T$ .

以上の結論と系 313より, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}(G, S, \tau)$ の定義の中

で述べた条件が成り立つことは容易に理解できることと思う.
よって, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}(G, S, \tau)$が成り立つ. 1
定理 32から次の系が直ちに得られる.

$:.\cdot.:_{\dot{\prime}\cdot.:^{\succ\cdot\cdot:}}^{j_{k}\underline{\wedge_{*}}.’.\cdot.\mathrm{d}^{\mathrm{b}}}\wedge.\wedge:,::_{\mathrm{k}^{=../}\cdot\dot{\sim}}.\backslash \dot{j_{\frac{\wedge i}{j\nu}}j}.\dot{\prime_{\ddot{\dot{\mathfrak{B}}}}}_{\dot{\mathrm{p}}}^{:}\overline{\dot{\prime}}:_{\lambda.-}\dot{=}\dot{F}\mathrm{r}:_{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k\wedge^{-}}^{\wedge}}^{t}\pi \mathrm{b}d\dot{=}_{F^{x}}4_{\overline{\phi}}\tau-:$: 任意の非負整数 $k$ , 任意のグラフ $G$ , 任意の頂点

部分集合 $S,$ $T$ に対して, $\mathrm{v}\mathrm{s}(G)\leq k$ ならば次が成り立つ :
REACHk $(G, S, T)$ が成り立つときかつそのときに限り, $S$

と $T$ の間に $G$ 上の道が存在する. I
非負整数 $k$ と各頂点 $v$ に関して, $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(G, v)$ を計算した
とき, $k\leq \mathrm{v}\mathrm{s}(G)+1$ を満たすある $k$ に関して $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}(c, v)$

が (すべての頂点に関して) 必ず成立する. このことは補
題 $3.3(\mathrm{c})$ によって保証される. 更に $\sim$ のとき, 上の系より,
$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}$ を用いることによって, $G$ に関する到達可能性を正

しく判定できることも分かる. これより, 次の系が得られる.

$:_{:}^{=}’.\cdot..--:..\ddot{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }^{\prime.:_{3}}.}-:^{\ddot{F}}...\cdot.’ f\ldots:\gamma_{6_{\mathrm{m}}}\mathrm{s}_{rightarrow}4\wedge:\wedge\varphi \mathfrak{t}-jP\backslash :^{\mathrm{t}}:\alpha:\mathrm{i}4-::$

; 任意のグラフ $G$ に関する到達可能性を決定性
$O(\mathrm{v}\mathrm{s}(G)^{2}\log_{2}n)$ 領域で判定できる. ここで, $n$ は $G$ の頂

点数を表す. I
最後に, 有向グラフについても本節と同様の結果を示すこ
とができることを述べておく.

$\ddot{d}\chi=:\cdot\cdot\hat{\dot{m}}\gamma\dot{\gamma}^{:}\approx_{\wedge \mathrm{t}_{\vee}^{:}}:.\not\in\dot{\Phi}^{:_{\ddot{\dot{3}}^{\mathrm{i}}\dot{i}}}:\cdot \mathrm{w};.\cdot \mathrm{i}^{\dot{I}\cdot;\backslash }.\wedge:_{k}:j_{=}..;".;..\sim!_{\wedge}^{\dot{=}\dot{:}}\theta\wedge-..\dot{\mathrm{g}}\beta u.-:\int\prime^{\Psi}::=$任意のグラフ $G$ に関する到達可能性を決定性
$O(\mathrm{V}\mathrm{s}(\hat{G})^{2}\log 2n)$ 領域で判定できる. ここで, $n$ は $G$ の頂点

数を表す. I

本飾では, 人刀クフフの構造をどのように制限したとして

も (自明な場合を除いて), 無向グラフの到達可能性判定問

題が決定性対数領域に対して 「困難」 であることを示す.

$\text{嘉}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{arrow}\text{劃}-\infty$

.
$L_{1},$ $L_{2}$ を任意の判定問題とし, $D_{1},$ $D_{2}$ を, 各々, $L_{1},$ $L_{2}$

の入カデータ集合とする. このとき, $L_{1}$ が $L_{2}$ に $<_{\mathrm{m}}^{\mathrm{N}\mathrm{C}^{1}}- \frac{rightarrow}{\dot{\mathrm{B}}}$

元可能であるとは, $O(\log_{2}n)$ 段数の組み合わせ論理回路族
によって計算できる関数 $f$ : $D_{1}arrow D_{2}$ が存在して, 任意の
入カデータ $x\in D_{1}$ に対して, $x\in L_{1}$ のときかっそのときに

限り, $f(x)\in L_{2}$ となるときをいう. 関数 $f$ を $L_{1}$ から $L_{2}$ へ

の $\leq_{\mathrm{m}}^{\mathrm{N}\mathrm{C}^{1}}$-還元関数という.
$C$ を任意の (判定問題からなる) 計算量クラスとする. 判
定問題 $L$ が $C-$困難であるとは, 任意の判定問題 $X\in C$ に対

して, $X$ が $L$ に $\leq_{\mathrm{m}}^{\mathrm{N}\mathrm{C}^{1}}$ -還元\urcorner p能であるときをいう. また, $L$

が C-完全であるとは, $L$ が C-困難であり, かつ, $L$ が $C$ に属

するときをいう . 1
次に, グラフの構造を制限した場合の計算量を分析するた
めの枠組みを与えよう. ある種の入力条件を設定した問題の

計算量を分析する際に注意すべき点は, 入力条件の計算量が
判定条件の計算量に悪影響を与えないようにすることであ
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る. 入力条件の計算量が判定条件の計算量より明らかに小さ
い (正確には, 入力条件の計算量が還元可能性の計算量以下
になる) ときには, 入力条件と判定条件の論理積で定義され

る判定問題の計算量を分析すればよい. しかしながら, 入力

条件の計算量が判定条件の計算量以上になるとき (正確には,

判定条件が入力条件に還元可能であるとき) には, 以下で定

義する 「約定問題 (promise problem) 」 と呼ばれる枠組みを

用いる.

$.. \bigvee_{\dot{\mathrm{b}}\wedge}^{\vee^{\vee\not\in 5_{\sim}^{\dot{\wedge}}4}}..\cdot\vee::-\mathrm{g}\dot{m}-\wedge\hat{\vee}^{\wedge}.\rangle\dot{\mathrm{x}}.\dot{.}1_{:}-..\cdot.:..\wedge|$ [GS88] 約定問題 (promise problem) とは, 判定

条件 $Q$ と入力条件 $R$ の対 $(Q, R)$ のことと定める (ここでは,

$Q,$ $R$ はともに適当な入カデータ集合 $D$ の部分集合として考
えている). 入力データの部分集合 $S\subseteq D$ が約定問題 $(Q, R)$

の解であるとは,

$\{x\in S : x\in R\}=\{x\in D : x\in Q\wedge X\in R\}$

が成り立つときをいう.
$L$ を任意の判定問題とし, $D_{L}$ を $L$ の素カデータからなる

集合とする. 更に, $P=(Q)R)$ を任意の約定問題とし, そ

の入力データからなる集合を $D_{P}$ で表す. このとき, $L$ が

$(Q, R)$ に $\leq_{\mathrm{m}}^{\mathrm{N}\mathrm{C}^{1}}$-ぶ元可能であるとは, $O(\log_{2}n)$ 段数の組み

合わせ論理回路族によって計算できる関数 $f$ : $D_{L}arrow D_{P}$ が

存在して, 次が成り立つときをいう.

(1) 任意の $x\in D_{L}$ に対して, $f(x)\in R$ .

(2) 任意の $x\in D_{L}$ に対して, $x\in L\Leftrightarrow f(x)\in Q$ .
$C$ を任意の (判定問題からなる) 計算量クラスとする. こ

のとき, 約定問題 $P=(Q, R)$ が C-困難であるとは, 任意の

判定問題 $X\in C$ が約定問題 $P$ に $\leq_{\mathrm{m}}^{\mathrm{N}\mathrm{C}^{1}}$ -還元\neg p能であるとき

をいう. 更に, 約定問題 $P$ が $C-$完全であるとは, $P$ が C-困
難であり, かつ, $P$ のある解が $C$ に属するときをいう . I

次の命題は上の定義から容易に得られる.

$\overline{.\vee\infty}\overline{\mathrm{B}\not\in}4\ovalbox{\tt\small REJECT}_{:}\vee_{\vee}.::_{p.-}^{\mathrm{B}\mathrm{Q}_{\backslash }}:\ldots=:.2$ 約定問題 $P=(Q, R)$ が C-困難ならば, $P=$

$(Q, R)$ の任意の解は C-困難である. I
この命題から, $P=\backslash (Q, R)$ の C-困難性には入力条件 $R$ の

計算量が全く影響を与えていないことが分かる. この点に関

するより詳しい議論については [GS88, Tod90] を参照され
たい.

約定問題の間の還元可能性も定義しておこう.

$.\dot{\tilde{\Phi}}..-\text{義^{}\prime}4:$

.
$-.3|P_{1}=(Q_{1}, R_{1})$ と $P_{2}=(Q_{2}, R_{2})$ を任意の約定問

題とする. また, $D_{1}$ を $P_{1}$ の入力データ集合, $D_{2}$ を $P_{2}$ の

入力データ集合とする. このとき, $P_{1}$ が $P_{2}$ に $\leq_{\mathrm{m}}^{\mathrm{N}\mathrm{C}^{1}\frac{\mathrm{r}}{\dot{\mathrm{B}}}}-\overline{\pi}$

可能であるとは, $O(\log_{2}n)$ 段数の組み合わせ論理回路族に

よって計算できる関数 $f$ : $D_{1}arrow D_{2}$ が存在して, 次の 2条

件が成り立つときをいう.

(1) 任意の $x\in D_{1}$ に対して, $x\in R_{1}$ ならば $f(x)\in R_{2}$ .
(2) $x\in R_{1}$ に対して, $x\in Q_{1}\Leftrightarrow f(x)\in Q_{2}$ . I

次の命題は上の定義から容易に得られるものである

$. \frac{\overline*\cdot n\mathfrak{s}arrow}{=\infty}ij\underline{1.\not\in^{-}\mathrm{H}4}.\cdot 4\lrcorner \mathrm{r}P_{1}=(Q_{1)}P_{1})$ と $P_{2}=(Q_{2}, P_{2})$ を任意の約定問

題とし, $C$ を任意の計算量クラスとする. このとき, $P_{1}$ が C-
困難であり, かつ, $P_{1}$ が凸に $\leq_{\mathrm{m}}^{\mathrm{N}\mathrm{C}^{1}}$ -還元\urcorner p能ならば, $P_{2}$

も $C$-困難である . I

. . .: 以下では, 約定問題 $(Q, R)$ を次のような形式で記

述する. なお, 固有名称を (特に必要としないときには) 省

略することがある.

名前 約定問題の固有名称.

入力 入力データゐ記述.

条件 入力条件 $R$ に関する記述.

質問 判定条件 $Q$ に関する記述. I
これ以後, 決定性対数領域で判定可能な判定問題のクラス

を DLOG で表す. 以下の命題は, 決定性対数領域の定義か

ら簡単に証明できる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{Re}\mathrm{r}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\phi_{K}}\#\ddot{\check,}\overline{\overline{\mathrm{R}}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Re_{\wedge}*\ovalbox{\tt\small REJECT}\sim\S$ 月の約定問題は DLOG-困難である.

名前 $\mathrm{D}\mathrm{G}\mathrm{A}\mathrm{P}[\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{S}\mathrm{T}]$ .
入力 有向グラフ $G,$ $G$ の 2頂点 $s,$ $t$ .
条件 $(\mathrm{i})G$ の各頂点の出次数は高々 1である. $(\mathrm{i}\mathrm{i})s$

の入次数は $0$ である. $(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})t$ の出次数は $0$ である.

質問 $s$ から $t$ への $G$ 上の有向道が存在するか ? 嫁

$\mathrm{q}\mathrm{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{:}^{\mathrm{j}^{\wedge}}!^{-\dot{:}}..\ddot{6}.\mathrm{I}-\mathrm{j}-\cdot.\cdot:\backslash ..\wedge$ 次の約定問題は DLOG-完全である.

名前 $\mathrm{U}\mathrm{G}\mathrm{A}\mathrm{P}[\mathrm{T}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}_{\mathrm{S}}]$ .
入力 (無向) グラフ $H,$ $H$ の 2頂点 $s_{H},$ $t_{H}$ .
条件 $H$ は高々2本の単純道からなる.

質問 $s_{H}$ と功を結ぶ $H$ 上の道が存在する力\theta

(略証) UGAP $[\mathrm{T}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{p}_{\mathrm{a}}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{s}]$ のある解が DLOG に属するこ
とは明らかなので, 以下では, 困難性を証明する. そこで,

$G=(V, E)$ と $s,$ $t$ を DGAP [FOREST] への任意の入力デー
タとする. またこの入力データは UGAP [FOREST] の入力
条件を満たしているものと仮定する. このとき, その入力条

件より, $G$ が幾つかの根付き有向木からなり, 更には, 頂点
$t$ はある根付き有向木の根になっていることに注意されたい.
そこで, $T_{1},$ $T_{2},$

$\cdots,$
$T_{m}$ を $G$ に含まれる根付き有向木を表

すものとし, 各鱗の根を $r_{i}$ で表すことにする. また更に,

$r_{1}=t$ であると仮定する. このように仮定しても–般性を失

うことはない. 以下では, グラフ $H$ を構成するために 4段

階の変換を行う.

まず, 有向グラフ $G$ から次で定義される有向グラフ $G_{1}=$

$(V_{1}, E_{1})$ を構成する. 以下では, 頂点 $u$ と $v$ を結ぶ有向辺を
$\langle u, v\rangle$ で表す.

(1) $V_{1}=V\cup\{r\}$ (ただし, $r\not\in V$).

(2) $E_{1}=E\cup\{\langle r_{i}, r\rangle : 2\leq i\leq m\}$.
$G_{1}$ が二つの根付き有向木からなり, その–つの根が $t(=r_{1})$

であり, もう $-$つの根が $r$ であることは明らかであろう. ま

た更に, $G$ 上に $s$ から $t$ への有向道が存在するときかつその

ときに限り, $G_{1}$ 上に $s$ から $t$ への有向道が存在することも
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明らかであろう. $-$方, この到達可能性に関する判定結果が,

$G_{1}$ の各辺から向きを取り去ってしまっても, 保存されること
も ( $s$ の入次数と $t$ の出次数がともに $0$ であることから) 明

らかであろう. そこで, 以下では, $G_{1}$ の underlying graph
を用いることにし, これを $G_{2}=(V_{2}, E_{2})$ で表す.

次に, $G_{2}$ から新たな有向グラフ $G_{3}=$ ( $V_{3},$ Es) を構成す

る必要があるのだが, このためにいくばくかの記法を定義す

る必要がある. まず, 頂点 $v\in V_{2}$ の近傍を $N(v)$ で表すこと

にする. すなわち, $N(v)=\{u\in:uv\in E_{2}\}$ と定義される.

更に, 各 $v\in V_{2}$ に対して, $N(.v)$ 内の頂点が適当に順序付け

られているものと仮定する (もっと分かり易く言うと, $V_{2}$ の

頂点すべてに 1番から $|V_{2}|$ 番までの番号が付いているものと
考え, 各 $N(v)$ の中でもこの番号の小さい順に順位が付いて

いる, と考えればよい). 以下, $N(v)$ の中の第 $i$ 番目の頂点

を $v^{(i)}$ で表す.

以上の記法を用いて, 次で定義される有向グラフ $G_{3}=$

$(V_{3}, E_{3})$ を $G_{2}$ から構成する (参考 : 以下では, 並列アルゴ

リズムの分野で 「 $\mathrm{E}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}_{0}\mathrm{d}$」 と呼ばれている手法を

入力 (無向) グラフ $H,$ $H$ の 2頂点 $s_{H},$ $t_{H}$ .
条件 $H\in \mathcal{G}$ .
質問 $s_{H}$ と $t_{H}$ を結ぶ $H$ 上の道が存在するか?1

更に, 次のような定理も示すことができる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\dot{\mathrm{A}}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot \mathrm{R}_{k,j}\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}\dot{\overline{"}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{p}}\alpha_{d\ovalbox{\tt\small REJECT}\sim}’ B.\downarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\dot{\Psi}}.\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\sim-\hat\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{b}}\mathrm{R}i$ 次の約定問題は DLOG-完全である.

名前 DGAP $[\mathrm{O}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{p}_{\mathrm{a}}\mathrm{t}\mathrm{h}]$ .
入力 有向グラフ $H,$ $H$ の 2頂点 $s_{H},$ $t_{H}$ .
条件 $H$ の基礎グラフ $\hat{H}$ は 1本の単純道からなる.

質問 $s_{H}$ と $t_{H}$ を結ぶ $H$ 上の有向道が存在するか?

名前 ListRanking.
入力 有向グラフ $H,$ $H$ の 2頂点 $s,v$ , 非負整数 $r$ .
条件 $H$ は 1本の有向道からなる.

質問 $s$ から $v$ への $H$ 上の距離は $r$ 以下か ? $\bullet$

焼き直したものになっている)..

(1) $V_{3}=\{[uv]_{v}, [vu]_{v} : u, v\in V_{2}, uv\in E_{2}\}$ .
(2) $E_{3}=\{\langle[vu]_{v}, [uv]_{u}\rangle : u, v\in V_{2}, uv\in E_{2}\}$

$\cup\{\langle[v^{(i)}v]v’[vv^{(+1)}i]_{v}\rangle : v\in V, 1\leq i<|N(v)|\}$

$\cup\{\langle[v^{(1})|)v]_{v}N(v, [vv^{(})]1\rangle\}$ .

この有向グラフの各頂点の入次数と出次数はともに 1である.
従って, $G_{3}$ の各連結成分は単純な有向閉路になっているこ

とが分かる. 更には, もともと $G_{2}$ が二つの木から構成され

ていたために, $G_{3}$ は二つの有向閉路からなる有向グラフに

なっている. 更にまた, $t(=r_{1})$ を変形して作った各頂点 (つ

まり, $[ut]_{t}$ や $[tu]_{t})$ と $r$ を変形して作った各頂点は別々の有

向閉路に属していることも明らかであろう.
最後に, $G_{3}$ から有向辺

$\langle[t^{(1}t|)bN()]_{t}, [ti(1)]_{t}\rangle$ と $\langle[r^{(|N(r})|)r]_{r}, [rr(1)]_{r}\rangle$

を削除し, 各辺の向きを除去したもの (すなわち, under-

lying graph) を $H$ とおく. 更に, $s_{H}$ $=$ $[SS^{(1)}]_{s}$ および

$t_{H}=[t^{(|.\backslash (t}.)|)t]t$ と定める.

このとき, $H$ がちょうど二つの道からなるグラフであるこ

とは容易に理解されよう. また, $G$ 上に $s$ から $t$ への有向道

が存在するときかつそのときに限り, $H$ 上にも $s_{H}$ と $t_{H}$ を

結ぶ道が存在することも容易に理解できると思う. I

刀 $\mathrm{a}$ り, 制 ffi 7よ易 v 茜 $X$ J貝珂 1/こ $\supset$ , $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ) /よこせ $1\mathrm{H}\mathfrak{W}$ し $\mathrm{C}$ J具 $\in$ よし

た. ここで, これらお二人の方々に深く感謝致します.
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$G=(V, E)$ を任意のグラフ, $S$ と $T$ を $V$ の任意の部分集合, $k$ を任意の非負整数とする. このとき,
$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}(G, S, \tau)$ で表される述語を帰納的に次で定める.
(I) $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{0}(c, S, T)\Leftrightarrow S\cap T\neq\emptyset$ .

(II) 任意の $k\geq 1$ に対して : $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}(c, S, T)$

$\Downarrow$

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}k-1(G, S, \tau)$ が成り立つ力\searrow もしくは, 頂点 $u\in V$ と集合 $\dot{X}_{0},$ $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{m}\in 2^{V,k}$ が

存在して, 次に示す (R1) から (R4) のすべての条件が成立する (なお, $x_{-1}=X_{m+1}=\emptyset$ と

する) :
(R1) $X_{0}=\{u\}$ .
(R2) 任意の $p(0\leq p\leq m)$ に対して, $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{T}_{k(}G,$ $X_{p-1},$ $x_{p}$ ) $=X_{P+1}$ .
(R3) ある $p(0\leq p\leq m)$ が存在して,

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1(}G-E[X_{p}-1\cup X_{p}\cup X_{p1}+],$ $S,$ $N_{G}(x_{p}))$ .
(R4) ある $q(0\leq q\leq m)$ が存在して,

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(c-E[Xq-1\cup X_{q}\cup X_{q+1}], N_{G}(x_{q}), \tau)$ .

図 1(a) $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k}$ の定義.

凶 1(D) 1N $\mathrm{L}\Lambda\perp k$ の疋義.

任意の頂点 $w\in V$ に対して :
$\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}1[k(c, w)$

$(k\geq 1)$

(S1) 任意の $v\in V$ に対して, $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(G, w, N_{G}(v))\Rightarrow \mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(G, w, v)$ , かっ
(S2) 任意の $u,$ $v\in V$ に対して,

$\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(c, w, u)$ かっ $\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(G, w, v)\Rightarrow \mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{H}_{k-1}(G, u, v)$.

図 1(c) $\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{E}_{k}$ の定義.
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