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$0$ 前書き

クライン群の極限集合のハウスドルフ次元は, その力学系の相空間に
あらわれるフラクタル集合の複雑さを測る指標としてのおもしうさもあ
るが, さらにパラメーター空間のなかでクライン群を変形させたときの
値の変化まで考える となおおもしろい. このノートは, ハウスドルフ次
元の連続性の問題に関する最近の進展をまとめたものである. なお, 1
節から 3節までは準備として, クライン群の極限集合のハウスドルフ次
元についての基礎的結果を要約してある. この部分は 1997.年 6月に行
われた研究集会 「ハウスドルフ次元 : 計算へのアプローチ」 (代表 : 須川
敏幸 (京大理) $)$ の講演記録集にも収録されている. 4節が本題である.
クライン群論の基本的事実や用語等については, 文献 [MT] を参照して
いただきたい.

1 クライン群の極限集合

リーマン球面 $\hat{\mathrm{C}}$ の等角自己同相写像は–次分数変換 (向きを保つメビ

ウス変換) であり, これらの写像全体のなす群はリー群として $\mathrm{p}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C})=$

$\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C})/\pm I$ と同–視される. この離散部分群をクライン群という. 以下
簡単のためクライン群は単位元以外に位数有限の元をもたないと仮定する.
メビウス変換はもともと複素平面の円または直線に関する反転の合成と
して定義されるので, この作用は自然に上半空間 $H^{3}=\{(x,y, t)|t>0\}$

に拡張する. . しかも $H^{3}$ に双曲計量 $ds^{2}=(dx^{2}+dy^{2}+dt^{2})/t^{2}$ をいれ

て 3次元双曲空間の上半空間モデルとすると, メビウス変換は $(H^{3}, ds)$

の等長変換となる. $\cdot$ またケーリ一変換により上半杢間を単位球に移せば,
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双曲空間の単位球モデル $(B^{3}, d_{S})$ を得る. $B^{3}$ の境界 $S^{2}$ が双曲空間の無
限遠に位置する球面である.
クライン群 $\Gamma$ は双曲空間の等長変換群として真性不連続に作用する

ので, 商空間 $N_{\Gamma}=H^{3}/\Gamma$ は双曲多様体となる. また $\hat{\mathrm{C}}=S^{2}$ 上にも $\Gamma$

の作用が真性不連続となる最大め開集合 $\Omega(\Gamma)$ (不連続領域と呼ぶ) を

考えると, 商空間 $\Omega(\Gamma)/\Gamma$ は複素多様体 (リーマン面) となる. 境界付
き多様体 $(H^{3}\cup\Omega(\Gamma))/\Gamma$ は内部に双曲構造, 境界に複素構造を持つもの
とみなし, これをクライン多様体と呼ぶ.
不連続領域 $\Omega(\Gamma)$ の $S^{2}$ での補集合を極限集合と呼び, $\Lambda(\Gamma)$ であら

わす. $\cdot$ これは次の定義と同値である.

定義 1(極限集合) クライン群 $\Gamma$ が $B^{3}$ に作用しているとするとき, 原

点 $\mathrm{O}\in B^{3}$ の $\Gamma$ による軌道 r(0) のユークリッド距離に関する集積点集合
$(\subset.S^{2})\text{を}\Gamma \text{の極限集合^{と定}義_{し}},$ $\Lambda(\Gamma)$ であらわす. .

極限集合 $\Lambda(.\Gamma)$ は 3点以上を含むときは非可算無限個の点からなる完
全集合である. $\Lambda(\Gamma)$ が 2点以下のとき, $\Gamma$ を初等的という. 以下この

ノートでは, クライン群はすべて非初等的と仮定する. 極限集合は F-壷
変な空でない最小の閉集合としても特徴づけられる. このとき, $\Lambda(\Gamma)$ の

双曲距離に関する凸包をとり, それを $\Gamma$ の作用で割った $N_{\Gamma}$ の部分集合
を凸核と呼び, $C_{\Gamma}\text{であらわす}$ . $C_{\Gamma}$ は $N_{\Gamma}$ への包含写像がホモトピー同
値写像となるような最小の (位相的) 部分多様体である

2 幾何学的指数による評価

幾何学的有限なクライン群に対しては, 極限集合 $\Lambda(\Gamma)$ のハウスドル

フ次元 $\dim\Lambda(.\Gamma. )$ を 3次元双曲多様体 $N_{\Gamma}$ の幾何学的指数で評価すること
ができる.

定義 2(幾何学的有限) クライン群 $\Gamma$ および双曲多様体 $N_{\Gamma}$ が幾何学的
有限とは, $\Gamma$ が有限生成かつ凸核 $c_{\mathrm{r}}$ の体積が有限であることである.

Beardon-Maskit の定理 [MT Section 3.1] より, 幾何学的有限なクラ
イン群 $\Gamma$ に対しては,

$\Lambda(\Gamma)=\Lambda_{c}(\Gamma)\cup\Lambda(P)\Gamma$
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という分解が成り立つ. ここで $\Lambda_{c}(\Gamma)$ は非接的極限集合 (conical limit
set) であり, $x\in S^{2}$ が非接的極限集合に属するとは, $\Gamma(0)$ が $B^{3}$ 内
で $x$ を頂点にもつある錘領域の内部から $x$ に集積するときをいう. ま

た $\Lambda_{\mathrm{p}}(\Gamma)$ は, $\Gamma$ に放物型元の固定点の集合で高々可算集合である (より

詳しくいえば, $\Lambda_{p}(\Gamma)$ の点はすべて “有界” 放物型固定点になっている).

従って, 幾何学的有限なクライン群については $\dim\Lambda(\Gamma)=\dim\Lambda_{c}(\Gamma)$ で

あり, 以下でみるように $\dim\Lambda_{c}(\Gamma)\text{は_{、}}$ $N_{\Gamma}$ の種々の幾何学的指数と次に
定義する収束指数を通してつながってくる.

定義 3(収束指数) クライン群 $\Gamma$ に対して

$\delta(\Gamma)=\inf\{s\geq 0|g_{S}:=\sum_{\Gamma\gamma\in}\exp(-s\rho(0,\gamma(0))<\infty\}(\leq 2)$

を $\Gamma$ の収束指数という. ただし $\rho$ は双曲距離である. $g_{S}$ を $s$ 次元ボア

ンカレ級数と呼ぶ. 単位球モデル $B^{3}$ で考えれば, 収束指数は

$\delta(\Gamma.)=\inf\{_{S\geq.0}|\gamma\in\sum_{\mathrm{r}}(1‘..-|\gamma(0)|)^{S}<.\cdot\infty\}$

と表わすこともできる. $\mathit{5}(\Gamma)$ 次元ボアンカレ級数が発散するとき $\Gamma$ を発

散型, 収束するとき収束型という.

定理 4 (Bishop-Jones [BJ]) 任意のクライン群 $\Gamma$ に対して

$\dim\Lambda_{c}(\Gamma)=\delta(\mathrm{r})$

が成り立つ.

ハウスドルフ次元の上からの評価 $\dim\Lambda_{c}(\Gamma)\leq\delta(\Gamma)$ は容易であるの
でここで示しておく. 逆が成り立つことをクライン群一般に対して証明
したのが上の定理の成果である. なおこの結果は, フックス群および幾
何学的有限なクライン群に対してはすでに知られていた [$\mathrm{N}$ , Sec tion 9.3].

命題 5 クライン群 $\Gamma$ に対して $s$ 次元ボアンカレ級数が収束するならば,
$s$ 次元ハウスドルフ測度 $\mathcal{H}_{s}$ に対して $\Lambda_{c}(\Gamma)$ は零集合である.

(証明) $\Gamma$ の非自明な元の集合を $\{\gamma_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ とあらわす. $\gamma_{n}(0)$ 中心で双

曲半径 $t$ の球が, $0$ から見て $S^{2}$ 上につくる影を $b_{n}(t)$ とあらわす. こ

のとき非接的極限集合は

$\Lambda_{c}(\Gamma)=\cup\cap\cup b_{n}(t)$

$t>0N\geq 1n>N$
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と書ける. 従って, $t$ を固定することに, 無限個の影に含まれるような
点の集合が $s$ 次元ハウスドルフ測度の零集合である ことを示せばよい.
$.\text{これは},$ $\text{影}b_{n}(t)$ の半往が 1– $|\gamma_{n}(0)|$

.
と比較可能であることからわかる.

$\blacksquare$

収束指数 $\delta(\Gamma)$ と双曲多様体 $N_{\Gamma}$ 上の (正) ラプラシアン $\Delta$ のスペク

トルとの関係を与えた $\mathrm{E}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{t}- \mathrm{p}_{\mathrm{a}}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}_{-}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{n}$ の定理を述べる.

定義 6(スペクトルの底) 一回にリーマン多様体 $N$ において, $\Delta$ の 2乗
可積分な固有関数に対する固有値の集合の下限を $\lambda_{0}(N)$ であらわし, ラ

プラシアンのスペクトルの底とよぶ. これは次の式で与えられる.

$\lambda_{0}(N)=\inf\{\frac{\int_{N}|\nabla f|^{2}}{\int_{N}|f|^{2}}|f\in C_{0}^{\infty}(N)\}$

双曲多様体 $N_{\Gamma}$ のラプラシアンのスペクトルの底を特に $\lambda_{0}(\Gamma)$ であら

わす.

定理 7(Sullivan [S]) 任意のクライン群 $\Gamma$ に対して

$\lambda_{0}(\Gamma)=\{$

1 $(\mathit{5}(.\Gamma)\leq 1)$

$\delta(\Gamma)(2-\delta(\mathrm{r}))$ $(\delta(\Gamma)\geq 1)$

が成り立つ.

そして, ラプラシアンのスペクトルの底は次のような定数と関係が
ある.

定義 8(等閑定数、 体積増大度) クライン群 $\Gamma$ に対して

$h( \Gamma)=\inf_{W}\frac{\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(\partial W)}{\mathrm{V}\mathrm{o}1(W)}$

.

を $N_{\Gamma}$ の等周定数という. ただし $W$ は相対コンパクトな $N_{\Gamma}$ の部分領
域全体を動く. また

$\mu(\Gamma)=\lim_{rarrow}\sup_{\infty}\mathrm{p}$
$\frac{1}{r}\log$ $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(B(p,r))$

を $N_{\Gamma}$ の体積増大度という. ただし .
$B(p, r)$ は P. から距離 $r$ 以内にある

$N_{\Gamma}$ の部分領域をあらわす.
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定理 9次の関係式がなりたつ.

1. (Cheeger) $\lambda_{0}(\Gamma)\geq\frac{1}{4}h(\Gamma)^{2}$

2. (Buser) ある普遍定数 $C$ が存在して $Ch(\Gamma)\geq\lambda_{0}(\Gamma)$

3. (Brooks) $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(N_{\Gamma})=$ oo のとき $\lambda_{0}(\Gamma)\leq\frac{1}{4}\mu(\Gamma)^{2}$

幾何学的有限な (より -般に位相的に有限な, . すなわちある境界つき
コンパクト多様体の内部に同相な) 双曲多様体 $N_{\Gamma}$ においては, 凸核 $c_{\mathrm{r}}$

の体積と境界の面積の比を考えると, 等周定数の評価が与えられる. 凸
核の境界 $\partial C\mathrm{r}$ の面積は Ahlfors の有限性定理および Bers の面積定理に
より $N_{\Gamma}$ の位相型 (より具体的には, $\Gamma$ の生成元の最小個数) で評価で
きる. よって上の Buser の結果とあわせて次がいえる.

定理 10 (Canary [C]) 位相的に有限な双曲多様体 $N_{\Gamma}$ に対して

$\lambda_{0}(\Gamma)\leq\frac{K}{\mathrm{V}_{0}1(c_{\mathrm{r}})}$

が成り立つ. ただし, $K$ は $N_{\Gamma}$ の位相型のみによる定数.

特にこの結果から, $N_{\Gamma}$ が位相的に有限だが幾何学的有限でないよう
な $\Gamma$ について $\dim\Lambda(\Gamma)=2$ がわかるが, さらに次の結果は, それが位
相的に有限という仮定なしでも成立することを示している.

定理 11 (Bishop-Jones [BJ]) 有限生成タライン群 $\Gamma$ が幾何学的有限
でないならば $\dim\Lambda(\Gamma)=2$ が成り立つ.

幾何学的有限な $\Gamma$ についてはすでに $\dim\Lambda(\Gamma)=2$ であるための条件
は知られていた (次節参照). よって, 上の定理とあわせると, 有限生
成クライン群については, 極限集合がハウスドルフ次元 2をもつための
必要十分条件が完全に与えられる.

3 極限集合上の測度

極限集合のハウスドルフ次元を評価するときには, 極限集合上の群
作用で不変な測度の構成が有力である.
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定義 12 (不変測度) クライン群 $\Gamma$ に対して, $S^{2}$ 上のボレル測度 $\mu$ が $s$

次し元て.\Gamma -.不変測度であるとは,
$S^{2}$ 上の任意の可測集合 $E$ と

$\gamma.\cdot.\in\Gamma$
に対

$\mu(\gamma E)=\int_{E}|\gamma’|^{s_{d\mu}}$

がみたされるときをいう. ここで微分 $|\gamma’|$ は $S^{2}$ 上の標準的計量 (球面
距離) に関するものである.

r-不変確率測度が存在するような次元の範囲を考える. そのような
次元の下限を $\alpha(\Gamma)$ と書く. 測度の弱収束極限をとることにより, 下限
を与える測度の存在もわかる. ..

.
$\mathrm{r}$-不変確率測度が存在すれば, 非接的極限集合 $\Lambda_{c}(\Gamma)$ 上でハウスド

ルフ測度を上から評価できる. そのときに本質的なのが次の命題である
[$\mathrm{N}$ , Section 4.4].

命題 13 クライン群 $\Gamma$ に対して, 影の列 $b_{n}(t)$ を考える. $s$ 次元 r-不
変確率測度 $\mu_{s}$ に対して, 次をみたす正数 $A$ が存在する : 有限個の $n$ を
除き, 十分大きな $t$ について

$\frac{1}{A}\mu_{S}(b_{n}(t))<r(b_{n}(t))^{s}<A\mu_{s}(b_{n}(t))$

が成り立つ. ここで $r(b_{n}(t))$ は影の半径である.

$s$ 次元ハウスドルフ測度 $\mathcal{H}_{s}$ の非接的極限集合 $\Lambda_{\text{。}}(\Gamma)$ への制限を ん s
であらわす. これは $s$ 次元 r-不変測度になっている. .

補題 14 $s$ 次元 $\Gamma$ -不変確率測度 $.\mu_{s}$ が存在すればん s は有限測度である.
よって, $\dim\Lambda_{c}(\Gamma)\leq s$ であるので, $\dim\Lambda$

。
$(\Gamma)\leq\alpha(\Gamma)$ が成り立つ.

(証明) 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\Lambda_{c}(\Gamma)$ を被う影の列を次のように選
ぶ. 十分大きな $t_{1}>\cdot 0$ から出発して $t_{n}arrow\infty$ かっ $r(b_{n}(t_{n}))arrow 0$ となる
ように単調増加数列 $\{t_{n}\}$ をとる. はじめの有限個をのぞくことにより,

$r(b_{n}(t_{n}))<\epsilon$ としてよい. $b_{n}(t_{n})$ の和は $\Lambda_{c}(\Gamma)$ を被っている.. $b_{1}(t_{1})$ の

次に $b_{n}(t_{n})$ の中心が $b_{1}(t_{1})$ の外にある最小の番号 $n$ をとり, それを改め
て $b_{2}(t_{2})$ とする. $\text{以下帰納的に},$

. $bk+1(tk+1)$ の中心は $\bigcup_{i=1}^{k}bi(i_{i}.)$ の外に
あるように選び, 影の部分列 $b_{i}(t_{i})$ をつ くる. $b_{i}(t_{i})$ の和は依然として

$\dot{\Lambda}_{\text{。}}(\Gamma)$ を被っている. もしそうでないとすると, 被われない点 $\xi\in\Lambda_{c}(\Gamma)$

が存在することになるが, $b_{n}(t_{n})$ の中には半径が $0$ に収束しつつ $\xi$ を含
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んでいる影の列があるので, .そのうちのどれかは $b_{i}(t_{i})$ として採用され

ているはずだからである.
上の構成法より, 各 $b_{i}(t_{i})$ の半径を半分にした円板は互いに交わりを

もたない.

$\sum_{i=1}^{\infty}r(bi(t_{i}))s=2^{s}\sum_{i=1}\infty(\frac{r(b_{i}(t_{i}))}{2})^{S}$

と命題 13より, 左辺は $b_{i}(t_{i})$ の半径 $k\backslash$半分にした円板を $\mu_{s}$ で測った大

きさの和の定数 $A$ 倍で押さえられるが, $\mu_{s}$ は有限測度な-ので, これは

$A\mu_{s}(s^{2})$ で押さえられる. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\Lambda_{c}(\Gamma)$ を被う影の列
$b_{i}(t_{i})$ でこの評価をもつものがとれるので, ん s は有限測度であることが
わかる $\blacksquare$

方, 次の Patterson と Sullivan の結果より不等号 $\alpha(\Gamma)\leq\delta(\Gamma)$ が

わかる [$\mathrm{N}$ , Chapter 3].

定理 15任意のクライン群 $\Gamma$ に対して, 収束指数 $\delta(\Gamma)$ 次元の F-不変確

率測度が存在する.

これを構或する方法としては: $s>\delta(\Gamma)$ に対して, 収束するボアンカ
レ級数 $g_{s}=\Sigma_{\gamma\in \mathrm{r}^{\mathrm{e}}}\mathrm{x}\mathrm{p}(-s\rho(\mathrm{O},\gamma(\mathrm{o}))$ の各項を重みとしてディラック測度

$\delta_{\gamma(0)}$ の和をとり, 全測度で割って $\overline{B^{3}}$ 上の確率測度をつくり, $s\downarrow\delta(\Gamma)$

のときの弱収束極限をとればよい (より正確にいえば, $\Gamma$ が発散型のと

きはこれでいいが, 収束型のときは $B^{3}$ の内部に測度の台が残らないよ
うに、与える重みを調整する必要がある). このように構成された $\delta(\Gamma)$

次元の $\Gamma$-不変確率測度は, 極限集合上に台をもっている.

定義 16 (Patterson-Sullivan 測度) 収束指数 $\delta(\Gamma)$ 次元の r-不変確率
測度で, 極限集合 $\Lambda(.\Gamma)$ 上に台をもつものを Patterson–Sulhvan 測度
という.

さて, ここで定理 4を用いると, 上の 3つの値 $\alpha,$
$\delta,$ $\dim\Lambda_{c}$ はすべて

. 等しいことがわかる. なお, $\alpha(_{-}\Gamma)=\delta(\mathrm{r})$ のみならば, 定理 4を経由し
なくても直接証明できる [$\mathrm{N}$ , Section 4.5].

定理 17任意のクライン群 $\Gamma$ に対して

$\dim\Lambda_{c}(\Gamma)=\alpha(\mathrm{r})=\delta(\Gamma)$

が成り立つ.
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さらにこの結果を精密化して, 次のことも証明できる.

定理 18 クライン群 $\Gamma$ と $\delta=\delta(\Gamma)$ に対して, . 次の 3条件は同値である :
1. $\delta$ 次元ボアンカレ級数 $g_{\delta}$ が収束する.

2. $\delta$ 次元 $\mathrm{F}$ -不変確率測度 $\mu_{\delta}$

.
について $\mu_{\delta}(\Lambda_{c}(\Gamma))=0$ .

3. $\delta$ 次元ハウスドルフ測度 $\mathcal{H}_{\delta}$ について $\mathcal{H}_{\delta}(\Lambda_{c}(\mathrm{r}))=0$ .

(方針) 条件 1ならば条件 2: 命題 5と同様にして, $\Lambda_{c}(\Gamma)$ を被う影の
大きさ を評価するが, . それを $\mu_{\delta}$ で測った大きさに読み替えるところは
命題 13をもちいる. 条件 2ならば条件 3: $\mathcal{H}_{\delta}(\Lambda_{c}(\mathrm{r}))>0$ とする. $\mathcal{H}_{\delta}$

の $\Lambda_{c}(\Gamma)$ への制限 $h_{\delta}$ は, 補題 14より, 正規化すれば r-不変確率測度と
なる. よって以下の補題 21より, $\mathrm{r}$-不変確率測度は–意的なので, $\mu_{\delta}$

は定数倍をのぞいて $h_{\delta}$ と –致し, 特に $\mu_{\delta}(\Lambda_{c}(\Gamma))>0$ がわかる. 条件

3ならば条件 1: 定理 4の証明を見直す $\blacksquare$

この定理の中の条件 2に関連して, $\mu_{s}(\Lambda_{\text{。}}(\Gamma))$ が $0$ でないということ
は $\Lambda$

。
$(\Gamma)$ が $\mu_{s}$ について全測度をもっているということと同値である. -,

般に直接的極限集合上では次のようなエルゴード性があるからである $[\mathrm{N}$ ,
Section 4.4].

命題 19 $A$ を $\Lambda_{\text{。}}(\Gamma)$ の $\mathrm{r}$ -不変部分可測集合とするとき, $S^{2}$ 上の任意の
$\mathrm{F}$ -不変確率測度 $\mu$ について $\mu(.A)=0$ または $\mu(A)=1$ が成り立つ.

. .

$S^{2}$ 上では–般にエルゴード性があるとは限らないが, もしあればそ

れは $\mathrm{r}$-不変確率測度の–意性を特徴づけることができる [$\mathrm{N},$
$\mathrm{S}$ ection 4.2].

命題 20 $s$ 次元 $\mathrm{F}$ -兵変確率測度 $\mu$ が存在すれば–意であるための必要十
分条件は, $\mu$ が次のエルゴード条件をみたすことである : $S^{2}$ の任意の
$\mathrm{r}$ -不変可測集合 $A$ に対して, $\mu(A)=0$ または $\mu(S^{2}-A)=0$ が成り

立つ.

補題 21 $\Lambda_{c}(\Gamma)$ 上正の測度をもつような $\mathrm{r}$ -不変確率測度は, 存在すれば
意であり, その次元は $\delta(\Gamma)$ である.
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(証明) 次元が $\delta(\Gamma)$ であることは, 定理 17と定理 18の証明の条件 1
ならば条件 2と同様の議論からわかる. 命題 19より, $\Lambda_{c}(\Gamma)$ 上全測度
もつので, 命題 20のエルゴード条件をみたすことがわかり, -意性も
従う .

$\blacksquare$

一般に $\mathrm{r}$-不変確率測度はアトム (point mass) をもつ場合もありうる
が, 次のようなアトムは存在しない [$\mathrm{N}$ , Section 3.5].

補題 22任意の $s$ 次元 r-不変確率測度は非接的極限集合の点にアトムを
もたない. また, $\delta(\Gamma)$ 次元 r-不変確率測度は有界放物型言定点にアト
ムをもたない. さらに $\Gamma$ が発散型のとき, $\delta(\Gamma)$ 次元 F-不変確率測度は
アトムをもたない.

最後に幾何学的有限なクライン群 $\Gamma$ について考える. Beardon-Maskit
の定理より, $\Lambda(\Gamma)$ は非接的極限集合と可算個の有界放物型固定点の集合
からなるので, 上記の結果を組み合わせてまとめると次のようになる.

定理 23 $\Gamma$ を幾何学的有限なクライン群とすると, $\Gamma$ は発散型であり,
$\delta(\Gamma)$ 次元 $\Gamma$ -不変確率測度が–意的に存在する. それは Patterson-Sullivan
測度であり, $\delta(\Gamma)$ 次元ハウスドルフ測度の (実接的) 極限集合論への制
限 $h_{\delta(\Gamma)}$ と定数倍をのぞいて–致する. また $s>\delta(\Gamma)$ のときは, 極限集
合上に台をもつ $s$ 次元 $\mathrm{F}$ -不変確率測度は, 放物型固定点の集合上に台
をもつアトムからなる測度である.

(証明) 定理 15より Patterson-Sullivan 測度 $\mu$ をとる. 補題 22より
有界放物型固定点にアトムをもたないので,

. $\mu$ は $\Lambda_{c}(\Gamma)$ 上に全測度をも
つ. よって補題 21より -意性が従う. $\cdot$ また, 定理 18より $\delta(\Gamma)$ 次元ポ
アンカレ級数は発散する. $\text{ん_{}\delta(}\mathrm{r}_{)}$ は補題 14より有限測度であり, また定
理 18より正値である. よって正規化すれば $\delta(\Gamma)$ 次元 F-不変確率測度と
なり, -意性より $\mu$ と –致する.
次に $\nu$ を任意の $s>\delta(\Gamma)$ 次元 $\mathrm{F}$-不変確率測度とする. 補題 21より

$\nu$ は $\Lambda_{c}(\Gamma)$ 上で零なので, 放物型固定点の集合上に台をもたなければな
らない. それは可算集合なので $\nu$ はアトムからなる測度である $.\blacksquare$

. $J$

系 24幾何学的有限なクライン群 $\Gamma$ の極限集合 $\Lambda(\Gamma)$ がハウスドルフ次
元 2をもつための必要十分条件は, $\Lambda(\Gamma)=S^{2}$ である.

(証明) $\Lambda(\Gamma)\neq S^{2}$ のとき, 2次元ボアンカレ級数は収束する [ $\mathrm{N}$ , Section
16]. 定理 23より $\Gamma$

. は発散型なので, これは $\mathit{5}(\Gamma)<2.|$を意味する. よっ

て極限集合のハウスドルフ次元は 2より小さい. $\blacksquare$
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4 幾何学的収束とハウスドルフ次元の連続性

クライン群の変形による極限集合のハウ入ドルフ次元の変化を考える.
そのためにまず, クライン群の列の収束について, いくつかの概念を定
義する.

定義 25 (代数的収束) 一般に群 $\Gamma_{0}$ の $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C})$ 表現の列 $\theta_{n}$ : $\Gamma_{0}arrow\Gamma_{n}$

が表現\theta : $\mathrm{I}_{0}^{\tau}’arrow\Gamma$ に代数的に収束するとは, 任意の元 $\gamma\in\Gamma_{0}$ について

$\theta_{n}(\gamma)$ が $\theta(\gamma)$ に収束することである.

Bishop-Jones [BJ] は, 有限生成群 $\mathrm{r}_{0}$ の $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C})$ 離散表現 \theta 嫁 $\mathrm{r}_{0}arrow$

$\Gamma_{n}$ ( $\Gamma_{n}$ はクライン群) の列が $\theta$ : $\mathrm{r}_{0}arrow\Gamma$ に代数的に収束するとき (こ
のとき $\Gamma$ もクライン群となる [ $\mathrm{M}\mathrm{T}$ , Section 7.1] $)$ , ハウスドルフ次元の
下半連続性を証明した (以下の定理 30). しかし, 代数的収束は必ずし
も草応する双曲多様体の幾何学的収束を意味しない. 第 2節でみたよう
に, 極限集合のハウスドルフ次元は双曲多様体の幾何学的性質を反映す
るので, ハウスドルフ次元の連続性は, 次に定義するクライン群の列の
幾何学的収束のもとで考えたほうが期待しやすい.

定義 26 (幾何学的収束) $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C})$ の部分群の列 $\Gamma_{n}$ が $G$ に幾何学的に
収束するとは 7 $\Gamma_{n}$ が PSL2(C) の閉部分集合の列として $G$ にハウスドル

フ収束することである. すなわち, 次の 2条件がみたされることである.

1. 任意の $g\in G$ は $g= \lim$
.

$narrow\infty^{\gamma_{n}}(\gamma_{n}\in\Gamma_{n})$ として書ける.

2. $\mathit{9}=1\mathrm{i}\mathfrak{R}arrow\infty^{\gamma}n_{i}(\gamma_{n}..\cdot$ \in F下として書ける元は $G$ に属する.

射影 $B^{3}arrow N_{\Gamma}=B^{3}/\Gamma$ による原点 $0\in B^{3}$ の像を or とする. この

とき, クライン群 $\Gamma_{n}$ が $G$ に幾何学的に収束するということは, 双曲
多様体のレベルでは, 基点付きの多様体の列 $(N\mathrm{r}_{n}, o\mathrm{r}n)$ が $(NG, oG)$ に

Gromov 収束することにほかならない [$\mathrm{M}\mathrm{T}$ , Section 7.1]. 一般に, 基点付
きの多様体の列は, 基点における単射半径が–様に下から押さえられて
いるならば, Gromov 収束する部分列を選ぶことができる. 従って, その
条件がみたされるような仮定のもとでは, クライン群の列から幾何学的
に収束する部分列を選ぶことができる. 代表的な仮定としては, クライ

.ン群の列がすでに代数的に収束しているとすることである.
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命題 27有限生成群 $\Gamma_{0}$ から (非初等的) クライン群の上への準同型 $\theta_{n}$ :
$\Gamma_{0}arrow\Gamma_{n}$ が\theta : $\mathrm{r}_{0}arrow\Gamma$ に代数的に収束しているならば, $\Gamma_{n}$ のある部分
列はある $\Gamma$ を含むクライン群 $G$ に幾何学的に収束する.

まず, 幾何学的収束に関して, 非接的極限集合のハウスドルフ次元が
下半連続性をも つことを示す.

補題 28 クライン群の列 $\Gamma_{n}$ がクライン群 $G$ に幾何学的に収束するな
らば,

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}$ $\dim\Lambda_{c}(\Gamma_{n})\geq\dim\Lambda_{c}(G)$

が成り立つ.

(証明) $\mu_{n}$ を $\Gamma_{n}$ に関する Patterson-Sullivan 測度とする. 部分列を
とり $\dim\Lambda_{\text{。}}(\mathrm{r})n$ がある値 $d$ に収束するようにし, さらに部分列をとり,

$\mu_{n}$ が $S^{2}$ 上のある測度 $\mu$ に弱収束するようにできる. このとき, $\mu$ は $d$

次元 $G$-不変確率測度である. 従って $d\geq\alpha(G)$ であるが, 定理 17より
$\alpha(G)=\dim\Lambda_{c}(c)$ であるので主張を得る. $\blacksquare$

$\sim\sim$ 意注意 29 この補題と定理 7より, ラプラシアンのスペクトルの底の幾何
学的収束のもとでの上半連続性もわかる.. このことは,

$\lambda_{0}(G)=\inf\{\frac{\int_{N_{G}}|\nabla f|^{2}}{\int_{N_{G}}|f|^{2}}|f\in C_{0}^{\infty}(N_{G})\}$

において inf に十分近い値を与える関数 $f$ をとり, $N_{\Gamma_{n}}$ から $N_{G}$ への近

似写像\mbox{\boldmath $\varphi$}n との合成 $f\circ\varphi_{n}$ を $\dot{N}_{\Gamma_{n}}$ 上の関数として, $\lambda_{0}(\Gamma_{n})$ の式に適用
してみてもわかる.

幾何学的極限は代数的極限を含むので, 幾何学的収束に関するハウス
ドルフ次元の下半連続性から代数的収束に関しての下半連続性が従う.

. 若干の補足的考察を加えれば, 前述の Bishop-Jones の結果が導かれる.

定理 30 $\mathrm{r}_{0}$ を有限生成群とし, (非初等的) クライン群 $\Gamma_{n}$ の上への準同
型 $\theta_{n}$ : $\Gamma_{0}arrow\Gamma_{n}$ が\theta : $\mathrm{r}_{0}arrow\Gamma$ に代数的に収束しているならば,

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}$ $\dim\Lambda(\Gamma_{n})\geq\dim\Lambda(\Gamma)$

が成り立つ.
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(証明) $\Gamma$ が幾何学的有限のときは, $\dim\Lambda(\Gamma)=\dim\Lambda(\mathrm{c}\mathrm{r})$ である. 部

分列をとれば? $\Gamma_{n}$ は $\Gamma$ を含むクライン群 $G$ に幾何学的に収束するので,

補題 28 $\text{と}\dim\Lambda_{\text{。}}(G)\geq\dim\Lambda_{\text{。}}(\mathrm{r})$ より主張を得る . $\Gamma$ が幾何学的有限で
ないときは, 定理 11より $\dim\Lambda.(\Gamma)=2$ である. 部分列をとり, $\Gamma_{n}$ が

すべて幾何学的有限であるか, すべて幾何学的有限でないかのどちらか
と仮定してよい. 後者の場合は再び定理 11より主張は明らか. $\Gamma_{n}$ がす

べて幾何学的有限である場合, さらに部分列をとり, $\dim\Lambda(\Gamma_{n})$ が収束

し, かっクライン群 $G$ に幾何学的に収束しているとしてよい. も. しも
$\lim\dim\Lambda(\Gamma)n<2$ であるとすると, $\cdot$ 定理 10より, 評註 $C_{\Gamma_{n}}$ の体積は

一様に上から押さえられていなければならない. このとき, 幾何学的極
限 $G$ の凸核 $C_{G}$ の体積も有限であることがわかる. 従って補題 28より
$\dim\Lambda(G)<2$ となる. しかし, これは $\dim\Lambda(\Gamma)$

.
$=2$ に反する. よって

$\lim\dim\Lambda(\Gamma_{n})=2$ であり, この場合も主張が成り立つことがわかる. $\blacksquare$

ここで, 幾何学的収束が必ずしも極限集合のハウスドルフ次元の収束
を意味しない簡単な例をあげる.

例 31 (非初等的) クライン群 $\Gamma_{0}$ の指数有限の部分群の列

$\mathrm{r}_{0}\supset \mathrm{r}_{\iota}\supset\Gamma_{2}\cdots$

で幾何学的に {1} に収束するものをとる (たとえば, 原点で $\text{の}$

. 単射半径が
$\infty$ に増大するようにすればよい). このとき, $\dim\Lambda(\Gamma_{n})=\dim\Lambda(\mathrm{r}_{0})>0$

であるが, $\dim\Lambda(\{1\})--\mathrm{o}$ である.

この例では, $\Lambda(\mathrm{r}_{n})=\Lambda(\mathrm{r}\mathrm{o})$ が $\Lambda(\{1\})=\emptyset$ にハウスドルフ収束すら

していない. $\text{ハウスドルフ次元の収束をみるためには}$ , 極限集合がハウ
スドルフ収束している状況に制限するほうが可能性が高い. 極限集合が
ハウスドルフ収束するための十分条件として Kerckhoff-Thurston による
次の結果がある [$\mathrm{M}\mathrm{T}$.: Section 7.3].

命題 32 クライン群の列 $\Gamma_{n}$ が (非初等的) クライン群 $G$ に幾何学的に

収束し, 凸核 0、において単射半径が ( $n$ によらず) 一様に上から押さ
えられているならば, $\Lambda(\Gamma_{n})$ は $\Lambda(G)$ にハウスドルフ収束する.

$\Gamma_{n}$

.
に関する Patterson-Sullivan 測度の弱収束極限を $\mu$ として, $\mu$ が

$\dot{G}$ に関する Patterson-Sulivan 測度になっていることが判定できれば, 収

束指数 $\delta(\Gamma_{n})$ が $\delta(G)$ に収束することがわかり, 若干の考察で極限集合
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のハウスドルフ次元の収束もわかる. $\Lambda(\Gamma_{n})$ が $\Lambda(G)$ にハウスドルフ収

束しているとすると, $\mu$ は $\Lambda(G)$ 上に台をもつ G-不変確率測度である.
従って, たとえば $G$ が放物型元を含まない幾何学的有限なクライン群と
すると, 定理 23より $\mu$ は Patterson-Sulivan 測度以外ありえず, ハウ

スドルフ次元の収束がいえる.

定理 33 クライン群の列 $\Gamma_{n}$ が (非初等的で) 放物単元を含まない有限
生成クライン群 $G$ に幾何学的に収束しているならば, $\lim\dim\Lambda(\Gamma)n=$

$\dim\Lambda(G)$ である.

なお, この定理の主張では, 幾何学的極限 $G$ が幾何学的有限であるこ
とを仮定していないが, これは次の補題にあるように, $G$ が有限生成で
あるが幾何学的有限でない場合には, 自動的にハウスドルフ次元の収束
がいえるからである. 従って, この問題に関しては以下の議論でも, 幾
何学的極限が幾何学的有限である場合が本質的である.

補題 34 クライン群の列 $\Gamma_{n}$ が有限生成であるが幾何学的有限でないクラ
イン群 $G$ に幾何学的に収束しているならば, $\lim$

.
$\dim\Lambda(\Gamma n)=\dim\Lambda(G)=$

$2$ である.

(証明) 幾何学的極限が有限生成のとき, 十分大きな $n$ に対して (上への
とは限らない) 準同型写像\psi n: $Garrow\Gamma_{n}$ で, 恒等写像 id: $Garrow G$ に代数的
に収束するものがとれる [ $\mathrm{M}\mathrm{T}$ , Section 7.1]. $\psi_{n}(G)=\Gamma^{J}n$ とおくと, 定理
30より $\lim$ inf $\dim\Lambda(\Gamma_{n}/)\geq\dim\Lambda(G)$ であるが, $\dim\Lambda(\Gamma_{n})\geq\dim\Lambda(\Gamma_{n}^{l})$

と $\dim\Lambda(G)=2$ より等式を得る. $\blacksquare$

幾何学的極限 $G$ が放物型元を含む場合, 極限集合がハウスドルフ
収束しても, ハウスドルフ次元が収束するとは限らない. $\Gamma_{n}$ に関する
Patterson-Suffivan 測度 $\mu_{n}$ の弱極限 $\mu$ が放物型固定面上のアトムからな
る測度になる場合があり, そのときは, $\delta(G)$ は $\mu$ の次元より小さくなる

. [M]. 多様体レベルでいえば, Gromov 収束するときに, カスプになっ

てちぎれて “主要部” が捨てられる場合に起こる. 新しくできたカスプ
に対応する放物地固定点上に, 消えた “主要部” にあった測度が集中し
て残ることになる.
そこで, 幾何学的極限で多様体がちぎれることがないようにするため

の条件として, 次の強収束を定義する.
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定義 35 (強収束) クライン群の列 $\Gamma_{n}$ が $G$ に強収束するとは, $\Gamma_{n}$ が
$G$ に幾何学的に収束し, かつ, 十分大きな $n$ に対して, 上への準同型

$.\psi_{n}$ : $Garrow\Gamma_{n}$ で $\mathrm{i}\mathrm{d}$ : $Garrow G$ に代数的に収束するものが存在することを
いう.

$\sim\sim$ 意注意 36 この定義は $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}[\mathrm{M}]$ による. 通常強収束は, 有限生成群
の忠実な離散表現の代数的収束が同時に幾何学的収束にもなっているこ
とで定義するが, 上の定義は明らかにこの定義を含んでいる. さらに,
代数的極限と幾何学的極限が異なっている場合でも, 幾何学的極限が有
限生成クライン群であることを仮定すれば, これも上の定義の意味で強
収束になっている. 実際, 有限生成幾何学的極限からの (上へのとは限
らない) 準同型で恒等写像に収束するものは常に存在するが (補題 34
の証明) , 代数的にも収束していたとすると, 上への準同型でそのよう
なものが存在する [$\mathrm{M}\mathrm{T}$ , Section 7.1].

強盛束し, 極限が幾何学有限であるとき, 極限集合の列もハウスドル
フ収束している ことがわかる [JM] (上のような定義のもとでは [M] で
主張されている). しかし, $\cdot$ それでもまだハウスドルフ次元が収束しな
い例が, McMu垣 en [M] によって挙げられている.
強収束のもとでの双曲多様体のスペクトルの底の収束に関しては, Mc-

Mullen と独立に, より幾何学的な証明による次のような結果がある.

定理 37 (Canary-Taylor [CT]) クライン群の列 $\Gamma_{n}$ が $G$

,

に強収増し,
かつ $N_{G}$ が位相的に有限であるとすると,

$\lim_{narrow\infty}\lambda_{0}(\Gamma_{n})=\lambda_{0}(G)$
.

が成り立つ.

スペクトルの底が収束するのに, ハウスドルフ次元が収束するとは限.

らないのは, 両者の関係 (定理 7) において, 収束指数が 1以下のとき
は, スペクトルの底は 1で–定であるからである.

$I$

実際, $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}$ に

よる反例はこの 1を境にして起きている. 彼による強収束のもとでのハ
ウスドルフ次元の収束に関する定理の主張は以下のとお りである. なお,
もとの論文では $G$ が幾何学的有限と仮定してあるが, 補題 34より有限
生成としてもいいので, そのようなかたちにしてお $\langle$ .

189



定理 38
.

$(\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{l}1_{-}\mathrm{e}\mathrm{n}[\mathrm{M}])$ . クライン群の列 $\Gamma_{n}$ が (非初等的) 有限生成
クライン群 $G$ で $\dim\Lambda(G)\geq 1$ をみたすものに強収束しているならば,

$\lim_{narrow\infty}\dim\Lambda(\Gamma_{n})=\dim\Lambda(G)$

が成り立つ.
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