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1 はじめに

ネットワークシステムの信頼度を問題にする場合、ネットワ一クシステムを点や枝に確
率の概念を付加した確率グラフと捕らえることができる。 ネットワ一クシステムの信頼
度を測る尺度の–つである総合信頼度 (all-terminal reliability) とは、確率グラフ中の全
ての点が正常に機能している枝によって連結されている確率である。一般に、総合信頼
度の値を求めるのに要する計算時間は枝の本数に対し指数的に増加する ( $NP$-困難) ので
$\text{、}$ 精度の良い境界値、特に下界を多項式時間で求めることが重要になる ([3]) 。従来より
総合信頼度の下界を多項式時間で導出することを目的とした研究が数多くなされている
( $[2][3]$ など) 。 ところがそれらの研究で対象とするネッ.トワークシステムは、ネットワ一
ク中の全ての枝について、正常に機能する確率が同–であることを必要条件としている。
逆に言えば、正常に機能する確率が異なる枝がネットヮ$-$ ク中に存在する場合には適用で
きない。 . .

我々は極大木によるエッジパッキングを用いて総合信頼度の下界を多項式時間で導出す
る方法を提案した $([4][5])$ 。この方法は、 ネットワーク中に正常に機能する確率が異なる
枝が存在する場合にも適用できるという特徴を持つ。本稿では新たに直並列グラフによる
エッジパッキングを用いて下界を導出する方法を提案する。

2 準備
要素数 $n$ の点集合 $\{v_{1}, \cdots, v_{n}\}\text{、}$ 要素数 $m$ の枝集合 $\{e_{1}, \cdots , e_{m}\}$ からなる無向グラフ

を $G=(V, E)$ とする。 グラフ中の各枝は正常に機能している状態 (正常状態) と故障
している状態 (故障状態) の 2つの状態があり、枝 $e\in$ Eが正常である確率 (枝正常確
率) を $p_{e}$ とし、 各枝の枝正常確率は互いに独立とする。 また点は常に正常であると仮定
する。 このような確率グラフ $G$ 中の全ての点が正常な枝によって連結になるとき、 $G$ で

表現されるネットワークは正常であるという。ネットワ一 $i^{7}$ が正常である確率を総合信頼
度 (all-terminal reliability: 全点信頼度とも言う) と呼び、 $Rel(G)$ で表す ([.3])。
以降使用する記号についてここで定義する。グラフ $G’=(V, E)$ に枝 $e$ を追加したグラ
フを $G\cup\{e\}=(V, E\cup\{e\})_{\text{、}}$ 枝 $e$ を削除したグラフを $G-\{e\}=(V, E-\{e\})$ と記す。
またグラフ $G_{1}=(V_{1}, E_{1}),$ $G_{2}=(V_{2}, E_{2})$ に対し、 グラフ $G_{2}$中にある枝をグラフ $G_{1}$から
除去したグラフを $G_{1}-G_{2}=(V_{1}, E_{1}-E2)$ と記す。

3 エッジパッキングによる $Rel(G)$ の下界
定義 1 グラフ $G=(V, E)$ に対し、 $G$ と同じ点集合 $V$を有し、 互いに枝排反な $G$ の部分
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グラフの集合
$\{G_{i}|G_{i}\underline{\infty}(V, E_{i}), E_{i}\subset E, E_{i}\cap E_{j}=\phi(i\neq j)\}$

をエッジパッキング (edge-packing) という。

定理 1 グラフ $G=(V, E)$ が要素数 $k$のエッジパッキング $\{G_{1}’, \cdots , G_{k}\}$ をもつとき、次
の不等式が成立する $[3]_{0}$ .: . $\cdot$

. .
. た

(1) $Rel(G) \geq 1-\prod_{=i1}(1-Rel(G_{i}))$

定理 1から、 $Rel(G_{i})$ を多項式時間で計算できるようなエッジパッキングを多項式時間で
構築できれば、 $Rel(G)$ の下界を多項式時間で求めることができることがわかる。また下
界の精度を上げるには、

1. 各 $Rel(G_{i})$ の値を大きくする。

2. エッジパッキングを構成する部分グラフの数 $k$を大きくする。

の 2つの戦略があることがわかる。

4 極大木によるエッジパッキング
グラフ $G=(V, E)$ のエッジパッキング $\{G_{1}, \cdots , G_{k}\}$ の各要素を極大木にして構成した

場合、 $G_{i}=(V, E_{i})(i=1, \cdots, k)$ とすると、 (1) 式は次のように表せる。

(2) $Rel(G) \geq 1-\prod_{i=1}^{\mathrm{a}}(1-\prod_{e}k\in E_{i}p_{e})$

(2) 式より極大木からなるエッジパッキングを多項式時間で構築することができれば、総
合信頼度の下界を多項式時間で導出することができることがわかる。我々は極大木からな
るエッジパッキング EPSTを構成する 2つのアルゴリズムを提案した $(.[4][5])$。以下にそ

の概要を示す。

アルゴリズム 1-1
1 $EPSTarrow\phi$ ;
2 グラフ $G$ から総合信頼度\Phi \Xi大の極大木 $T$を発見;
3 $EPSTarrow EPST\cup\{T\}$ ;
4 $Garrow G-T$ ;
5 $G$ が非連結なら終了。連結なら Step2へ;

アルゴリズム 1-2
Edmonds による Matroid $\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}\mathrm{n}[1]$ を利用して、 グラフ $G$ から最大

.
個数の枝排反極大木を発見し、EPSTとする; .

アルゴリズム 1-1は 3節で述べた戦略 $1_{\text{、}}$ アルゴリズム 1-2は戦略 2に基づいたアルゴ
リズムである。アルゴリズム 1-1の計算オーダーは $O( \max(7\eta\log m, cm))\text{、}$ アルゴリズム

1-2の計算オーダーは $O(m^{3})$ である。 ここで $c$ はグラフ $G’$ の枝連結度である。
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5 直並列グラフによるエッジパッキング
定義 2点数 4の完全グラフと同相なグラフを部分グラフに持たないグラフを直並列グラ
フ (sehes-parallel graph) という。

ここで以下に示す 3つの確率的に等価なグラフ変換 [4] [5] を考える。

[短絡除去] : グラフ $G=(V, E)$ 中の次数 1の点を $v_{\text{、}}$ 点 $v$を端点とする唯–の枝を $e$ とす
る。 このとぎ、 $G’=(V-\{v\}, E-\{e\})$ とすると、

(3) $Rel(G)=peRe.l(G’)$

である。 このグラフ変換を短絡除去という。

[直列縮退] : グラフ $G=(V, E)$ 中の次数 2の点を $v_{\text{、}}$ 点 $v$を端点とする 2本の枝を $e_{1}=$

$(v, u_{1})\in E,$ $e_{2}=(v, u_{2})\in E$とする。 このとき、 $e’=.(u_{12},\cdot u)\not\in E,$ $G’=(V-\{v\},$ $E-$
$\{e_{1}, e_{2}\}\cup\{e’\})$ とすると、

(4) $Rel(G)=\{1-(1-pe_{1})(1-Pe2)\}Rel(G’)$

(5) $p_{e’}= \frac{p_{e_{1}}p_{e2}}{1-(1-pe1)(1-pe2)}$

である。 このグラフ変換を直列縮退という。

[並列縮退] : グラフ $G=(V, E)$ 中の 2点 $u,$ $v\in V$を両端点とする 2本の並行枝を $e_{1},$ $e_{2}\in E$

とする。 このときを $e’=(u, v)\not\in E,$ $G’=(V, E-\{e_{1}, e_{2}\}\cup\{e’\})$ とすると、

(6) $Rel(G)=Rel(G’)$

(7) $p_{e}=1-(1-pe1)(1-pe2)$

となる。 このグラフ変換を並列縮退という。

以上の 3つのグラフ変換を用いると、定義 2は以下のように変形できることが知られて
いる。

定義 3短絡除去、直列縮遮並列縮退の 3つのグラフ変換を繰り返し可能な限り施すこ
とによって、孤立点 1点に変換できるグラフを直並列グラフと呼ぶ。

この定義から以下のことが言える。

定理 2直並列グラフの総合信頼度は、計算オーダー O(m) で求めることが可能である。

(証明) グラフに短絡除去、直列縮退、並列縮退のいずれを適用しても枝が 1本減少する。
従って直並列グラフを孤立点 1点まで変換するためには、グラフ変換を $rn$ 回適用すれば
よい。孤立点 1点からなるグラフの総合信頼度は 1なので、元の直並列グラフの総合信
頼度を計算することが可能となる。 口
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従って極大木によるエッジパッキングと同様、直並列グラフによるエッジパッキングを
多項式時間で構築すれば、元のグラフの総合信頼度の下界を多項式時間で計算することが. .
可能である。

. $\cdot$ . ,..

直並列グラフが元のグラフの全ての点を含まない場合、 その総合信頼度は $0$ となるので

$.\text{、}$ (1) 式より、エッジパッキングの要素にする意味がないことがわかる。そこで全ての点

を含む直並列グラフ (以下全域直並列グラフと呼ぶ) によるエッジパッキング EPSPを

構成するアルゴリズムを提案する。 .

まず 3節で述べた戦略 1を重視したアルゴリズムを考える。 このときグラフ $G$ の部分グ

ラフで、 その総合信頼度を最大とする全域直並列グラフを見つけることが必要どなるが
この問題はまだ解かれていない。そこで代替として、以下に示すアルゴリズムを提案

する。

アルゴリズム 2-1

1 $EPSParrow\phi$ ;
2 $E$ 中の枝を枝正常確率の大きい順にソート;

3 $Tarrow$グラフ $G$ 中の総合信頼度最大の極大木;

4 $Garrow G-T$ :
5for 各 $e\in E$ ($p_{e}$の大きい順) do

6 begin
7if $T\cup\{e\}$ が直並列グラフ then

8 begin
9 $Tarrow T\cup\{e\}$ ;
10 $Garrow G-\{e\}$ ;
11 end
12 end
13 $EPSParrow EPSP\cup\{T\}$ ;

14 if $G$ is connected goto Step 3;

アルゴリズム 2-1はアルゴリズム 1-1を発展させたものである。具体的には、 以下のこ
とを行っている。

1 . $G$ 中から総合信頼度最大の極大木 $T$を発見する。

2 Tが直並列グラフである範囲内で、 G–Tの枝を枝確率の大きい順に
$T$に追加する。

3 Tを EPSPに追加 $G=G-T$とする。
4. $G$ が非連結なら終了。そうでないなら Stepl へ。

アルゴリズム 2-1中で行っている、直並列グラフ Tに 1本の枝 $e$ を追加してもなお直並列

グラフであるか否かの判断は、定理 2より $O(m)$ の時間を必要とする。 アルゴリズム 2-1
自体の計算オーダーについては、次の定理が成立する。

定理 3 グラフ $G=(.V, E)$ にアルゴリズム 2-1を適用したときの計算 $A^{-}.-i^{7^{*}}.\cdot \text{一は}O(Cm^{2})$

である ( $c$ . $G$ の枝連結度) 。
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(証明) 枝のソートには $O(m\log m)$ 必要である。 Step 5からのループの繰り返し回数は
$m$ 回以下で、 1回のループごとに直並列グラフの判断に $O(m)$ かかる。 また SteP 14か

ら Step 3へ戻る回数は、最終的に得られるエッジパッキングの要素数に等しいので $c$ 以

下になる。従って、 .

$O$ ($\max$ ($m\log m$ , cm$2)$ ) $=O$ (cm2).

ロ

次に 3節で述べた戦略 2を重視したアルごり $\grave{\lambda}^{\backslash }$ ム..を考える。極大本は最も枝本数の少な
い全域直並列グラフだから、全域直並列グラフによるエッジパッキングの要素数の最大値
は、極大木によるエッジパッキングの要素数になる。この結果を利用したアルゴリズムを
以下に示す。

アルゴリズム 2-2

1EPSP $=\{G_{1}, \cdots, G_{k}\}arrow$ アルゴリズム 1-2で得られる EPST;
2 $G_{1},$ $\cdots,$

$G_{k}$をその総合信頼度の大きい順にソート;
3 $Garrow G-\cup^{k}i=1Gi$ ;
4 $G$ 中の枝を枝正常確率の大きい順にソート;
5for $i=1,$ $\cdots,$

$k$ do
6 begin
7for 各 $e\in E$ ($p_{e}$の大きい順) do
8 begin
9 . if $G_{i}\cup\{e\}$ が直並列グラフ then
10 begin
垣 $G_{i}arrow G_{i}\cup\{e\}$ ;
12 $Garrow G-\{e\}$ ;
13 end
14 end
15 end

アルゴリズム 2-2は、 以下のことを行っている。
1 . $G$ 中から極大木による要素数最大のエッジパッキングを獲得する。
2 エッジパッキングで使用していない枝を枝確率の大きい順に、

エッジパッキングの要素に直並列グラフである範囲内で追加する。
追加する要素の対象は総合信頼度の大きいものを優先する。

アルゴリズム 2-2の性能については次の定理が成立する。

定理 4 アルゴリズム 2-2で得られた全域直並列グラフによるエッジパッキング EPSP を

用いて導出する総合信頼度の下界は、 アルゴリズム 1-2で得られる極大木によるエッジ
パッキング EPST を用いて導出する総合信頼度の下界より大きい。
(証明) アルゴリズム 2-2はアルゴリズム 1-2の結果得られた EPSTの要素に枝を追加し
て EPSPを構成する。 $EPST=\{G_{1}, \cdots, c_{k}\}$ とし、 $G_{i}$に枝を追加してできた全域直並列
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グラフを G(とすると、 $EPSP=\{G_{1}’, \cdots, G_{k}’\}$ となり、

$Re\iota(c_{i})\leq Rel(G\prime\prime)i$ $(i=- 1, \cdots, k)$

となるので、 (1) 式から EPSTによる下界より EPSPによる下界の方が大きくなる。 ロ

アルゴリズム 2-2の計算オーダーについては、次の定理が成立する。

定理 5 グラフ $G=.(V,.E):..\cdot, ..$
にアルゴリズム 2-2を適用したときの計算オーダーは $O(m^{3})$

である。 .. . .
(証明) Step 1には $O(m^{3})$ の計算時間が必要である。Step 2でのソートや Step 4でのソー

. トに必要な時間は明らかに $O(m^{3})$ より小さい。Step 5での for 文は $k$回の繰り返し、 Step
7での繰り返し回数は高々$m$ 回である。直並列グラフの判定には $O(m)$ 必要なので、 Step
5からのループ全体では、 $O(km^{2})$ となる。明らかに $k<m$ なので、 全体では $O(m^{3})$ と

なる。 口

6 数値結果
アルゴリズム 2-1と 2-2を図 1で示した Arpanet (点数 59、枝数 71). に対し適用し、現

段階で最適と言われている Ball-Provan の手法と比較した。 ただし Ball-Provan の手法は
全ての枝確率が等しい場合のみしか適用できないので、枝確率を全て等しいと仮定した。

図 1: Arpanet(1979)

図 2に結果を示した。Arpanet に対しアルゴリズム 2-1-, 2-2を適用した結果、2つの手法

による下界は等しくなった。図中では総合信頼度を Rel. Ball-Provan による手法を $\mathrm{B}- \mathrm{P}_{\text{、}}$

本稿で提案した手法を EPSP と記した。図 2より、 Ball-Provan の手法より本稿で提案し
た手法による方が精度の良い下界を得ることができた。
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図 2: Arpanet の総合信頼度と下界

7 まとめ
.

本稿では直並列グラフによるエッジパッキングを用いて総合信頼度の下界を多項式時間
で求めるアルゴリズムを 2種類提案した。総合信頼度の下界を求めるアルゴリズムのほと
んどが各枝の枝正常確率が同–でないと這用できないのに対し、 このアルゴリズムは各枝
の枝正常確率が同–でない場合にも適用できるという利点がある。
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