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概要

従来の AHP は全一対比較を行うことが前提である. 欠落データを有する場合, 不完全データとして扱
われいる. しかし, 欠落データの存在は例外的でなく, 評価項目, 代替案の数が多いと本質的に存在する. 本
稿では, 評価項目, 代替案の数が多い場合に適用できるように AHP の枠組みを拡張した. 拡張した AHP の
枠組みを人事評価に適用し, その有効性を検証した.

1 はじめに

意思決定支援手法の 1つである階層的分析法 $\mathrm{A}\mathrm{H}\mathrm{P}$ ( $\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathbb{C}$ Hierarchy Process) は, 主観的評価を伴う評
価項目間の相対比較, および代替案間の相対比較を定量化する手法として有効であることが知られている
[15]. AHP では評価項目を階層化した上で, 各層毎に評価項目間の–対比較値からなる –対比較行列 $X$ か

ら, 各評価項目の重要度を算出する. 評価項目数を $n$ とし, 評価項目 $j$ に対する評価項旧の重要度の比率

を旬とすると, 一対比較値旬は–対比較行列 $X$ の第 (的) 要素である. 一対比較値の性質から旬 $>0$ か

つ xijxji $=1$ が成り立つ. もし, $X$ の要素について旬勺 k $=x_{ik}.\text{が成り立_{つな}らば}$ , $X$

.
を完全整合行列であ

るという. :.

$X$ が完全整合行列であれば,
$X=W11^{\tau_{W}-1}$ (1)

と表される. ここで, 1はすべての要素が 1である $n$ 次元ベクトルである. また, $W=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(w_{1},$
$\ldots$ , wので

ある. このとき, 項目商の重要度の比ぽ $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})^{T}$であり, $w$ を重要度ベクトルという.
$w$ の推定方法に幾何平均法と固有ベクトル法が知られている [15].
AHP では, 評価項目を階層構造として与えることが重要である. もし, 階層構造を持たないとすると, 全

一対比較値の数が $n^{2}$のオーダーで増加し, すべての評価項目の間で–対比較を行うことは困難となる. しか

も, 評価項目が階層的にならず, 多くの評価項目が 1階層となる場合も現実にはあり得る.
AHP では, 上のように複数の評価項目の重要度を算定することを第 1段階とする. 第 2段階では, 複数

の代替案について各評価項目毎に–対比較を行う. 次いで, 代替案の–対些較行列から各代替案の重要度が,
評価項目毎に決定される. 評価項目数を $m$ , 代替案の数を乃 評価項目 $k$ についての代替案 $l$ の重要度を $g_{k}^{l}$

とし, 評価項目 $k$ の重要度を $w_{k}$ とすると, 代替案 $l$ の総合評価 $F^{l}$は, 次式で与えられる.

$F^{l}= \sum_{k=1}^{m}w_{kg^{l}}k$ , $l=1,$ $\ldots$ ,p. (2)

評価項目の場合と異なり, 代替案は本来的に階層構造をなきないので, 代替案め数が多いときには, すべ

ての代替案間の–対比較の組み合わせの数はさらに爆発的に増加する.
複数の評価者と, 多数の代替案のある例として人事評価が挙げられる. 人事評価に対する AHP の適用は

杉山, 山田, 八巻 [12] や八巻, 嶋田 [17], 大村 [8] らによって行われている. 仕事における iフ–カの成果はごく

少数の例外を除いて, データだけで定量化されることはなく, 成果の相当の部分が評価者の主観的評価に依

存する. このことが, 評価査定の柔軟性をもたらしている反面, 被評価者の不満の原因でもある. したがっ

数理解析研究所講究録
1043巻 1998年 143-154 143



て, 主観的評価を科学的に取り扱う AHP を適用できるならば, 評価プロセスが被評価者にとってより透明
で納得いくものとなり得るであろう.
しかしながら, 人事評価を AHP の枠組みで捉えると, 以下の 3つの問題がある.

1. 評価者が複数人存在する. 場合によって, 評価者の数がかなり多数となる.
2. 評価対象者 (代替案に相当) が非常に沢山存在し, かつ異なる部署に別れているので, すべての評価対

象者間の成果の–対比較は事実上不可能である. その理由として, 上記の作業量の爆発ばかりでなく,
たとえば仕事の種類が異なる評価対象者の間の–対比較は困難である, といったことも挙げられる.

3. ある評価者対象者が, 複数の評価者によって評価されることがある. たとえぜ, 評価期間の中途で仕事
の種類が変わった場合などに, そのような現象が起きる.

このような問題点から, 人事評価に従来の AHP をそのまま適用することは不可能であり, 以下のような機

能が実現される必要がある.

1. 評価者が複数なので, 複数の評価者の存在を前提としたモデルが実現されること.
2. 評価対象者が非常に多いため, 全一対比較のごく –部が得られているにすぎないことを前提とした重要
度の算出手法が確立されること.

従来の AHP をグループ意思決定に拡張する試みは, Saaty ら [1] や杉山ら [12] が行っているが, それらは

全一対比較を前提としているため, そのまま流用することはできない. 情報欠落に対する重要度ベクトルの
推定についても, ハーカー法など [4, 13, 14] が知られているが, それらは全一対比較のごく –部が欠落して
いる場合を想定している. 全一対比較が与えられないことは, 通常の AHP では不完全データであって情報欠
落として処理されていたが, たとえば人事評価の例などでは情報欠落と考えるべきでなく, 全一対比較が与
えられることの方がむしろ例外的に起こる. 人事評価の問題例は特殊なものではなく, たとえばネットワー
ク上でのグループウ $\mathrm{J}\mathrm{i}$アなどではむしろ普通に起こる問題といえよう. したがって, このような問題に適応
可能とするような AHP の拡張は重要である. 本稿では, 評価者が複数であり, 評価項目および代替案が多
数であるような, 大規模な問題に対して適用可能となるように AHP を拡張する. 大規模な問題に適用する
ように拡張された手法を, ここでは「大規模 AHPJ と呼ぶことにする.
以下, 第 2節では大規模 AHP の定義とモデルの構築について述べる. 第 3節では大規模 AHP の重要度

ベクトルの導出方法とここで与えられた重要度ベクトルの導出法と幾何平均法との関係を述べる. 第 4節で
は人事評価への大規模 AHP の適用の事例を, 第 5節では, 適用事例で想定できる制約条件を数理計画モデル
と定式化することで大規模 AHP は取り込むことが可能であることを示す. 最後に, 大規模 AHP の枠組みに
対して今後の研究課題を述べる.

2 大規模AHP のモデル

本節では, 大規模 AHP での–対比較下槍を適切に表現する形式を論じる. 従来から用いられてきた–対比

較行列という形式ではなく, グラフ, ネットワークを利用した形式を提案する [16].

2.1 大規模 AHP での–対比較の評価の方法

AHP では, 評価者が同–階層での評価項目間の–対比較に対して, 全一対比較を行うことが前提である. 評
価者が各評価項目に対して代替狭間での–対比較する場合も同様である. 本稿で提案する–対比較の評価法
は以下の通りである.

大規模 AHP での–対比較による評価の方法 : 各評価者が相対評価できる代替案 (代替案) 間のみの–対比
較を行い, 一対比較による相対評価を行わない代替案 (代替案) 間を許す. 相対評価された代替案 (代替
案) 間には–対比較値を割り当てる

.
.: ..
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ここでの–対比較による相対評価は言葉による数段階の評価尺度であり, それぞれに段階の評価尺度に対し
てある正数を割り当て $$ とで–対比較値とする. また, 一対比較値の逆数対称性の仮定「代替案 (代替案)i に
対して $j$ の–対比較値が旬であれば, 代替案 (代替案)j に対して $i$ の–対比較値勺 iは勺 i $=$ 1/吻であるこ
と」 を仮定する.

22 一対比較グラフと評価項目ならびに代替案のグループ分割

以降で説明する–対比較値群の表現形式は, 評価項目間の相対評価や各評価項目に対する代替案間の相対
評価においても同–であるので, 各評価項目に対する代替下間の相対評価で記述する.
評価者は $L$ 人とし, 代替案を $n$ 個とする. このとき第 $l$ 評価者が–対比較した代替案対の集合を

$K_{l}=$ {(的) $|$ 代替案 $i,j(1\leq i<j\leq n)$ は第 $l$ 評価者によって相対評価された. }

とする. 第関平価者が代替案 $i$ に対して代替案 $j$ を–対比較した場合、その–対比較値を鳩とする.
いずれかの評価者によって–対比較された代替馬引の集合 $K$ は $K= \bigcup_{l=1}^{L}K_{l}$

.
であり, また, いずれの評価者

からも–対比較されなかった代替案対の集合 Kは

$\overline{K}=\{(i, j)|1\leq i<j\leq n\}\backslash K$ (3)

である. $\overline{K}\neq\emptyset$ であれば、 一対比較されなかった代替案の組みが存在し、 逆も成り立つ. 本稿では各評価者

が–対比較しない代替年間の存在も許すので, $\overline{K}\neq\emptyset$ となる場合もありえる. そこで, 全代替案間の中で–対
比較された代替案対を示すために, 代替案 $i$ を点 $i$ に対応させて, 点集合 $V=\{1, \ldots.’ n\}$ と有向な並列枝の
集合 $E$ から構成されるグラフ $G=(V, E)$ を考える. ここで, 各枝は各評価者 $l=1,$ $\ldots,$

$L$ 毎に代替案的が
(的) $\in K_{l}$であれば, またその時に限り点 $i$ から点 $j$ へ枝を結ぶことことで与えられる. このグラフを–対比

較グラフ. $G\text{と呼ぶ}.\cdot$ ..

第 l1評価者と第 $l_{2}(\neq l_{1})$評価者が重複して代替案 $i,$ $j(i<$ のを–対比較したならば, グラフ $G$ で点 $i$ から点 $j$

への枝は 2本以上存在する. したがって–対比較グラフ $G$ の枝数は $|E|= \sum_{l=1}^{L}|K_{l}|\geq|K|$ である. $|K|<|E|$

であれば、 ある代替案の組みに対して重複評価が存在し、 逆も成り立つ. 通常の AHP では, 単独の評価者に
より全代替案対に対して重複無く $-\text{対比較を行う}$ . この場合を–対比較グラフで考えると, 一対比較グラフ $G$

は並列枝を含まない完全グラフに相当する. つまり, 一対比較グラフ $G$ では $|K|=|K_{1}|=|E|=n(n-1)/2$
である.

いずれかの評価者により -対比較された代替案 $i,j$ に対して, グラフ $G$ では点 $i$ と点 $j$ を結ぶ枝が存在して
いる. 枝の始点と終点に対応する代替案は直接比較されたと呼ぶ. グラフ $G$ で 2本以上の枝を含む道により
結ばれる点対が存在した場合, この点対に対応する代替案は間接比較されたと呼ぶ. つまりグラフ $G$ の連結

成分内の各点対に対応する代替案対は直接比較, もしくは間接比較されており, 相異なる連結成分間に含まれ
る点対は直接比較, 間接比較されていない. グラフ $G$ の同–連結成分内に含まれる点に対応する代替案は同
$-$グループに分類することで,全代替案はグループに分割される. そこで, 第 1段階では同 $-$グループ内の代

替案の重要度を算出し, もし 2つ以上の連結成分がグラフ $G$ に含まれており, かつ, 相異なるグループに含ま
れる代替幽間での重要度が必要であれば, 第 2段階としてグループ間での評価を行う. このような 2段階の
評価を提案する. なお, 連結成分の抽出には点対点の接続関係を示すグラフ $G$ の $n\cross n$ の隣接行列 $N$ を作成

してべき乗法 [5] を適用したり, グラフ $G$ での全点対間の最短路問題に対する Warshall-Folyd法 [3, $19|$ を利

用すればよい.

23 一対比較ネットワークと誤差モデル

枝で点対が結ばれている関係を示す–対比較グラフ $G$ の接続行列を $A\in R^{n\cross|}E|$ とする.

簡単な例題を用いて, 大規模 AHP の–対比較の評価の構造を明らかにする–対比較グラフと, その接続行
列の関係を示す.
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例題 12人の評価者が 5個の代替案 {1, .. $\cdot$ . , 5} について, $K_{1}=\{(1,2), (1,3), (2,4), (3,4\rangle, (3,5)\},$ $K_{2}=$

$\{(1,4), (3,4), (4,5)\}$ を得た. それぞれの評価の–対比較値は $x_{ij}^{l},$ $(i,j)\in K\downarrow,$ $l=1,2$ で&.)る.

例題 1の場合の–対比較グラフ $G$ と接続行列 $A$ をそれぞれ図 1と表 1に示す. 第 1評価者と第 2評価者と

表 1: 例題 1の–対比較グラフの接続行列 $A$ $\text{表}2:\hslash^{1}$」$\text{題_{}1}\text{の}-\mathrm{X}\mathrm{f}\mathfrak{t}\mathrm{b}\Psi x\nearrow \text{フ}\backslash -$ フ \mbox{\boldmath $\sigma$})カ ‘ノ ‘ $\text{ト}\wedge^{\backslash ^{\backslash }}$ クトノ b

$A^{T}=$ $. \frac{0}{000111}1$ $.-1-1-1-10001$ $–\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}_{1}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}_{1}.-$

.

$b=$

もに代替案 3,4の–対比較をしたので, 始点を点 3, 終点を点 4とする枝が 2本存在する.
「単独の評価者 $(L=1)\text{により全代替案に対して}-\text{対比較することで得た}-\text{対比較値}\sim$ $x_{ij}^{1}(1\leq i,j\leq n)$ が完全

整合した場合かつその時に限り,wi/w3 $=.x\text{ん}$ $1\leq i,$ $j\leq n$ となる代替案の重要度ベクトル $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})^{T}$

が存在する」 ということが知られている. そこで, この事実から類推して, 代替案のある重要度ベクトル
$w=(w_{1,..*}, w_{n})^{T}$に対して, 各評価者 $l=1,$ $*\cdot$ . $,$

$L$ による –対比較値 $x_{ij}^{l},$ $(i, j)\in K_{l}$は $w_{i}/w_{j}=x_{ij}^{l}$である

場合が理想的な–対比較値であると考える. つまり, 評価された–対比較値鳩はある重要度の比 $w_{i}/w_{j}$ から

偶然誤差によって乖離が以下のように生じているものと仮定する.

$\frac{w}{w}\mathrm{A}_{=x_{ijj}^{l\iota}}j\epsilon_{i}$ (4)

$\text{ここで_{}\epsilon_{i}^{\iota}},j$は誤差項である.
’ .

本稿では, 正数 $z$ を対数変換した値を E $=\log z$ とする. また正の要素からなるベクトル $\mathrm{z}$ に対して,Z の各要
素を対数変換して得られるベクトルを z\tilde とする.(4) の両辺に対数変換を行うと

$\overline{w}_{i}-\tilde{w}_{jji}=\tilde{x}_{i}l\iota+\tilde{\epsilon}j$ (5)

である. 一対比較値の逆数対称性の仮定 $x_{ij}^{l}=1/x_{ji}^{l}$に \ddagger り $\tilde{x}_{ij}^{l}=-\tilde{x}_{ji}^{\iota}$ , さらに式 (4) から $\epsilon_{ij}^{l}=$ 1/\epsilon 易すなわ
$\text{ち},\tilde{\epsilon}_{ij}^{l}=$ -噸となる. 従って (5) (は $1\leq i<j\leq n$ の範囲で考えればよい.

$|E|$ 次元ベクト)1局を接続行列 $A\text{の列に割り当てられた枝_{の}並びに沿って}\tilde{x}_{ij}\iota$を並^‘‘たベクトルとする.b は

一般に–対比較グラフ $G$ のカットベクトルと呼ばれている.
各評価者 $l=[] 1,$

$\ldots,$
$L$ が代替案対 (的) $\in K_{\mathrm{t}}$に与えた評価が $x_{ij}^{l}$であれば, 一対比較グラフ $G$ の点 $i$ から点

$j$ への枝の容量は鳩とする. $\text{これらの容量}3_{j}$’(的) $\in K_{l}(l=1, \ldots, L)$ を含めた–対比較グラフ $G$ を–対比

較ネットワーク $N$ と呼ぶ. 例題 1の–対比較ネットワーク $N$ とカットベクトル $b$ をそれぞれ図 2, 表 2で与
える. 一対比較ネットワーク $N$ の接続行列 $A$ とカッおベクトル $b$ を利用することにより, 誤差モデル (5) は
以下のように与えることができる.

$A^{T}\tilde{w}=b+\epsilon$ (6)

ここで w\tilde $=(\tilde{w}_{1}, \ldots,\tilde{w}_{n})^{t},$ $\epsilon\in R^{|E|}$は接続行列の列に割り当てられた枝の並びに沿って誤差項句 lを並べた誤
差ベクトルである.
重要度ベクトルを求めるために, 誤差最小化問題 (7) を解くことを考える.

$\min||A^{T}\tilde{w}-b||$ (7)

問題 (7) は, 一対比較ネットワーク $N$ の上で以下のように解釈できる.
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図 1: 例題 1の–対比較グラフ 図 2: 例題 1の–対比較ネットワーク

$\mathrm{r}_{x_{ij}^{l}}$ を点 $i$ と点間の標高差の観測値と考えれば, 各標高差 $x_{ij}^{l},$ $(i,j)\in K_{1}(l=1, \ldots, L)$ に最も適合するよう

$.\text{に各点}$
$i$ の標高砺を推定する」

一対比較グラフ $G$ が複数個の連結成分から構成されている場合, 問題 (7) は連結成分により分割した代替

案のグループ毎に分割できることを次の性質で述べる.

性質 2.1一対比較グラフ $G$ が $m$ 個の連結成分から構成されていると仮定する. 各 $i=1,$ $\ldots,$
$m$ に対して第

$i$ 連結成分に含まれる点集合を $V_{i}$ , 枝集合を $E_{i}$ とする. 各部分グラフ $G_{i}=(V_{i}, E_{i}),$ $i=1,$ $\ldots,$
$m$ の接続行列

を $A_{i}\in R^{|V_{i}||E}\cross i|$ , それぞれのカットベクトルを $b_{i}$ とすると,

$\min||A^{T}w-b||=\sum_{i=1}^{m}\min||A_{i}^{\tau}wi$ -.. $b_{i}||$ (8)

である. ここで,w1 $\in R^{|V_{i}|},$ $i=1,$ $\ldots,$
$m$ である.

証明: 一般性を失うことなく -対比較グラフ $G$ は 2つの連結成分から構成されているものとする. 一対比

較グラフ $G$ の接続行列 $A$ はその行を適当に並び替えることにより

カットベクトル $b$ は接続行列 $A$ の詰め並び替えと同様な並び替えを $b$ の要素に対して行うと

とができる. 従って,

$\min||A^{T}w-b||$ $=$ $\min||-||$
$=$ $\min||||$
$=$ $\min\{||A_{1}^{T}w^{1}-b1||+||A_{2}Tw^{2}-b_{2}||\}$

$=$ $\min||A_{1}^{T}w-b1|1|+\min||A_{2}^{\tau_{w^{2}-}}b_{2}||$ .

口

性質 2.1より, 連結成分に対応した代替案のグループ毎に問題 (7) を解くことで, 各グル一フ
$\circ$

毎に独立して

グループ内の代替案の重要度ベクトル決定が可能となる. そこで以降では–対比較グラフ $G$ は連結である

と仮定して, 問題 (7) の解き方については第 3節で提案する. さらに, 各グル一 7間の評価と全体に対するグ
ループの重要度の決定法は第 5節で議論する. ..

. $\cdot$

対比較行列から重要度ベクトルを算出するにあたり固有ベクトル法が絶対的である」 ということに関

して様々な議論 [7, 11, 10] がある. 仁科, 柴山 [7] は「並列枝を含まない完全グラフ $G$ の場合の問題 (7) でノ
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ルムを $L_{2}$ノルムとした時の最適解は, 一対比較行列に対する重要度ベクトル算出法の一つである幾何平均法
から得られた重要度ベクトルと –致する」事実を指摘している. さらに 「幾何平均法で得た重要度ベクトル
に対する固有ベクトル法での重要度ベクトルの優位性が必ずしも成立しない」 ことを幾つかの数値実験によ
り明らかにしている.

欠落データを含む–対比較行列に対する重要度算出法の中で固有ベクトル法に対応するものはハーカー法
など数多く提案されている. しかし, 欠落データを含む–対比較行列に対する重要度算出法で幾何平均法に対
応するものは現在までに知られていない. 本稿で提案する問題 (7) に対する解法は欠落データに対する–対
比較行列に対する重要度算出法で幾何平均法に対応するものである ‘.
なお, 通常の AHP における幾何車均法と固有ベクトル法の優位性と同様, 欠落データに対する重要度算出

法の優位性に関しては十分議論されるべき重要な課題である. しかし, この課題は本稿の主旨である 「大規模
AHP のフレームワークの提案」 から外れるので, 本稿では言及しない.

3 大規模AHP の重要度ベクトルの導出
$||\cdot||$ をユークリッドノルム $||\cdot||_{2}$ とすると, 問題 (7) の最適解ゆは次の正規方程式の解として得られる.

$AA^{T}\tilde{w}=Ab$ (9)

接続行列 $A$ のランクは rank$A=n-1$ であり、 $0$ をすべての要素が $0$ の $n$ 次元ベクトルと記すと,AT$1=0$
である. したがって, 式 (9) の解は–意ではない. このとき, 次の補題が成り立つ.

補題 31([2] の定理 1(P.104)) 任意行列 $A$ に対して $A^{T}MA^{T}=A^{T},$ $(A^{T}M)^{\tau}=A^{T}M$ を満足する行列
$M$ が存在し, $\min||A^{\tau_{\tilde{w}-b}}||_{2}$の–般解は

$\tilde{w}=Mb+\{I-MA^{T}\}y$ , (10)

で与えられる. ただし, $y\in R^{|E|}$は任意の実数値ベクトルである.

これより, 次の結果が得られる.

定珪 32問題 (7) に対して、 $AA^{T}+11^{T}$は正則行列であり、

$Q=(AA^{\tau_{+11)^{-}A}}T1$

とおくと, 式 (9) の–般解釧ま次式で与えられる.

$\tilde{w}=Q$

.
$b+ \frac{\tilde{\alpha}}{n}1$ , (11)

ただし, \alpha \tildeは任意の実数である.

証明: rankA $=n-1$ で, かつ $A$ の各列は 1と直交するので, $AA^{T}+11^{T}$は正則である. したがって,
$Q=(AA^{T}+11^{T})^{-1}A$ とおくと,

$QA^{T}=I- \frac{1}{n}11^{T},$ $A^{\tau_{Q}}A^{\tau}=A^{T},$ $(A^{T}Q)^{T}=A^{T}Q$

が成り立つ. また, 任意の $y\in R^{|E|}$に対して,

$\{I-QA^{T}\}y=\{I-(I-\frac{1}{n}11T)\}y=\frac{1^{T}y}{n}1$

なので, $\tilde{\alpha}=1^{T}y$ とおけば式 (11) が得られる. 口
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本稿では, 式 (11) で与えられる $\tilde{w}$ を\alpha \tilde -重要度ベクトルと呼び, 逆対数変換したベクトル $w$ を\alpha -重要度ベ
. .

クトルと呼ぶことにする.
$\tau$:.- :

式 (11) において, 係数行列 $Q$ は–対比較グラフの構造によってのみ決定される. $AA^{T}+11^{T}$の第 $i$ 対角

要素は (点に接続している枝の数 +1) であり, 点 $i$ から点 $j$ ^枝で結ばれているなら第 $(i,j)$ 要素は 0-, 点 $i$

から点 $j$ へ枝が無ければ, 第 (的)要素は 1である. したがって, $Ab$ の第 $i$ 要素は
$\lambda$

$\sum_{\iota=1(i,j}^{L}\sum_{\iota)\in K}\tilde{x}_{i}j.-i\sum\sum_{(l=j,)K}^{\cdot}L1i\in l\tilde{X}_{j}^{\iota_{i}}$ (12)

である $\sum_{\iota=}^{Ll}1^{\tilde{X}_{i}}j$を点 $i$ から点 $j$ に流れる流量とすると, (12) は点 $i$ での流出量- 流入量と解釈できる.
次に, すべての評価者が全一対比較を行う場合, つまり $|K_{1}|=,$ $\cdots,=’|K_{L}|=|E|=n(n-1)/2$ の場合を考

える. つまり, $|K|=L|E|$ であり $\overline{K}=\emptyset$ である. このとき $AA^{T}+11^{T}$の対角要素は $Ln$ であり, 非対角要素

は $0$ である. また, $Ab$ の第 $i$ 要素は, $- \sum_{j=1}^{i-}1_{\sum\iota}L=1\tilde{x}_{ji}l+\sum_{j=i+1}^{n}\sum_{l=.1}L.\tilde{X}_{ij}^{l}$

.
と書ける. ここで, $\tilde{x}_{ji}^{l}+\tilde{x}_{ij}^{l}=0$

より, $Ab$ の第 $i \text{要素}\backslash l\mathrm{h}\sum j=1^{\sum_{\iota=}}1nLl\tilde{X}_{ij}$ となるので, 以下の系を得る.

系 33すべての評価者が全一対比較を行う場合, d-重要度ベクトルは次のように与えられる.

$\tilde{w}_{i}=\frac{1}{n}\sum_{j=1}^{n}\{\frac{1}{L}\sum_{1\iota=}^{L}\tilde{x}^{l}ij\}+\frac{\tilde{\alpha}}{n}$ , $\dot{\iota}=1,$
$\ldots,$

$n$ . (13)

系 33の�を対数逆変換すれば,

$w_{i}=( \alpha\prod_{j=1}zij\mathrm{I}^{1/n}n,$ $i–1,$ $\ldots,$
$n$ , (14)

が得られる. ただし,

$z_{ij}=(l= \prod_{1}^{L}x_{ij)}lL/rightarrow,$ $i,$ $j=1,$ $\ldots,$
$n$ , (15)

である. 式 (14) において, $w^{T}1=1$ であるように\alphaをきめれば, いわゆる幾何平均法となることがわかる.

また, 式 (15) から, 全一対比較を前提とした場合, 複数の評価者による各一対比較の幾何平均値をもって,
グループの–対比較値とすることの妥当性が示される. さらに, 評価者が単独, すなむち $L.=1$ ならば, 式

(14) は幾何平均法そのものである. .

重複評価がなく, ある代替案間に対して–対比較きれていない場合は, いわゆる不完全データを伴う AHP
であり, $\overline{K}\neq\emptyset$ かつ $|K|=|E|$ である. この時の二対比較グラフを $G$ , 一対比較ネットワークを $N$ とする.

重複評価がないので, 得られた–対比較値丁 $x_{ij}^{l}(i,j)\in K_{l}(l=1, \ldots, L)$ を $x_{ij}(i,j)\in K$ と記す. さらに、

$x_{ii}=1,$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$ とし, $x_{ji}=1/x_{ij}(i,j)\in K$ とする. 不完全データを伴う AHP での重要度導出法の 1

つであるハーカー法は導出すべき重要度 $w_{i}(i=1, \ldots, n)$ が存在するものとして, 一対比較行列の第 (i,の要

素が欠落しているならば第 (的) 要素に $w_{i}/w_{j}$を補完して解く方法である. つまり,\xi ijを第 (i,の要素として
持つ–対比較行列 E を補完モデル (16) により構成し, 一対比較行列 E に対して重要度ベクトルを算出する.

$\xi_{ij}=\{$
$x_{ij}$

$(i,j)\not\in\overline{K}$である場合
$w_{i}/w_{j}$ ( $i$ ,j)\in Rである場合

(16)

式 (16) の両辺に対数変換を行うと,

$\tilde{\xi}_{ij}=\{$

$\tilde{x}_{ij}$ $(i,j)\in K$ である場合
$\tilde{w}_{i}-\tilde{w}_{j}$ $(i, j)\in.K\overline{K}K\text{である場合}$

(17)
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が得られる. ここで, 式 (17) に対応する–対比較グラフを $G^{*}$ , 一対比較ネットワーク卆 $N^{*}$ とする. 一対比

較ネットワーク N1は (的) $\in\overline{K}$である点 $i$ から点 $j$ への枝を $N$ に追加してその容量を w\tilde i -瞥として得られ
るものである. も $\text{しく}$ は, グラフ $G^{*}$の $n\cross n(n-1)/2$ の接続行列 $A^{*}$ とカットベクトル $b^{*}\in R^{n(n-1)}/2$はグ

ラフ $G$ の $n\cross|E|$ の接続行列 $A$ に新たに (的) \in Rである点 $i$ から点 $j$ への枝に対応する列を追加し, 同時

にグラフ $G$ のカットベクトル $b$ に w\tilde i $-\tilde{w}_{j}$ を追加したものである. したがって, いずれの解釈にしても, 補完

しない場合の問題 (7) に冗長な情報を追加したものが, 式 (17) で得られる問題 (7) であることがわかる. $\text{つま}$

.
り, 不完全データに対してハーカー法に倣った補完モデル (17) により構成された問題 (7) から得られる重要
度ベクトルと不完全データのままでの問題 (7) から得られる重要度ベクトルは–致するので, 式 (11) は幾何

平均法における $\nearrow\mathrm{o}-$カ一法と解釈することも可能である.

4 人事評価への適用

ソフトウェア開発では, 生産性における個人差が数倍に留まらず数十倍に達するとさえいわれている. し

たがって, 優秀な才能の獲得が不可欠であり, 優秀な人材の獲得のためには, 仕事のできる人に適切な報酬
とチャンスが与えられるような, 魅力的な雇用システムの確立が重要である. そのことは結局, 従来型の年

功給中心の人事システムの否定を意味する. かくして, 能力評価中心の人事システムが重要となる [6]. 能力
評価中心の人事システムを実現するためには, 被評価者に納得のゆく評価ができることが絶対条件である.
したがって, 評価者間で評価基準の合意形成が合理的になされなければならない. 本事例は, あるソフトウエ

アハウス (A 社) において, 人事評価に本稿で提案された手法を適用した実験の報告である. 結果は成功で
あり, 本手法の適用結果は経営者にも現場技術者にもよく受け入れられた.

A社の人事評価は, 半年毎に実施される. 評価は対象者が該当する期間所属したプロジエクトのリーダ (か

ならずしも –人ではない) が, 固有能力, 業績, 仕事振りの内訳の複数項目 (11項目) について点数化し,

項目毎の加重平均値を評価得点とする.
現実の人事評価の場面では,

1. 評価項目間の重み係数の決定
2. 評価項目毎の評価対象者間の相対評価

ぷ評価する側の作業となる.
本稿の実験では, 2. の評価対象半間の相対評価に対して, 大規模 AHP 手法を適用する. 評価対象者 (AHP

の枠組みでは代替案に相当する) 間の相対評価においては, 第 1節で挙げたような問題が存在するばかりで
なく, ある評価項目での対象者間の–対比較について, 評価者が確信をもって評価を下すだけの自信がない
場合も度々発生する. このように, 確信をもって–対比較ができない代替案の組み合わせの存在は, 一般的

に想定される問題 [4] である. 複数の評価者による AHP $\text{では},$ ’全評価者がすべての代替案に対して精通して
いるわけではないので, この問題点は顕著に生じるであろう.
実験の第–段階は, 4人のプロジエクトリーダによって, ある評価項目に対する評価対象者間の–対比較
を実施し, 一対比較ネットワークを作成することである. 結果を表 3に示す. 一対比較ネットワークを以下
に図示する. ただし, 本事例では言葉の尺度それぞれを表 4で示すように 2の指数倍として定量化した. こ

の段階での–対比較グラフは 4つの連結成分に分割される. 人事評価においては, このようになることが普

通であろう. 第 2段階としては, 以下の 2つの方法を提案する.

1. 代表要素抽出法: それぞれの連結成分から何人かつつの評価対象者を選択し, 選択された対象者に対す

る–対比較ネットワークを作成する.
2. 階層化法: それぞれの連結成分そのものを評価対象とみなして, 連結成分に対する–対比較ネットワー
クを作成する.

いずれの場合も, 評価者はプロジェクトリーダ群よりも上位に属し, 全プロジェクトを比較可能な評価者で
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同じ表だ: 言や葉やの尺か度なのり定量す化ご $\langle$

$-\underline{2^{0}2^{1}2^{2}2^{3}}$

ある必要がある. このようなプロジエクトリーダ群よりも上位に属した評価者を上位評価者と呼ぶ.
代表要素抽出法は, 同じ部門内でプロジェクトチームが複数存在するようなとき意味を持つ. 上位評価者
は各プロジエクトを代表するメンバーを認識しており, それらのメンバ間の相対比較は可能である. したがっ

て, プロジェクトを代表するメンバを媒体として, 全メンバの間接比較を行うことができる. 代表要素抽出

法を採用する場合は, 一対比較グラフ全体が連結になるように評価対象者を抽出する. つまり, 第 1段階で作

られた–対比較ネットワークに代表要素抽出法で得られた–対比較の結果を追加することで, 連結な–対比

較ネットワークが完成する. 得られた連結な–対比較ネットワークから, \alpha -重要度ベクトルを求めればよ$.\mathrm{A}\mathrm{a}$ .
階層化法は, 一対比較グラフが異なる部門毎に連結成分となる場合に意味を持つ. 階層化法を採用する場

合は, 組織全体への各部門の貢献度を尺度として, 部門そのものの組織内での重要度を求める. 第 1段階で

得られた部門毎の–対比較ネットワークから得られた\alpha -重要度ベクトルと当該部門の重要度の積をとること
で, 個人の重要度が得られる. .

本事例の場合は, ソフトウェアを作成する部門における, 複数のプロジェクトチームに属するメンバを評
.価対象としているから, 代表要素抽出法を採用する. 部門リーダが作成した–対比較を表 5に示す. 最終的

表 5: 部門リーダによる部門代表者の–対比較
$\mathrm{M}$は X より やや 優れている
$\mathrm{M}$は $\mathrm{R}$ より すごく 優れている
$\mathrm{M}$は A と 同じ程度だ

X は $\mathrm{R}$ より かな $V$) 優れている

Aは X より やや 優れている

Aは $\mathrm{R}\text{より}$

. $,$

$.\text{すごく}$
優れている

な–対比較ネットワークを図 3に示す. この–対比較ネットワークから算出した\alpha -重要度ベクトルを正規化

したベクトルとハーカー法による重要度ベクトルを計算し, その結果を表 6に示す.
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図 3: A社における人事評価の–対比較ネットワーク

5 大規模AHPのモデルの拡張例

大規模 AHP で得られた重要度ベクトルへの評価者の満足感を高める方法の–つとして, 事前にメンバが重
要度に望む性質, 条件を調査して定式化し、制約として誤差最小化問題 (7) に付加することが考えられる.

本節では, 第 4節で述べた事例に即していくつかの制約条件を想定して, 制約付き誤差最小化問題 (7) を数
理計画モデルとして示す. 第 4節の事例における数理計画モデルの重要度ベクトルを算出する. $x_{ij^{\tilde{X}_{i}}j}^{\iota\iota}$, を評

価した–対比較値、 $w_{i/j,j}w.\tilde{w}_{i}-\tilde{w}$ を推定する –対比較値と呼ぶ. 本稿の人事評価に対して以下の 3つの条件
を想定した.

条件 1(集団一致の重視) 集団で–致した意見を否定するような推定をしてはならない.つまり, (的) を評価

した–対比較値すべてが 哨は $j$ より同等以上である」 と意味するならば、 $i$ は $j$ より同等以上と推定

されなければならない.

条件 2(単独評価の尊重) 評価者の中で唯–人が評価できる–対比較の情報を無視して推定してはならない.
つまり,Gのを–対比較した評価者が 1人である場合、評価した–対比較値鳩から推定する –対比較
値 $w_{i}/w_{j}$ のずれは評価の尺度で–定程度以内とする.

条件 3(上位評価者の優越) 上位評価者の意見が下位の評価者の意見によって否定されるような推定をして
はいけない.評価した–対比較値の中で特に上位の評価者が評価した–対比較値を重要視して推定され
なければならない.

3つの条件を定式化するために、添字集合 $S^{1},$ $S^{2},$ $S^{3},$ $s^{4}$を次のように定義する.

$S^{1}$ $=$ { $(i,j,$ $l_{1})|(i,j)\in K_{l_{1}}$ かつ $(i,j)\in K_{l}$であるすべての $l[]_{\mathrm{c}}^{}\text{対_{し}て}\tilde{X}_{ij}\iota/|\tilde{x}_{ij}^{\iota}|=\tilde{x}_{ij}^{\iota_{1}l_{1}}/|\tilde{X}_{ij}|$ }
$S^{2}$ $=$ { $(i,j,$ $l_{1})|(i,j)\in K_{l_{1}}$ かつ $l\neq l_{1}$ であれば $(i,j)\not\in K_{l}$ }
$S^{3}$ $=$ { $(i,$ $j,$ $\iota_{1})|l_{1}$ は上位評価者でありかつ $(i,j)\in K_{l_{1}}$ }
$S^{4}$ $=$ { $(i,$ $j,$ $l_{1})|l_{1}$ は上位評価者でなくかつ $(i,j)\in K_{l_{1}}$ }.
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条件 1を制約に付加した問題は

$(MP_{1})$

mm $||A\tilde{w}-b||2.$
’

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\tilde{w}^{T}1=\tilde{\alpha}:_{i}..\cdot$ ’.

$\tilde{x}_{i}^{l}j(\tilde{w}_{i}-\tilde{w}j)\geq 0$ $(.i,j, l)\in S^{1}$

である. ここで,\alpha \tildeは正規無条件のパラメータである. 条件 1,2,3を同時に考慮した問題は

$(MP_{2})$

$\min$ $||A\tilde{w}-b||^{2}$
.

st. $\tilde{w}^{T}1=\tilde{\alpha}$

$\tilde{X}_{ij}^{l}(\tilde{w}i-\tilde{w}_{j})\geq 0$ $(i,j, l)\in S^{1}$

$|(\tilde{w}_{i}-\tilde{w}_{j})-\tilde{X}_{ij}|l\leq\delta_{1}$ $(.i,j, l)\in S^{2}$

$|(\tilde{w}_{i}-\tilde{w}_{j})-\tilde{x}_{ij}l|\leq\delta_{2}$ $(i,j, l)\in S^{3}$

$|(\tilde{w}_{i}-\tilde{w}_{j})-\tilde{x}ij\iota|\leq\delta_{3}$ $(i,j, l)\in S^{4}$

である. ただし,\mbox{\boldmath $\delta$}1, $\delta_{2},$ $\delta_{3}$は非負のパラメータで、 $\delta_{2}<\delta_{3}$である. .

本稿の事例では, 一対比較ネットワークでは並列枝が存在しないので、 $S^{1}=S^{2}--\{(i,j, l)|$ (的)\in K, $l=$

$A,$
$,$ . . $,$

$D$ } $,$

$S^{3}=$ $\{ (.i, j, D)|(i, j)\in K_{D}\},s^{4}=S^{1}\backslash S^{3}$ である. 事例での問題 $(MP_{1}),$ $(MP_{2})$ では $||\cdot|.|$ \epsilon ユー

クリッドノルムとし, $\delta_{1}=\delta_{3},\tilde{\alpha}=\delta_{2}=0$ とした.

問題 $(MP_{1})$ を解くことで得た重要度ベクトルと $\delta_{1}=0.5,0.6,$ $\mathrm{o}.7,$ $\infty$ と変化させた問題 $(MP_{2})$ を解くこと
で得た重要度ベクトルを表 7で示す. ただし, 重要度ベクトルはそれぞれの問題の最適解に対して要素の総和
が 1となるような正規化を施したものである. 表 6での大規模 AHP の重要度ベクトルは条件 1を破ること
はないので, 問題 $(MP_{1})$ の解と –致している. 本事例で求めたいずれの重要度ベクトルも表 6,7で示したよ
うにほぼ–致している. これは誤差最小化問題 (7) から得た重要度ベクトルに対して本事例に参加した評価
者が不満を抱かなかったことを裏付けるものとして解釈できよう.

表 7: 数理計画モデルから得た重要度ベクトル

.–.$\cdot$ . . 表内の数値は全て $10^{-2}\text{の値を示す}$ .

6 おわりに

本稿では, 代替案もしくは評価項目の数が多く, かっ評価者が複数であるような意思決定の場面で, 適切
に適応可能なように AHP の枠組みの拡張を試みた. 提案した枠組み「大規模 $\mathrm{A}\mathrm{H}\mathrm{P}$」 は, 既存の AHP の自
然な拡張であることを示し, 人事評価などの事例でその有効性を確かめた. また, 大規模 AHP は適用事例
に応じて手軽に拡張, 変更できることも示した.
本稿の目的は大規模 AHP の枠組みの確立であり, 本枠組みにおける重要度算出法に関しては, 今後様々な

検討, 適用事例での検証を行う必要がある. さらに,Saaty の定義した整合度に対応した, 重要度に対する信頼
性の尺度を確立する必要がある. 幾何平壇塗にお $\mathrm{A}.\mathrm{a}$て!譚差平 j.F和を整合の尽摩になり得る魁大規模 AHP
では, 例えば–対比較グラフが木であれば, 推定した–対比較値と評価した–対比較値の残差は $0$ となるの

で, 残差をそのまま信頼性の尺度には出来ない. したがって, 一対比較グラフの位相構造を取り込んだ議論
が必要である.
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