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1 はじめに

$\mathrm{D}\mathrm{E}\mathrm{A}$ (Data envelopment analysis) は多入力多出力システムの相対的効率性を評価するた
めの有用なノンパラメトリック手法として広く用いられるようになったが、確率的なデー
タは扱えるようにはできていない。実際に解析に用いられるデータには測定誤差やノイズ
などが含まれていると考えられることから、確率的 DEA 法の開発の重要性が言われてい
る (例えば Seiford(1996))。確率的な $\overline{\tau.}-\grave{\backslash }F$ による効 $\text{率}$

.
$\text{性}.4$+析の研究として

$\text{、}$ . Olesen and
Petersen(1995) は機会制約条件付き DEA モデルを提案し、機会制約条件を与えたときの
効率性尺度を示した。 このモデルは非凸計画問題に定式化されるため、得られた効率性尺
度もその上下限値を与えるに止まっている。 Sengupta(1990), も 1出力の場合に機会制約モ
デルを示している。 また、統計的な手法では Banker(1993) の最尤推定量や Simar(1992) の

.
ブーツストラップ法などがある。. .

本稿では観測データに測定誤差が含まれているとき、その確率的変動を考慮したときの
効率性について考察し、確率的変動に対する新たな効率性尺度を提案する。確率的なデー
タを扱うときに最も興味あることは、得られた効率値が確率的変動に対して如何にロバス
トであるかとかどの程度信頼できるものであるかであろう。効率性評価の信頼性やある確
率レベルにおける最小効率値を提案し、 さらに期待効率値や効率的である確率、効率値の
\alpha %点などの確率的尺度についても考察する。 .

$n$ 個のユニット (DMU と呼ぶ) の相対的効率性を考える。各々の DMU は ?7 $l$ 個の入力と $s$

個の出力を持ち、 $\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{j}$は入力 $X_{j}=\{x_{ij}\}(i=1, . . . , m)$ から出力巧.$=$ $\{\mathrm{t}J\prime j\}(r=1, \ldots, s)$

を産出しそいるものとする。ここでは主として CCR 入力指向モデルを考える。通常の DEA
モデルでは確率的変動は無視して、次の確定的な線形計画問題により効率性を決定している。

CCR. $\mathrm{D}$

$1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}_{u,v}$
$u)_{O}=v’1^{-}.\mathit{0}$

’

subject to $u’x^{r_{O}}=1$ ,
(1)

$v’Y-u’x\leq 0$ ,
$u,$ $\iota.’\geq\epsilon$ ,

これは $\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{O}$の効率性を評価するための計画問題であり、すべての DMU の効率性を求め
るには $(X_{o}, Y_{o})=(z\mathrm{Y}_{jj}, \mathrm{Y}),$ $j–1,$ $\ldots,$

$n$ としながら $n$ 回解く必要がある。 目的関数の値 $w_{O}^{*}$

により、 $w_{o}^{*}=1$ となる DMU は効率的、 $w_{O}^{*}<1$ となる DMU は非効率的と呼ばれる。

2 DEA における確率的データ

すべてのデータには潜在的に不確実性が存在しており、最も典型的な確率的データは加
法的観測誤差を含んだデータであろう。 このとき繰り返し測定は誤差の推定精度を上げる
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ために取られる方法である。データにはある –定期間にわたって観測することがある。例
えば、 1週間とか 1 ケ月当たりの観測値であるが、 これらは複数の観測値の和として表さ
れ、確率的変動の影響を少なくするために行われている。
ここで分散成分の推定方法に付いて整理してみよう。DMU,が $N_{j}$回の繰り返し観測値を

持っているとして、それらを $x_{j}^{k}$ , $k=1,$ $\ldots,$
$N_{j}$ と表す。 $x_{\dot{j}}^{k}$ は平均\mu j $\text{と_{分}散}\sigma_{j}^{2}$をもつ正規母

集団からの標本と仮定し、・分散\mbox{\boldmath $\sigma$}j2の推定法を母集団の仮定により以下のように分類する。

仮定なし: $\sigma_{j}^{2},j=1,$
$\ldots,$

$n$
.

各々の分散はそれぞれ独立に推定されることになり、 $\text{分散の推定量}\hat{\sigma}_{j}^{2}$ は

$\hat{\sigma}_{j}^{2}=\frac{1}{N_{j}-1}\sum_{k=1}^{N}(xJj\mathrm{x}\cdot-\overline{x}_{j})^{2}$ (2)

で与えられる。ただし、 $\overline{x}_{j}$は標本平均である。この場合十分な推定精度を得るにはか
なりの繰り返しが必要となる。

等分散 : すべての $i$ に対して、 $\sigma_{j}^{2}=\sigma^{2}$

.
すべての DMU が同じ分散\mbox{\boldmath $\sigma$}2をもっていると仮定する。つまり、観測誤差は DMU に

は依らず、 入力あるいは出力項目に固有のものであると考える。推定量\mbox{\boldmath $\sigma$}^2は (2) を

プーリングして

$\hat{\sigma}^{2}=\frac{\sum_{j=1}^{n}(N_{j}-1)\hat{\sigma}_{j}2}{\sum_{j=1}^{n}N_{j}-n}$ (3)

と与えられる。 これは繰り返しのある –元配置分散分析と同じである。

等変動係数 : すべての $i$ に対して、 $\sigma_{j}=I_{1}’\mu_{j}$

.. .

すべての DMU が同じ変動係数 $K$ をもっていると仮定する。つまり、分散の大きさ
は絶対量に比例するというもので、大きい入出力値ほど大きい誤差を含んでいると考
える。対数変換をした $\tilde{x}_{j}^{k}=\log(x^{k}j)\sim$ は近似的に等分散 1となることから、 $\tilde{x}_{j}^{k}k(3)$ に

適用して変動係数の推定値を求めることができる。変数変換法を使うと分散の他の仮
定に対しても適用できる 2。分散の推定には最尤推定法も有効である。

3 DEA における確率的変動

確率的変動があるとき、 どの段階で確率的変動を効率性評価に組み入れるかで 2つの立
場が存在する。 -つは確率的データを直接用いて効率値を計算するもので、確率的な効率

$\mathrm{c}$

$1V(x_{j})=\sigma_{j}^{2},$ $\sigma_{j}=K\mu_{j}$ とする。 $f(x_{j})$ を $x_{j}=\mu_{j}$の周りでテイラー展開すると、 $f(x_{j})=f(\mu_{j})+$

$f’(\mu_{j})(X_{j}-\mu_{j})+\ldots$ となり、近似的に期待値 $E[f(x_{j})]=f(\mu_{j})$ と分散 $V[f(x_{j})]=\{f’(\mu_{j})\}^{2}\sigma_{j}^{2}$が求められ
る。 $V[f(.x_{j})|$ が $j$ に依らないようにするには、関数 $f$ を $j’(\mu j\rangle$

$\sigma_{j}$ が定数となるように選べばよいので、微分
方程式 $f’(x)_{X}=1$ を解くと $f(x)=\log(x)$ が得られる。 よって、 $V[\log(X_{j}.\rangle]=K^{2}$が得られ、 $i$ に依らず–定
となる。

$22\sigma_{j}=g(\mu_{j},)$ と仮定する。等分散となるよろに変数変換するには、関数 $f$ を $\{f’(x)\}^{\underline{9}}g(x)=1$ となる

ように選べばよいので、 $f(x)= \int\frac{1}{\sqrt{g(x)}}dx$. が得られる。例えば、 $\sigma_{j}^{\underline{\gamma}}=K\mu_{j}$ ならば、 $f(x)=2_{\backslash }\Gamma_{X}$とすると

$V[f(x)]=K$ となる。
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性尺度が導かれる。 もう –つは確定的な情報から効率値を求めた後で、確率的変動の情報
を用いて効率的 DMU のロバスト性を評価するもので、感度分析や信頼性分析につながる
ものである。

3.1 確率的効率性分析

入出力データ $X(\omega)$ と $\mathrm{Y}(\omega)$ が確率変数として与えられるとき、問題 (1) は次の確率的計
画問題となる。

$\mathrm{C}\mathrm{C}\mathrm{R}(\omega)- \mathrm{D}|\max_{\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{e}}u_{\mathrm{C}\mathrm{t}}$

to
$u’,v\geq v\}’u’\mathrm{s}w_{o}.=\mathrm{t}’\iota_{\circ}\lambda_{\circ}’(\sim)\omega=1(\omega)-u’ X$”($\omega\epsilon’./\vee(\omega \mathrm{I})\leq 0$

,

$\cdot$ .

.. (4)

目的関数の値は確率変数となり、効率的か非効率的かの判定も確率的となる。このとき、効
率値の期待値と分散、効率的である確率、効率値の a%点などの確率的効率性の尺度が考え
られる。

$X(\omega)$ と
$\mathrm{Y}’(\omega)$ は加法的な正規雑音をもつデータとしているが、上の確率的計画問題を解

析的に解くことは非常に難しく、以下に示すモンテカルロ法によるシミュレーションが確
率的効率性の尺度を求めるには有効な手法となる。

1. データから推定された分布に従う乱数を発生させ、人工的に入出力 $\overline{\tau}-\grave{\backslash }$. タを作る。

2. 問題 (1) を解いて効率値を計算する。

3. 上の操作を十分な回数繰り返す。

$N$ 回の繰り返しで得られた効率値を $\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta_{\mathrm{v}}\overline{‘}1$ とする。 このとき、確率的効率性尺度の推定

値は以下のように求められる。

効率値の期待値と分散 : $\overline{\theta}=\frac{1}{N}\sum_{t=1}^{N}\theta_{t}$ と $s_{\theta}^{2}= \frac{1}{N-1}\Sigma_{t=1}^{N2}(\theta_{t}-\overline{\theta})$

効率値の\alpha %点 : $\theta^{\alpha}=\theta_{()}N\alpha$

ただし、 $\theta_{(i)}$ は $i$ 番目に大きな効率値である。

効率的である確率 : $p=\#(\theta_{t}=1)/N$

二項分布を用いた統計的推定理論を用いることになるので、十分な精度で推定するに
. は極めて大きな回数の繰り返しが必要となる。

3.2 信頼性分析

入出力データの確率的変動は効率的な DMU の感度分析や信頼性分析にも用いられる。
通常の DEA モデルでは確率的変動の情報を使わないで効率的か非効率的かの評価がなさ
れているが、確率的変動が存在するときには、効率性の評価が確率的変動に対してどの程
度信頼できるものであるか、 どんな確率で効率性が保証されるのか、 どの入出力が確率的
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変動に影響を受けやすいかなどが興味の対象となる。 このとき確率的変動の情報はロバス
ト性や信頼性を評価するために用いられ、先に求められた効率性に付加的な評価を与える
ものとなる。

効率的な DMU に対する信頼性の尺度としては、その効率性評価を変化させない範囲の
確率的変動の取りうる最大の確率レベルを考える。つまり、その確率レベルで起こりうる
どんな確率的変動も効率性の評価を変化させることはないという確率レベルの最大値を意
味している。次章に信頼性分析の詳細を示すが、そこで得られる結果から各入出力の感度
も分析できる。

4 効率的な DMU の信頼性

観測データが平均 $0$ と有限分散をもつ多変量正規分布に従う確率的変動\mbox{\boldmath $\delta$} $=(\delta_{x}$ , \mbox{\boldmath $\delta$}のを
持っていると仮定する。ただし、 $\delta_{x}=(\delta_{x1}, \ldots, \delta_{xm})$ は入力、 $\delta_{y}=(\delta_{y1\cdot\cdot yr},., \delta)$ は出力に

それぞれ対応させる。一定の確率レベルで起りうる確率的変動を考えると、確率的変動が
大きくなるにつれて、取りうる効率値の幅も大きくなり、効率的な DMU も非効率と評価

される可能性がでてくる。効率的な DMU を非効率と評価させるような確率的変動の大き
さは、効率的と評価された DMU の信頼性を反映しているといえよう。すなわち、大きな
確率的変動に対しても効率的という評価が不変であれば、その DMU は信頼性が高いもの

といえる。
$\alpha$を確率レベルとすると、 $\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{o}$ における確率的変動\mbox{\boldmath $\delta$}の信頼領域は

$S_{\alpha}.=$

.

$\{\delta|\delta J\Sigma^{-1}\delta\leq-O-\iota_{7\mathrm{n}+-}^{2}s.1(\alpha)\}$ (5)

となる。 ここで、 $\Sigma_{o}$ は $\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{O}$の確率的変動のもつ分散共分散行列であり、 $x_{m+s}(\alpha)$ は自由

度 $m+s$ の $\chi^{2}$分布の\alpha %点である。 入出力の確率的変動\mbox{\boldmath $\delta$}は確率\alpha で (5) の中の値を取るこ

とになり、 $\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{\circ}$の効率値は\mbox{\boldmath $\delta$}の実現値の関数となる。 .

.
$\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{\mathrm{o}}$ が確率的変動\mbox{\boldmath $\delta$} $=(\delta_{x}, \delta_{y})$ を取ったとすると、観測データは $(X_{o}+\delta_{x}, Y_{O}-\delta)y$ とな

り、効率値は次の計画問題によって与えられる。

$| \max_{u}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{e}.\mathrm{C}\mathrm{t}$

to
$u_{Y-u’}’l)’u\tilde{w},\cdot o(\delta)(X\circ+v\geq\epsilon=.\tau_{\mathrm{Y}\leq 0}’\wedge\delta_{x}.’)=(\mathrm{Y}’O-,\delta 1,y)$ (6)

$\tilde{w}_{\mathrm{o}}(*\delta)$ を\mbox{\boldmath $\delta$}が与えられたときの効率値とする。 ここで、確率レベル\alpha での確率的変動を考え

ると、次の計画問題で与えられる効率値の最小値は確率レベル $\alpha$における最小の効率値を

保証するものである。
$\min_{\delta}$ $u_{o}’(\alpha)=\iota\grave{\iota}_{o}^{\backslash }*(\delta)$

(7)
subjeCt to $\delta’\Sigma_{o}-1\delta\leq\nwarrow_{m+1}^{2}S-(\alpha)$ ,
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または

$\mathrm{M}\mathrm{I}\mathrm{N}(\alpha)- \mathrm{D}$

$\min_{\delta}\max_{u,v}$ $w_{\mathrm{o}}(\mathrm{Q})=v’(Y_{O}-\delta)y$

subject to $u’(X_{O}+\delta_{x})=1$ ,

$v’Y-u’X\leq.0-$ , (8)
$u,$ $v\geq\epsilon$

$\delta’\Sigma_{\mathrm{o}}^{-}1\delta\leq.\chi_{m+S-}^{2}1(\alpha)$ .

問題 (8) の最適値を $w_{O}(*\alpha)$ と表す。 しかしながら、 この問題はミニマックス型で非凸の制

約条件を持つ計画問題であるから、 このままでは大域的な最適解を求めることは困難であ
る。 $\delta$を固定し、問題 (8) の双対問題を作ると

$\mathrm{M}\mathrm{I}\mathrm{N}(\alpha)-\mathrm{P}$

$\min_{\delta,\theta,\backslash ,sS},+,-$ $z_{o}(\alpha)=\theta-\epsilon^{\prime+\prime-}s-\epsilon s$

.
subject to $Y\lambda-s^{+}=Y_{o}-\delta_{y}$ ,

$\overline{X}\lambda+s^{-}=\theta(X_{o}+\delta_{x})$ , (9)
$\lambda,$ $s^{+},$ $s^{-}\geq 0$ ,
$\delta’\Sigma_{o}^{-}1\delta\leq x_{m+s}^{2}(\alpha)$ .

が得られる。 これはミニマックス型ではないが、 まだ非凸計画問題である。
$w_{o}(*\alpha)$ は確率レベル\alphaにおける最小の効率値である。すなわち、確率レベル $\alpha$での信頼

領域内のどんな確率的変動でもその効率値を $w_{o}^{*}(\alpha)$ 以下にすることはできない。つまり

$w_{O}(*\alpha)=1$ のとき、DMU$\circ$

は (5) の中の任意の\mbox{\boldmath $\delta$}に対して効率的となる。 $u_{O})^{*}(\mathrm{C}\rangle)=1$ である

ような\alpha の最大値を\alpha ma、と表す。

$\alpha_{\max}=\{\alpha|w_{\mathrm{o}}^{*}(\alpha)=1\}$ . (10)

$\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{\mathrm{o}}$は確率レベル\alpha maxでの信頼領域内の任意の確率的変動に対して効率的となることが
保証されるが、確率レベル\alpha ma8以上では非効率となることもある。 この確率\alpha ma、を $\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{O}$

の信頼性 (reliability) と呼ぶことにする。 .

. 信頼性\alpha ma、を求めるために、 Andersen and Petersen (1993) の拡張効率値を用いる。

$\mathrm{S}\mathrm{E}|\min_{\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{e}}\theta,\lambda \mathrm{C}\mathrm{t}$

to
$x_{-}Y_{-\mathit{0}_{\lambda}}\lambda\geq 0_{\backslash }\hat{z}_{O}=\theta 0\lambda\geq\leq\theta^{\circ}XY,$

$O$ ’

(11)

ここで. $X_{-O}=(X_{1}, \ldots, x_{o-}1, \lrcorner \mathrm{Y}x)\mathit{0}+1,$$\ldots,n$
と $\mathrm{Y}_{-O}^{f}=(\mathrm{Y}_{1}, \ldots, Y_{\mathrm{o}-}1, \}\prime \mathit{0}+1\cdots., \iota_{n}^{r})$ とする $0$

効率的フロンティアは $\mathrm{D}\mathrm{M}\mathrm{U}_{o}$以外で構成されるため効率値 B。は 1以下とはならず、効率的
な DMU は 1以上の効率値を取るが、非効率的な DMU は CCR モデルと同–の効率値を

取る。 この拡張効率値モデル (9) における確率的変動を考える。

SE $(\alpha)$

$\min_{\theta,\lambda,\mathit{5}}$ $\wedge\text{。}\hat{\vee}(\alpha)=\theta$

subject to $Y_{-O}\lambda\geq Y_{O}-\delta_{y}$ ,
$x_{-\circ}^{-}\lambda\leq\theta$( $X$

。
$+\delta_{x}$ ), (12)

$\lambda\geq 0$ ,
$\delta’\Sigma^{-1}\delta O\leq\lambda_{m+s}^{2}.(\alpha)$ .
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問題 (12) は確率レベル\alphaにおける最小の拡張効率値を与える。この問題 (12) も凸計画では
ない。 $\hat{z}_{\mathrm{o}}^{*}(\alpha)$ を問題 (12) の最適値とすると、

.

$\alpha<\alpha_{\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}}$ のとき $z_{o}^{*}(\alpha)=1,\hat{z}_{O}^{*}(\alpha)>1$ (13)

$\alpha=\cdot\alpha_{\max}$のとき $z_{\circ}^{*}(\alpha)=\sim_{O}\hat{\vee}^{*}(\alpha)=1$ (14)
$\alpha\cdot>\alpha_{\max}$のとき .

$z_{o}^{*}(\alpha)=\sim \mathit{0}\hat{7}^{*}(\alpha)<1$ (15)

が得られる。 もし\theta $=1$ が問題 (12) の実行可能解であれば、 $\alpha$ \geq \alpha ma、となるから、 \alpha ma、は
$\theta=1$ のときの\alpha の最小値として求めることができる。 さらに、 $\chi_{m+}^{2}s^{(\alpha)}=\delta’\Sigma_{\overline{\mathit{0}}^{1}}\delta \text{が}ffi^{\backslash }$立

し、 \mbox{\boldmath $\delta$}’\Sigma -1\mbox{\boldmath $\delta$}が最小となるのは\alpha が最小のときであるから、 次の 2次計画問題によって $\alpha_{\max}$

を求められる。
$\min_{\lambda,\delta}$ $\triangle=\delta’\Sigma-1\delta \mathit{0}$

’

subject to $Y_{-O}\lambda\geq l_{O}^{r}-\delta_{y}$ ,
(16)

$X_{-O}\lambda\leq_{A}\mathrm{t}_{\mathrm{o}}^{\Gamma}+\delta_{x}$ ,
$\lambda>0$ .

問題 (16) の最適値を $\triangle^{*}$ と表すと、信頼性\alpha ma、は

$\chi_{m+s}^{2}.(\alpha_{\max})=\triangle^{*}$ . (17)

から得られる。 $\sqrt{\triangle*}$はデータ点 $(X_{O}+\delta_{x}, Y_{O^{-}}\delta_{y})$ から包絡面への確率的距離を示している。
$\triangle^{*}$ を $\triangle^{*}=d’d$ によって各入出力に分解すると、確率距離ベクトル占よ各入出力の確率的
変動に対する感度もわかる。

$d=\Sigma_{\mathit{0}}^{-\frac{1}{2}}\delta^{*}$ , (18)

点 $(X_{\text{。}}, Y_{\circ})$ から確率的に最も近い包絡面上の点はベクトル $d$ の方向にある。つまり $\text{、}d_{x1}>d_{x2}$

ならば、入力-1は入力-2より確率的変動に対してより敏感となっていることがわかる。図
1にベクトル\mbox{\boldmath $\delta$}* と $d$ を例示している。左の図め楕円は元のデータ空間に害かれたもので、 $\delta^{*}$

は点 $(X_{\text{。}’ O}Y)$ から確率的に最も近い包絡面上の点へのベクトルを表している。右の図の円
は分散行列によって変換された空間に書かれたもので、 $d$ は点 $(X_{O}, Y_{O})$ から包絡面へのベ

クトルを表している。
ある確率レベルにおける最小効率値は問題 (12) を解けば求められるが、非凸であるため

容易に求められない。問題 (16) を導いたように効率値\thetaを固定すると、効率値\thetaを保証する

最大の確率レベル\alpha (\theta ) は次の問題を解くことによって求めることができる。

$| \min_{\mathrm{S}\mathfrak{U}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{t}}\lambda,\delta \mathrm{e}\mathrm{c}$

to
$A\mathrm{Y}_{-}o_{0}\lambda.\leq Y_{-\mathit{0}}\triangle(\lambda\geq\theta\lambda\geq Y)=\delta^{\prime_{\nabla_{o^{1}}}}arrow-\delta\theta(\mathrm{s}\mathrm{Y}\circ+O-\delta_{y}’, \delta_{x})_{\backslash }$

.
(19)

確率\alpha (\theta ) は $\chi_{m+s}^{2}(\alpha(\theta))=\triangle*(\theta)$ から $\theta$の関数として求められる。いくつかの\thetaに対して $\alpha(\theta)$

を計算すれば、 $(\theta, \alpha)-$空間上に曲線を描くことができ、確率レベル $\alpha 0$における最小効率値
は $\alpha(\theta)=\alpha_{0}$ となる $\theta$によって求めることができる。
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図 1: Stochastic distances

5 簡単な例題

2つの入力と 1つの単位出力をもつ 5つの DMU を考える。 これらの入力値はそれぞれ
$\mathrm{A}(3,5),$ $\mathrm{B}(\bm{5},3),$ $\mathrm{C}(8,2),$ $\mathrm{D}(9,2),$ $\mathrm{E}(5,5)$ とする。 DMMMU $\mathrm{A},$ $\mathrm{B},$

$\mathrm{C}$ は効率的であり、DMU $\mathrm{D}$ と
$\mathrm{E}$ は非効率的である。DMU $\mathrm{D}$ は効率値 1を取るが、入力 1に正のスラックを持っている。
今、各入力に確率的変動があるものとしてそれぞれの分散を $\sigma_{x1}^{2}=0.8^{2},$ $\sigma_{x2}^{2}=0.5^{2}$ とおき、
DMU の信頼性や確率的効率性尺度を求めてみる。分散は互いに独立としている。
まず、 DMU $\mathrm{B}$ の評価をする。拡張効率値は $\hat{z}_{B}=$ 1.133である。DMU $\mathrm{B}$ の信頼性は次

の問題を解いて求められる。

$\min_{\lambda,\mathit{6}}$ $+$
subject to $3\lambda_{A}+8\lambda_{C}+9\lambda_{D}+5\lambda_{E}\leq 5+\delta_{1}$

$\mathrm{P}_{B}$

$5\lambda_{A}+2\lambda C+2\lambda D+5\lambda_{E}\leq 3+\delta_{2}$ (20)
$\lambda_{A}+\lambda_{C’}.+\lambda_{D}+\lambda_{E}\geq 1$

$\lambda_{A},$ $\lambda_{c},,$ $\lambda_{D},$ $\lambda E\geq 0^{\cdot}$ .

最適解は $\triangle^{*}=$ 1.3322, $\delta_{1}^{*}=0.639,$ $\delta_{2}^{*}=0.416,$ $\lambda_{A}^{*}=0.472,$ $\lambda_{C}^{*},$ $=0.528,$ $\lambda_{D}^{*}=\lambda_{E}^{*}=0$ であ
る。 このとき、 $\chi_{2}^{2}(.4863)=$ 1.3322から、信頼性は $\mathfrak{a}_{\mathrm{m}\mathrm{a}\text{、}}$ =48.6% となる。 また、 各入力に
おける確率的距離は $d_{1}$ =0.80と $d_{2}=0.83$ となる。 $\delta_{1}^{*}$ は\mbox{\boldmath $\delta$}丼り大きいが、 $\delta_{1}^{*}$の分散は $\delta$;の
分散より大きいため、各入力に対する感度はほぼ同じとなっている。
次に、DMU $\mathrm{C}$ の評価をする。拡張効率値は\tilde ’^c $=$ 1.0625である。DMU $\mathrm{C}^{\mathrm{t}}$, の信頼性は次
の問題を解いて求められる。

$\min_{\lambda,\delta}$ $+$
subject to $3\lambda_{A}+5\lambda_{B}+9\lambda_{D}+5\lambda_{E}\leq 8+\delta_{1}$

$\mathrm{P}_{C}$

$5\lambda_{A}+3\lambda_{B}+2\lambda D+\cdot 5\lambda_{E}\leq‘ 2+\delta_{2}$ (21)
$\lambda_{4Z}+\lambda_{B}+\lambda D+\lambda_{E}\geq 1$

$\lambda_{A},$ $\lambda_{B},$ $\lambda_{D,E}\lambda\geq.0$
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図 2: Ellipsoids of Reliability

$\text{表}1$ : Reliability of efficient DMUs
DMU

A $\mathrm{B}$ $\mathrm{C}$ $\mathrm{D}$ $\mathrm{E}$

拡張効率値 :2 1667 1.133 1063 1000 0.800
確率的距離 : $\sqrt{\triangle*}$ 2.500 1.154 0.464 0.000 –

$\delta_{1}^{*}$ 2.000 0.639 0.138 0.000
$\delta_{2}^{*}$ 0.000 0.416 0.216 0.000
$d_{1}$ 2.500 0.799 0.173 0.000
$d_{2}$ 0.000 0.832 0.432 0.000

信頼性 : $\alpha_{\max}$ 95.6% 48.6% 102% 0.0%
90%効率性 1 908 . .824 .751. .665

:$:9:\cdot\cdot 9.55\%\%\text{効効}.\underline{\text{率^{}\prime}\text{率}|\text{性}*1\cdot..884.799.731.650}$

.

最適解は $\triangle^{*}=0.2155,$ $\delta_{1}^{*}=0.138,$ $\delta_{2}^{*}=0.216,$ $\lambda_{B}^{*}=0.216,$ $\lambda_{D}^{*}=0.784,$ $\lambda_{A}^{*}=\lambda_{E}^{*}=0$ であ

る。 このとき、 $\chi_{2}^{2}(.1022)$. $=0.2155$ から、信頼性は\alpha max $=$ 10.2% となる。 また、各入力に
おける確率的距離は $d_{1}=0.17$ と $d_{2}=0.43$ となる。入力 2は入力 1より確率的変動に対し
て影響を受けやすいことがわかる。図 2は DMU $\mathrm{A},$ $\mathrm{B},$

$\mathrm{C}$ に対する信頼性を表す楕円を例
.

$|$

’

$\overline{\mathrm{T}\prime\backslash }$ している。表 1には分析結果をまとめて示している。 :.
.

これらの結果から $\text{、}$ DMU A は極めて信頼性が高い効率的な DMU であり、入力 2は確

率的変動に全く影響されないことがわかる。DMU $\mathrm{D}$ は信頼性の無い DMU であるが、 こ

れは入力 1にスラックがあることから入力 2のわずかな変動によって非効率とされてしま
うからである。DMU $\mathrm{C}$ は信頼性は低く、特に入力 2は確率的変動の影響を受けやすい。
DMU $\mathrm{B}$ は程々の信頼性を持ち、各入力の感度もほぼ同じである。
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6 効率的となる確率

本章では確率的変動のある場合に DMU が効率的となる確率を考え、信頼性との関係を
明らかにする。第 3章で述べたように、効率的となる確率には 2種類の確率が考えられる。
つはすべての DMU の入出力データを確率変数と見たときに効率的となる確率である。
これが本来の効率的となる確率といえるものであるが、解析的に求めるのは非常に困難で
あり、3.1節に示したシミュレーション手法によって求めるのが有効であろう。 しかし、効
率的となる確率の推定値を十分な推定精度で求めるにはかなりの回数のシミュレーション
が必要となる。
もう –つは評価対象の DMU のみの入出力データを確率変数と見、 その他の DMU の入

出力データは確定的と見たときに効率的となる確率である。この確率は評価対象の DMU
が拡張フロンティアの外側の領域に存在する確率と等しい。拡張フロンティアの外側の領
域を求める手法は Seiford and Zhu (1996) によって示されているが、領域が有界でないこ
とから、 この領域の大きさを比較して DMU のロバスト性などを比較することは困難であ
る。 そこで、確率的変動の大きさを考えて、DMU の確率的変動に対する感度を数量的に
比較することを可能にするために、 この効率的となる確率が有効となる。
何れの確率も正確に計算するのは困難である。 これらの確率の下限値の導出などに関す
る議論の詳細と数値例による検証は現在投稿中の Morita and Seiford を参照されたい。
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