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1 序

7次元ユークリッド空間を純虚ケーリ一代数と同–視する。この時、 その代数的構造

により .6 次乖球面 $S^{6}$ には、概エルミート構造が存在す.\mbox{\boldmath $\delta$} 。 特に、 この概エルミ一 $|\sim$ 構造

は、 等質なものであり、その自己同型群は例外型単純リー群 $G_{2}$

.
と –致し、等質空間とし

ての表示 $S^{6}=G_{2}/SU(3)$ を持つ。 $S^{6}$の等長変換群は $SO(7)$ であるから構造群の縮小が

大きい。また、球面の中で概複素構造を持つものは、 2次元球面と 6次元球面に限られる

ことが知られている。2次元球面は、複素 1次元射影空間 $P^{1}(C)$ と同–視することによっ

て得られ、 $P^{1}(C)$ の正則等長変換群は、 $SU(2)$ となる。 -方、2次元球面の等長変換群は

$SO(.3)$ だから次元の差は無い。 しかしながら、 2次元球面と 6次元球面の概複素構造は、

それぞれ、 3次元ユークリッド空間、 7次元ユークリッド空間の外積の構造を用いて定義

されていることは興味深い事実であろう。

我々の研究の $-$つの目的は、接束の構造群が縮小し、例外型リー群に関連した幾何学

に興味がある。また、最近のグラスマン幾何学の $-$つの良い例になると思われる。この立

場に立って、部分多様体との関連から、特に 4次元 CR-部分多様体について現在までに

得た結果について述べたい。

6次元球面の 4次元部分多様体について知られている結果は、次のものである。

(1) 6次元球面の 4次元概複素部分多様体は存在しない。 $([\mathrm{G}\mathrm{r}])$

(2) 6次元球面の 4次元 $\mathrm{C}\mathrm{R}$-product 部分多様体は存在しない。 $([\mathrm{s}\mathrm{e}2])$
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基本的な問題として、 6次元球面の 4次元 CR-部分多様体は存在するか。は、残されてい

た問題であった。 この問題に関しても得られた結果について述べる。

2 準備

6次元球面の概複素構造を記述する。 $I\uparrow nO$でケーリー代数 $O$内の純虚数部分を表す。

ケーリ一代数 $O$は。 四元数 $Q$ の 2個の組と同–視できる。 この同–視を用いると積構造

は次の式で与えられる。

$(a+b\epsilon)(c+d\epsilon)=(ac-\overline{d}fJ)+(da+b\overline{c})\epsilon \mathrm{i}$ .

ここに、 $\sigma,,$
$b,$ $c,$

$d$ は四元数を表し\epsilon $=(0,1)\in Q\oplus Q$。この積に関して、ケーリ一代数は非

可換、非結合的、 alternative な division algebra となる。特に、非可換性より外積 $\cross$が定

義できる ; $xxy= \frac{1}{2}(\overline{y}x-\overline{x}y)$ . 特に、 $x,$ $y\in ImO$ であり、 かつ、 $x$ と yが直交している

とき $x\cross y--xy$となる。

次に 6次元球面上の概複素構造 $J$を次の様に定義する。$X\in T_{x}S^{6}$に対して ]$X=^{x}\cross X$

と定義すると $J^{2}=-I$を満たし、 かつ、 induced metric に適合して、 $(S^{6}, J, <, >)$ は概

エルミート多様体となる。 自己同型群

$Aut/(S6, J, <, >)=\{f\cdot : S^{6}arrow S^{6}|.f\cdot : isomet\uparrow\cdot yo.fS^{6}, f_{*}\mathrm{o}J_{x}=J_{f(x)}.\mathrm{o}f*\}$

は

$G_{2}=$ {$g\in SO(7)|g(uv)=g(u)g(v).for$ any $u,$ $v\in ImO$ }

と –致する。

34次元 $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 部分多様体の基本的な性質

最初に 4次元 $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 部分多様体の定義を述べる。 $\varphi$ : $M^{4}arrow S^{6}$を 6次元球面内の可符号

4次元部分多様体とする。

定義 1. $\varphi$ : $M^{4}arrow S^{6}$が $\mathrm{C}\mathrm{R}$-部分多様体 (or $\varphi$ が $\mathrm{C}\mathrm{R}$-map) であるとは

(1) 接束 $TM^{4}$が 2つの 2次元部分束に分解できる。即ち、 $TM^{4}=H\oplus H^{\perp}$ とな

り、 dinffi $=\dim H^{\perp}=2_{\text{、}}$ を満たす。
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(2) Hは $S^{6}$の概複素構造に関して不変であり、 $H^{\perp}$ は $S^{6}$の概複素構造に関して

全実となる。即ち $JH=H,$ $J(H\perp)=^{\tau^{\perp}}M^{4}$を満たす。

なる 2条件を満たす場合をいう。

S6上の標準的 $2- \mathrm{f}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}}\Omega$ を

$\Omega(X, Y)=<JX,$ $Y>$

とする。 ここに $X$ , Yは $S^{6}$の接ベクトルである。 この時、 6次元球面内の可符号 4次元部

分多様体が CR-部分多様体となる条件は次で与えられる。

命題 2. $\varphi$ : $M^{4}arrow S^{6}$が CR-部分多様体となることと次の条件は同値である。

(1) $\Omega(\iota\ovalbox{\tt\small REJECT} 1, l\ovalbox{\tt\small REJECT} 2)-=0$ ここに、 $\nu_{1},$ $\nu_{2}$ は $T^{\perp}M^{4}$の正規直交枠である。

(2) $*\Omega(TM^{4})=0.$ , ここに $*$ は $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}*$-operator を表す。

上記の命題 2より、 normal bundle の挙動により CR-部分多様体であるかどうか判定で

きる。

注意. $\varphi$ : M4\rightarrow S6が CR-部分多様体とし、 $g\in G_{2}$ならば $g\mathrm{o}\varphi$ も、 また、 CR-map とな

る。 $h\in SO(7)\backslash G_{2}$ の場合は $h\mathrm{o}\varphi$ は、 一般に $\mathrm{C}\mathrm{R}$-map とならない。

次に、 CR- 部分多様体\mbox{\boldmath $\varphi$} : $M^{\mathit{4}}arrow S^{6}$が存在すると仮定してその $\mathrm{C}\mathrm{R}$-fraane bunlde の性

質を見る。 $H^{\perp}$ の (local) othonormal frante field を $\xi_{1},$ $\xi_{2}$ とする。仮定より

$spa\uparrow lR\{J\xi 1, .J\xi 2\}=\tau^{\perp}M^{4}$

となる。 この時、外積

$\xi_{1}\cross\xi_{\mathit{2}}$

は $H^{\perp}$の向きにのみ依存し、othonormal $\mathrm{f}_{1^{\backslash }\mathrm{a}}^{\backslash }1\mathrm{n}\mathrm{e}$ field $\xi_{1},$ $\xi_{2}$の取り方には依存しない。また、

外積の性質により

$\xi_{1}\cross\xi_{2},$ $J(\xi 1\mathrm{x}\xi_{2})\in H$

となる。従って、 $\xi_{1}\mathrm{x}\xi_{2}$ は M4上の大域的ベクトル場を定義する。 よって $H$は絶対平行性

をもつ。
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以上より

$\{\xi_{1}\cross\xi_{2}, \text{」}(\xi 1\mathrm{x}\xi_{2}), \xi_{1}, \xi_{2}\}$

は $M^{\mathit{4}}$の (local) orthonormal frame field となる $0$ これより

命題 3. $M^{4}$が compact ならば、 その Euler 数は零となる $0$

命題 3より 4次元球面、 2次元球面の 2個の積、複素 2次元の射影空間等は、 6次元球

面内の 4次元 CR-部分多様体として実現できない。また、 $\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}H^{\perp}=2$ であるから $H^{\perp}$上

には自然に概複素構造」’が存在する。 これを用いて M4上に 2つの概エルミート構造があ

る。 2つの概複素構造 $J_{1},$ $\text{」_{}2}$ を

$J_{1}=J_{H}\oplus]’,$ $J_{2}=\text{」_{}H}\oplus(-J’)$

とおけばよい。ただし」Hは $S^{6}$の概複素構造 $J$ を $H$に制限したものを表す。従って、我々

は次の complex line bundle の分解を持つ。

$TS(^{\neg})|_{\varphi}(/\mathrm{v}I4)=H\oplus H^{\perp 1}\oplus TM^{\mathit{4}}$ .

また、 $V=H^{\perp}\oplus T^{\perp}M^{4}$ は $S^{6}$の概複素構造」に関する、 $M^{\mathit{4}}$上の $C^{2}$ vector bumdle とな

る。 この時、 これらの vector bundle の特性類に関して次の性質が成り立つ。

命題 4. (1) $e(H)=c_{1}(H^{(1}.0))=0$ ,

(2) $p_{1}(TM^{4})=\{c_{1}(H^{1(1.0)})\}^{2}=-\{c_{1}(\tau 1(1.0)M4)\}\mathit{2}$ ,

(3) $p_{1}(V)=^{\mathrm{o}}$ ,

(4) $c_{1}(V^{(1}\cdot 0))=0$ ,

in $H(M, Z)$ . ここに $p_{1}(*)$ (resp. $c_{1}(*)$ ) は、対応するベクトル束の丘 rst Pontj agin

(resp.Chern)class を表し、 $e(*)$ は Euler cass を表す。

系 4.1. Distibution $H$ の–つの leaf $\mathit{1}\mathrm{V}^{2}$ が compact ならば, $\mathit{1}\mathrm{V}^{2}$ は 2次元トーラス位相同

型となる。

定理 5. $\varphi$ : $M^{4}arrow S^{6}$ を CR-部分多様体とする。 この時、 $p_{1}(TM^{4})=0$ となる。
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証明の方針は、ベクトル束 $V=H^{\perp}\oplus T^{\perp}M^{4}$ の構造群が $Sp(1)$ まで縮小出来ることを示

し上記の命題 4を用いる。次に、 $H$ と $H^{\perp}$の積分可能性について述べる。6次元球面上の

$G_{2}$ 構造方程式を用いる事によ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

命題 6. $H^{\perp}$は積分可能ではない。

が示される。 また、 ガウス方程式を用いると $H$が積分可能の時、各 leaf は $S^{6}$ の全測地

的部分多様体となる事がわかり、完備性により 2次元球面と –致する。これと系 4.1によ

り、 つぎを得る。

命題 7. $\varphi$ : $M^{4}arrow S^{\mathit{6}}$が完備な $\mathrm{C}\mathrm{R}$-部分多様体とする。この時 $H$は積分可能ではない。

44次元 CR-部分多様体の例

上記で述べたように、位相的な性質にはかなりの制限があり、かつ、distributions $H,$ $H^{\perp}$

は–般に積分可能ではない。 しかしながら、次の様な 2種類の例を構成できる。

命題 8. $\gamma$ : $Iarrow S^{2}\subset ImQ$ を純虚四元数 $ImQ\simeq R^{3}$
’ 内の二次元球面内の任意の曲線

とし、 $(q\in)S^{3}\subset Q$ を四脚孔内の 3次元球面とする。 この時、以下に定義される写

像\psi : $I\cross‘- 9^{3}arrow S^{\mathit{6}}$ は $S^{\mathit{6}}$ 内の 4次元 CR部分多様体となる。

$\psi(t, q)=a\gamma(t)+b\overline{q}\epsilon$

ここに $a,$
$b$ は正定数で $a^{\mathit{2}}+b^{2}=1$ を満たす。

実際、直交する単位法ベクトル場として

$.\backslash$

$l^{\text{ノ_{}1}}=\dot{\gamma}(t)\cross\gamma(f_{J})$

$\mathcal{U}_{2}=b\gamma(t)-a\overline{q}\epsilon$ .

が取れる。 これより

$\text{」}(\mathcal{U}_{2})=(b\gamma(t)-a\overline{q}\epsilon)\cross(a\gamma(t)+b\overline{q}\epsilon)=\gamma(t)\cross\overline{q}\epsilon=(\overline{q}\gamma(t))_{\mathrm{c}}’\in Q\in$ ,

であるから $<\nu_{1},$ $J(\nu_{2})>=0$ となる。命題 2(1) により命題 7が示された。 また、対応す

る $\mathrm{C}\mathrm{R}$-fraane field は以下の様になる。 $H^{\perp}$の正規直交枠は

$\psi_{*}(\xi_{1})=\text{」}(\nu 1)=\nu 1\cross\psi=-a\dot{\gamma}(f/)+b(\dot{\gamma}(fJ)\cross\gamma(t))\cdot\overline{q}_{6}$ ,
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$\uparrow \mathit{1})_{*}(\xi 2)=J(\nu_{2})=\gamma(t)x\overline{q}_{\mathrm{C}}^{r}$ .

となる $H$ の正規直交枠は

$. \iota\int)_{*}(e_{1})=J(\nu_{1})\cross J(\nu_{2})=b\dot{\gamma}(f_{J})+\overline{\subset}\mathit{1}(\dot{\gamma}(\dagger_{J})\mathrm{x}\gamma(\dagger y))\cdot\overline{q}\in$

$’\iota \mathit{1})_{*}(\text{」}(e_{1}))=(\dot{\gamma}(\dagger_{J}))\cdot\overline{q}\in$

となる。

定理 9. 次に定義される写像 c\psi l : $S^{1}\cross S^{3}arrow S^{6}$ は $S^{6}$の 4-dimensional CR-部分多様体と

なる。

$\uparrow[)1(\theta, q)=a(qi\overline{q})+b(\tau(\theta)\overline{q})\cdot\in \mathrm{i}$ ,

ここに $a,$
$b$ は $a^{2}+b^{2}=1$ , を満たす正定数、$\tau(\theta)=t\{-\sin(\theta)+\cos(\theta)i.\}+.\underline{\mathrm{s}}\{\cos(\theta)j+$

$\sin(\theta)k\}$ は $S^{3}\subset H$ 内の大円であり $t,$ $\llcorner \mathrm{s}$ \iota よ $t^{\mathit{2}}‘+s^{2}=1$ を満たす正定数を表す。

注意. 上記の pararneter $\{a, t\}\in(0,1)\cross(0,1)$ は上記の写像族 ( $U(2)$ から $G_{2}$ への表現

から構成された $S^{6}$の点からの orbit) の orbit 空間になっている。

証明. 写像 $? \int_{1}.$’ による接ベクトルは、次の様に与えられる。

$\psi_{1*}(\frac{\partial}{\partial\theta})$ $=$ $b(\tau’(\theta)\overline{q})\cdot\epsilon$

$’\psi_{1*},|(qi)$ $=$ $-b(\tau(\theta)i\overline{q})\cdot\epsilon$

$(\iota \mathit{1})1*(qj)$ $=$ $-2a(qk\overline{q})-b(\mathcal{T}(\theta)j\overline{c_{f)\cdot \mathcal{E}}}$

$\uparrow \mathit{1}J_{1*}(qk)$ $=$ $‘ 2a(qj\overline{q})-b(\tau(\theta)k\overline{q})\cdot\epsilon$ ,

従って、下記の法ベクトル場 $\nu_{1},$ $\nu_{2}$ は $T^{\perp}M^{4}$ の正規直交枠を与える。

$\nu_{1}$ $=$ $b(qi\overline{q})-a(\tau(\theta)\overline{q})\cdot\epsilon$

$\nu_{2}$ $=$ $\frac{1}{\sqrt{1+3a^{2}}}(b(qj\overline{q})+2a(\tau(\theta)k\overline{q})\cdot\epsilon)$ .

よって

$J(\nu_{1})=(\tau(\theta)i\overline{q}\mathrm{I}\cdot$

.
$\epsilon \mathrm{i}$ .

これより $<\nu_{1},$ $J(l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}})>=0$ となり命題 2 $(\perp)$ より定理 9が示された。
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これらの幾何学的性質について述べる。

命題 10. $\psi_{1}$ : $S^{1}\mathrm{x}S^{3}arrow S^{6}$ を定理 9で定義した CR-部分多様体とする。

(1) このはめ込みは、埋め込みではない。実際、 $\psi_{1}(\theta+\pi, -q)=’\iota\beta 1(\theta, q)$ となる。

このはめ込みは充満である。

(2) CRR-部分多様体 $1\mathit{1}^{)}1$ : $S^{1}\cross S^{3}arrow S^{6}$ が極小部分多様体となるための必要十分条

件ほ $a=\sqrt{\frac{3+\sqrt{57}}{24}}\text{、}$ かつ、 $t= \frac{1}{\sqrt{2}}$ となることである。 これ以外の場合、平

. 均曲率ベクトル場の長さは–定であるが、平均曲率ベクトル場は法接続に関し

て平行ではない。

(3) はめ込み\psi 1の第二基本形式は平行ではない。

(4) はめ込み\psi 1の法曲率は平坦ではない。

(5) はめ込み\psi 1の誘導計量に関するリッチ曲率の固有値は--定であるが、アイン

シュタイン計量ではない。

注意. 最後に、写像 $’\psi_{1}$ に関連した $G_{2}$ に適合した $S^{1}$
$\cross$ S3上の正規直交枠を表記する。

$\xi_{1}$ $=$ $\frac{1}{f_{J}}qi$ ,

$\xi_{2}$ $=$ $\frac{-1}{\sqrt{1+3a^{2}}}\{\frac{5-9a^{2}}{4f_{J}st}(\frac{\partial}{\partial\theta}+(t_{\text{ノ}}’-S^{2})\mathit{2}qi\mathrm{I}+\cdot\frac{3b}{2}c_{\mathit{1}j\}}$ ,

$e_{1}^{\sim}$ $=$ $\frac{1}{\sqrt{1+3a^{2}}}\{\frac{}1-9a^{2}}{4ast_{\text{ノ}}(\frac{\partial}{\partial\theta}+(t^{2},-S^{\mathit{2}})qi)+\frac{1-3\mathit{0}_{!}^{2}}{2a}.\cdot qj\}$ ,

$\text{」}\tilde{e}_{1}$ $=$ $- \frac{1}{\sqrt{1+3a^{2}}}qk$ .

上記の正規直交枠の写像 $\psi_{1}$ に依る像は次で与えられる。

$\psi_{1*}(\xi_{1})$ $=$ $-(\tau(\theta)i\overline{q})_{\hat{\mathrm{c}}}(=-]\nu_{1})$ ,

$\mathrm{t}\int)1*(\xi 2)$ $=$ $\frac{-1}{\sqrt{1+^{\zeta}3a^{2}}}\{-3ab . qk\overline{q}+(1-3a)2(\tau(\theta)j\overline{q})_{6}\}(=-\text{」}\nu_{2})$ ,

$\psi_{1*}(\tilde{e}_{1})$ $=$ $\frac{1}{\sqrt{1+3a^{2}}}\{(3a^{2}-1)\cdot qk\overline{q}-3ab(_{\mathcal{T}}(\theta)j\overline{q}\mathrm{I}\epsilon\}(=\text{」_{}\nu_{1}}\cross\text{」}\nu_{2})$ ,

$.J?\mathit{1})1*(\mathrm{e}^{\sim}1)$ $=$ $\frac{1}{\sqrt{1+3a^{2}}}\{2a\cdot qj\overline{q}-b(\mathcal{T}(\theta)k\overline{q})\epsilon\}$ .
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