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1 導入

対称空間内の全測地的部分多様体に関する今までの研究成果のいくつかを簡単に紹介し、
筑波大学数学野田崎博之氏との最近の共同研究の結果を報告する。 田崎氏との共同研究は、
正規実形に対応するコンパクト型対称空間内の最大階数全測地的部分多様体の分類と、コ

ンパクト Lie群内の極大全測地的部分多様体の分類、 およびこれらから得られるコンパク
ト Lie胃内の最大階数全測地的部分多様体の分類である。
対称空間内の全測地的部分多様体の分類はま $$-\acute .‘‘出来ていないが、 半単純 Lie 環内の Lie

部分型の分類は $\mathrm{D}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}[4]$ によって出来ている。彼は半単純半単純 Lie 環内の Lie 部分環
を分類するアルゴリズムを与え、例外型単純 Lie 環に対して、 半単純 Lie 部分環の分類を
得た。対応するコンパクト単純 Lie州内で考えると、Lie部分群は全測地的部分多様体にな
る。 この研究の前に Borel-Siebenthal [1] はコンパクト単純 Lie 環内の最大階数 Lie 部分環
を分類している。 この結果が正規実形に対応するコンパクト型対称空間内の最大階数全測
地的部分多様体の分類に必要になる。 そこで 2節で $\mathrm{B}_{\circ \mathrm{r}}\mathrm{e}\iota$-Siebenthal理論の復習をする。
対称空間内の全測地的部分多様体の分類に関して、以下の結果が知られている。
(1) 全測地的部分多様体と Lie triple sustem の対応:Cartan [6, p. 224, \S 7]
(2) 階数 1の対称空間内の全測地的部分多様体の分類: Wolf
(3) $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{t}\ominus$対称空間内の全測地的複素部分多様体の分類:佐竹 [14], 伊原 [7]
(4) 対合的等長変換の不動点:Chen-長野 [3] とそれに続く -連の論文
(5) 全測地的対称部分多様体の分類:内藤 [13] .

. (6) 四元数対称空間内の四望数部分多様体の分類:田崎 [15] .
$-$

3節では Borel-Siebenthal 理論を用いて正規実形に対応する compact 型対称空間内の最
大階数全測地的部分多様体の分類を行う。正規実形に対応する compact型対称空間の制限
ルートの重複度は全て 1になるのでこの場合は他の対称空間の場合より易しい。 compact
Lie群 $G$ 内の全測地的部分多様体の分類は主 $G$ 東上の不変平坦接続と密接に関係している。
このことは 5節で示される。 そこで 4節で compact 型対称空間上の不変接続についての復
習とそれらについてのいくつかの準備をする。
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2 コンパクト Lie 群内の最大階数 Lie 部分群

コンパクト Lie 群内の最大階数 Lie部分群に関する Borel-Siebenthal 理論 ([11) の復習を
しておく。 $[5.].\text{を参考にした}$。

$\mathfrak{g}’$ を compact Lie 環 $\overline{\mathfrak{g}}$ の Lie部分環とする。 g’はコンパクトである。 rankg’ $\leq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{g}$ で等

号成立のとき $\mathfrak{g}’$は最大階数であるという。最大階数 Lie 部分環の分類をするためには $\mathfrak{g}$ を

半単純と仮定してよい。
$t\subset \mathfrak{g}$ を極大可換部分的としこれを固定する。 $\mathrm{t}^{\mathrm{C}}\text{は}\mathfrak{g}^{\mathrm{c}_{\text{の}}}$ Cartan 部分環である。 $\mathrm{g}$ Iは

compact だから $\mathfrak{g}$ 上に Int(9) 不変内積 $\langle, \rangle$ が存在する。 .

$\alpha\in \mathrm{t}$ に対して部分空間 g。を

$\mathfrak{g}_{a}=\{X\in \mathfrak{g}^{\mathrm{C}}|[H, X]=\sqrt{-1}\langle\alpha, H\rangle X(H\in \mathrm{t})\}$

と定める。 $\alpha\in \mathrm{t}-\{0\}$ が $\mathfrak{g}$ の $\mathrm{t}$ に関するルートであるとは $\mathfrak{g}$

。
$\neq\{0\}$ となる場合を言う。

$\Delta(\mathfrak{g})$ でルート全部の集合を表わし $\mathfrak{g}$ の $\mathrm{t}$ に関するルート系と呼ぶ。 このとき $\mathfrak{g}^{\mathrm{C}}$のルート

空間分解が得られる:

$9^{\mathrm{c}_{=\mathrm{t}}\mathrm{c}_{+}} \sum_{\alpha\in\triangle(\mathfrak{g})}\mathrm{g}a$
.

最大階数 Lie部分環の Int(g) あるいは $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathfrak{g})$ 共役類を考えるのだから代表元 $\mathrm{i}$は $\mathrm{t}$ を含む

ものがとれる。 $D\subset$ \Delta が subsystem とは

(i) $(D+D)\mathrm{n}\Delta\subset D$

(ii) $D=-D$
となる場合を言う。 subsystem はルート系になる。 $H\in$ {に対して subsystem $H\#$ を

$H^{\#}=\{\alpha\in\Delta(\mathrm{g})|\langle\alpha, H\rangle\in 2\pi \mathrm{Z}\}$

と定める。 最大階数 Lie部分環を次で定める:

$\mathrm{g}(H^{\#})=(\mathrm{t}^{\mathrm{C}}+\sum_{\#\alpha\in H}\mathfrak{g}\alpha \mathrm{I}\mathrm{n}_{9}$ .

$H\#$は $\mathrm{g}(H\#)$ の $\mathrm{t}$ に関するルート系である。

定理 21(B-S [1]) compact 半単純 Lie環の最大階数極大 Lie部分環 g’に対してある $H\in \mathrm{t}$

が存在して $\sqrt$は $\mathfrak{g}(H\#)$ と Int(g) 共役となる。

どの $H\in \mathrm{t}$ に対して Lie部分環 $\mathrm{g}(H^{\#})$ が極大になるか知る必要がある。そのためには $\mathrm{g}$ を

単純と仮定してよい。 $\Pi(\mathrm{g})=\{\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{r}\}$ を $\Delta(\mathfrak{g})$ の基本系とし、 $-\alpha_{0}$を $\triangle(\mathrm{g})$ の最高ルー
トとする。 最高ルートは次のように表わせる。

$- \alpha_{0}=\sum_{1i=}mi\alpha fi$ ,
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ここで各 m,は自然数である。 $\Pi(\mathfrak{g})\iota\mathrm{h}\mathfrak{g}$ の Dynkin $\text{図形を定め}\tilde{\Pi}(\mathrm{g})=\{\alpha_{0}, \alpha_{1}..’\ldots, \alpha_{r}\}$ は $\mathfrak{g}$

の拡大 Dynkin 図形を定める。 $H_{i}(1\leq i\leq r)\in$ {を

$\langle\alpha_{i},\cdot H_{j}\rangle=2\pi\delta ij$

で定める。

定理 22 $(\mathrm{B}- \mathrm{S}[1])(\mathrm{I})$ m,が素数となるような $i$ に対して $\mathfrak{g}((H_{i}/r\gamma\iota_{i})\#)$ は最大階数極大部

分 Lie 環である。 この場合、 $\mathfrak{g}((H_{i}/mi)\#)\text{は半単純で}\tilde{\Pi}(9)-\{\alpha_{i}\}$ は $(H_{i}/m_{i})\#$の基本系で

ある。

(II) $m_{i}=1$ なる $i$ #こ対して $\mathfrak{g}((H_{i}/2)\#)$ は最大階数極大 Lie 部分環である。 この場合、
$\mathfrak{g}((H_{i}/m_{i})\#)$ は 1次元の中心をもち、 $\Pi(\mathrm{g})-\{\alpha_{i}\}$ は $(H_{i}/m_{i})\#$の基本系である。

逆に任意の最大階数極大 Lie部分環は上で述べた Lie部分環の–つと Int(g) 共役である。

各 compact 単純 Lie山内の Lie部分環で上の定理で述べられているものを全て書き出し、
その中でどの Lie部分環が Int $(\mathfrak{g})$ 共役あるいは Aut(g) 共役となるのかを決定する。そのた

めには次の命題が有用である。 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\square }(\mathfrak{g}))$ で II(g) の合同変換群を表わす。

命題 2.3 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi}(\mathfrak{g}))$ の西元は $\mathfrak{g}$ の自己同型を誘導する。

この命題の証明は $\mathrm{L}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{s}[12]$ Ch VII Proposition 1.4を参照せよ。

表 1は各 compact 単純 Lie 環内の最大階数極大 Lie 部分環全部をあげたものである。
$\mathfrak{g}’$ \sim $\sqrt$’はこられが Int(g) 共役であることを意味する。単純ルートの番号付けは $\mathrm{B}\circ \mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}[2]$

に従う。
定理 22中の条件を満たす全ての $H_{i}$を見つけることはた易い。 どの Lie部分環が Aut(g)

共役かを決定するためには命題 23からどの Hl/m’や $H_{j}/2$ が $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi}(\mathfrak{g}))$ の作用でうつりあ

うかを決定すれば良い。

定理 24 コンパクト単純 Lie 環 $\mathfrak{g}$ 内の二つの最大階数極大 Lie 部分環はそれらが $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathfrak{g})$

共役ならば Int(g) 共役である。

証明 N(t) 及び z(t) でそれぞれ Int (g) 内での {の正規化群および中心化群を表わす。$Z(\{)$

は $N(\{)$ の正規部分群である。商群 $W(9)=N(\{)/z(\mathrm{t})$ を $\mathfrak{g}$ のワイル群と言う。 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi}(\mathfrak{g}))\cap$

$W(\mathfrak{g})$ は $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi}(\mathfrak{g}))$ の正規部分群である。 Int(g) の元で上で述べた二つの Lie部分環を写し
あうものは $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi}(\mathfrak{g}))\cap W(\mathfrak{g})$ の元で選べる。 $\mathfrak{g}=e_{6}$の場合に詳しい証明をのべ、次の命題

で共役類に関する結果をまとめておく。 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi}(\mathfrak{g}))$ は $\{\alpha_{0}, \alpha_{1}, \alpha_{6}\}$ に働く 3次対称群 $\mathfrak{S}_{3}$ と

自然に同-視することが出来る。 この同-視のもとで $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\square }(\mathfrak{g}))\cap W(\mathfrak{g})$ は偶置換の全体

のなす部分群である。 $\sigma$を巡回置換 $(\alpha_{1}, \alpha_{0}, \alpha 6)$ とすると $\sigma$は $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi}(\mathfrak{g}))\cap W(\mathfrak{g})$ の元で

$\sigma \mathfrak{g}((H_{1}/2)^{\#})=\mathfrak{g}((H_{6}/2)^{\#})$ , $\sigma \mathfrak{g}((H_{2}/2)\#)=\mathfrak{g}((H_{5/}2)^{\#})$ ,
$\sigma \mathfrak{g}((H_{3}/2)^{\#})=_{9((H_{2}}/2)^{\#})$ .

となる。
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}\mathrm{C}_{r}\mathrm{b}_{r}\mathfrak{a}_{r}(\mathrm{I}\mathrm{I})\frac{\frac{\mathrm{R}\oplus \mathfrak{a}_{r-1}}{\mathfrak{D}_{r}\mathfrak{D}i\oplus \mathrm{b}\mathrm{R}\oplus \mathrm{b}a_{1^{\oplus a_{1}\oplus \mathrm{b}_{r-2}}}\mathfrak{c}_{i}\mathrm{R}\oplus*_{-}1\oplus\oplus \mathrm{c}_{r}-(irr_{i}-i-1(i=3,,r-1)--1,,[\mathfrak{a}r-i(i=2,,[\frac{r+1}{2}\frac{r}{2}])])}}{\mathrm{R}\oplus \mathfrak{a}_{t}-1}(((\mathrm{I}(\mathrm{I})H_{i}/\mathrm{I}\mathrm{I})Hr/\mathrm{I}\mathrm{I})H_{i}/)H_{1}/H_{f}/2H2/2H_{1}/Hi/22222$

$0_{r}\mathrm{H}^{(\mathrm{I}}(\mathrm{I}\mathrm{I}))$ $H_{r-1}/2H_{1}H_{2}/H_{i}//222$ $|_{\frac{}{\mathrm{R}\oplus \mathfrak{a}_{r-1}}}^{\frac{\mathfrak{a}_{1}\oplus \mathfrak{a}_{1}\oplus 0r-2}{0_{i}\oplus 0_{r-}i(i=3,\ldots,[\frac{r}{2}])}} \frac{}{\mathrm{R}\oplus 0r-1}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{g}_{2}(\mathrm{I})\frac{\mathfrak{a}_{2}}{a_{1}\oplus a_{1}}\frac{}{a_{8}}\mathrm{f}4\mathrm{e}\mathfrak{e}_{8}7\frac{a_{2}\oplus a_{5}}{a_{7}}\mathfrak{e}{}_{6}H(\mathrm{I}\mathrm{I}(\mathrm{I}\mathrm{I}(\mathrm{I}((\mathrm{I})H_{3}/3(\mathrm{I})\mathrm{I}))H_{5}))H1^{/}/2H_{1}H^{/}H_{4}H2/3H_{1}/2H8^{/3}/HH_{2}H1/2H_{7}/2HH_{1}H_{2}2^{/3}724/2/5/3///322222\frac{}{\mathrm{b}_{4}}\frac{}{\mathrm{O}_{2}\oplus \mathrm{O}_{2}}\frac{}{\mathrm{O}_{1}\oplus \mathrm{C}a_{1}\oplus \mathrm{C}_{7}3}\frac{}{\mathfrak{a}_{2}\oplus e_{6}}\frac{}{\mathfrak{a}_{4}\oplus a_{4}}\frac{}{0_{8}\mathrm{R}\oplus \mathfrak{e}6}\frac{\frac{\mathfrak{a}_{2}\oplus \mathfrak{a}_{2}\oplus \mathfrak{a}_{2}}{\mathrm{R}\oplus 0a_{1}\oplus 0_{6}5}}{}\frac{a_{1}\oplus a_{5}}{}$

表 1: compact 単純 Lie環内の最大階数極大 Lie部分環

16



命題 2.5 (1) $\mathfrak{g}=a_{n}$のとき、

$( \frac{H_{i}}{2})^{\#}\sim(\frac{H_{n+1-\hat{l}}}{2})^{\#}$ $(1 \leq i\leq[n/2])$ .

(2) $\mathfrak{g}=\mathrm{c}_{n}$のとき、

. $( \frac{H_{i}}{2})^{\#}\sim(\frac{H_{n-i}}{2})^{\#}$ $(1\leq i\leq[n/2])$ .

(3) g=onのとき、

$( \frac{H_{i}}{2})^{\#}\sim(\frac{H_{n-i}}{2})^{\#}$ $(2 \leq i\leq[n/2])$ , $( \frac{H_{n-1}}{2})^{\#}\sim(\frac{H_{n}}{2})^{\#}$ .

(4) $\mathfrak{g}=\epsilon_{6}$のとき、

$( \frac{H_{1}}{2})^{\#}\sim(\frac{H_{6}}{2})^{\#}$ , $( \frac{H_{2}}{2})^{\#}\sim(\frac{H_{3}}{2})^{\#}\sim(\frac{H_{5}}{2})^{\#}$ .

(5) $\mathfrak{g}=$ c7のとき、

$( \frac{H_{3}}{3})^{\#}\sim(\frac{H_{5}}{3})^{\#}$ , $( \frac{H_{1}}{2})^{\#}\sim(\frac{H_{6}}{2})^{\#}$ .

上の命題の証明には次の補題を用いればよい。

補題 26拡大 Dynkin 図形の合工変換の引き起こすルートの自己同型写像が内部自己同型
となるための条件は次で与えられる。

(1) $\triangle=B_{n},$ $C_{n}$ , E7型の’– ト形の場合、 拡大 Dynkin 図形の合同変換の引き起こすルー
トの自己同型写像は全て内部自己同型である。

(2) \Delta =E6型のルート形の場合、 拡大 $\mathrm{D}\mathrm{y}_{\mathrm{I}1}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}$ 図形の合同変換群は自然に 3次対称群 63
と同-視される。 この同–視をしたとき、拡大 $\mathrm{D}\mathrm{y}_{\mathrm{I}1}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}$ 図形の合同変換\mbox{\boldmath $\sigma$}が内部自己

同型となるための条件は\mbox{\boldmath $\sigma$}が偶置換となることである。

(3) \Delta =An型のルート形の場合、

Aut $(\tilde{\Pi})\cong \mathrm{D}_{n}=\mathrm{Z}_{n}\cdot \mathrm{Z}_{2}$(半直積), Aut $(\tilde{\Pi})\cap \mathrm{A}\mathrm{d}(\triangle)\cong \mathrm{z}n$

(4) $\triangle=D_{n}(n\geq 5)$ 型のルート形の場合、拡大 Dynkin 図形の合同変換五, $f_{2},$ $f_{3}$. を次で定
める。

.

$f_{1}$ : $\alpha_{0}rightarrow\alpha_{1},$ $\alpha_{i^{\vdash}}arrow\alpha i(2\leq i\leq n);f_{1}^{2}=1$,
$f_{2}$ : $\alpha_{n-1}rightarrow\alpha_{n},$

$\alpha_{i}\mapsto\alpha_{i}(0\leq i\leq r\iota-2)-;f_{2}21=,$ $f1f2=_{f2}f1$ ,
$f_{3}$ : $\alpha_{i}rightarrow\alpha_{n-i}(0\leq i\leq n),$ $f_{3}^{2}=1$ .
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このとき、拡大 Dynkin 図形の合同変換群は

$\{1, f1,.f_{2}, f_{3},f1f2, f_{2}f\mathrm{s}, f_{1f}\mathrm{s}, f1f2f_{3}\}$

である。

$\alpha_{1},$ $\alpha_{n-1},$ $\alpha_{0},$ $\alpha_{n}$をこの順に頂点とする正方形に働く二面体群 $\mathrm{D}_{4}$を考えると、 これは
$\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi})$ と同型である。 ..
$n$ が偶数のときは

内部自己同型 $=$ { $1$ , fif2, $f_{\mathrm{s}},$ $f_{1}f2f_{3}$ }, 外部自己同型 $=\{f_{1}, f2, f_{1}f3, f2f_{3}\}$ ,

$n$ が奇数のときは

内部自己同型 $=\{1, f1f_{2}, f2f3, f1f_{3}\}$ , 外部自己同型 $=\{f1, f_{2}, f_{3,f1}f2f_{3}\}$

である。

(5) \Delta =D4型のルート形の場合、 Aut $(\tilde{\Pi})\cong 6_{4}\text{で}$

$\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{\Pi})\cap \mathrm{A}\mathrm{d}(\triangle)=\{1,$

となる。

附記:二面体群について

平面上の正 $n$ 角形のシンメトリ一全部のなす群を—面体群 (dihedral grouP) と呼び $\mathrm{D}_{n}$ と

表わす。 $\sigma,$
$\tau\in \mathrm{D}_{n}$を次で定める。

$\sigma$ $=$ 正 $n$ 角形の中心のまわりの角 $2\pi/n$ の回転,

$\tau=$ 正 $n$ 角形の–つの対称軸に関する鏡映

命題 27次の関係式が成立する。

$\sigma^{n}=1,$ $\tau^{\mathit{2}}=1,$ $\tau\sigma=\sigma^{-1}\mathcal{T}$.

$\sigma$, \tau は $\mathrm{D}_{n}$の生成元で尭 $(\mathrm{D}_{n})=2n$ かつ

$\mathrm{D}_{n}=\{\sigma^{i}\tau;ij--0,1, \cdots, n-1;j=0,1\}$ .

$\mathrm{Z}_{n}\cong\{\sigma^{i};i=0,1, \cdots, n-1\}$ は $\mathrm{D}_{n}$の正規部分品で $\mathrm{Z}_{2}\cong\{\tau^{j};j=0,1\}$ は $\mathrm{D}_{n}$の部分群であ
る。 更に

$\{\sigma^{i}\tau^{j};i=0,1, \cdots, n-1;j=0,1\}\cap\{\mathcal{T}^{j};j=0,1\}=\{1\}$

となるので
$\mathrm{D}_{n}\cong \mathrm{Z}_{n}$ . Z2 (半直積)

が成立する。
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3 正規実形に対応するコンパクト対称空間

定義 31複素半単純 Lie 環の実形の Cartan 分解に対応する対称対の階数が、元の複素半
単純 Lie環の階数に–致するとき、その実形を正規実形と呼ぶ。

複素半単純 Lie環の正規実形に関しては、
$-$

次の定理が知られている。後で必要になるの

で、定理の証明の概略も述べておく。詳しくは、例えば、Helgason [6] Ch IX Theorem 5.10
を参照。

定理 32複素半単純 Lie 環内には、 内部自己同型を除いて–意的に正規実形が存在する。

証明の概略 複素半単純 Lie環を【で表し、【のコンパクト実形 $\mathfrak{g}$ をとる。 $\mathfrak{g}$ に Int $(\mathfrak{g})$ 不

変内積を定めておく。 $\mathfrak{g}$ 内の極大可換部分環 {をとり、 $\mathrm{t}$ に関する【 $=\mathfrak{g}^{\mathrm{C}}$のルート空間分

解を

$\mathfrak{l}=\mathrm{t}^{\mathrm{C}}+\alpha\in\triangle\sum_{(s)}\mathfrak{g}_{\alpha}$

とする。 このとき、 次の条件を満たす $\{X_{\alpha}|\alpha\in\triangle(\mathfrak{g})\}$ をとることができる。

1. 各\alpha \in \Delta (g) に対して $X$
。\in g。であって、 $[X_{\alpha}, X_{-\mathrm{Q}}]=\sqrt{-1}\alpha$を満たす。

2. $\alpha,$
$\beta,$ $\alpha+\beta\in\Delta(\mathfrak{g})$ を満たす\alpha , \beta に対して、 [$X_{\alpha}$ , X.$\beta$ ] $=N_{\alpha,\beta}X_{\alpha}+\beta$ となり、 $N_{\alpha,\beta}$は $N_{\alpha,\beta}=$

$-N_{-\alpha,-\beta}$を満たす実定数である。 ,.

3. 各\alpha \in \Delta (g) に対して、 $X$
。

$-X_{-\alpha}$ , $\sqrt{-1}$ ($X$
。

$+X_{-\alpha}$ ) $\in \mathfrak{g}$ が成り立つ。

そこで、

$\mathfrak{g}_{n}=\sum_{\alpha\in\Delta(\mathrm{g})}\mathrm{R}\sqrt{-1}\alpha+\sum_{(\mathfrak{g})}\mathrm{R}X_{\alpha}\alpha\in\triangle$

とおくと、 gnは【の実形になる。すなわち、 gnは【の実 Lie 部分環になり、

$1=\mathfrak{g}_{n}+\sqrt{-1}\mathfrak{g}n$

が実ベクトル空間の直和になる。 $\mathrm{t}\text{の}\mathfrak{g}_{n}$に関する複素共役写像を\tau で表すと、 $\tau$は $\mathfrak{g}_{n}$を不変

にし、
$\mathrm{f}_{n}=\mathfrak{g}_{n}\cap \mathfrak{g}$ , $\mathfrak{p}_{n}=\mathfrak{g}_{n^{\cap(\sqrt{-1}}}\mathfrak{g})$

とおくと、
$\mathfrak{g}_{n}--$ 転 $+\mathfrak{p}_{n}$

は $\mathfrak{g}_{n}\text{の}$ Cartan分解になる。 $\mathrm{t}$ は $\mathfrak{g}$ の極大可換部分環だから、 $\sqrt$-1{は倶の極大可換部分環
になり、 $\mathfrak{p}_{n}$の定め方より、 $\sqrt$-lt\subset p訛なる。 したがって、 gnは【の正規実形になる。
意性の証明は省略する。
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一般のコンパクト型対称空間についてのいくつかの概念を準備する。 $G$ をコンパクト連
結半単純 Lie群とし、 \theta を $G$ の対合的自己同型写像とする。

$G_{\theta}=\{g\in c|\theta(g)=g\}$

とおく。 $c_{\tau_{\theta}}$の単位連結成分を $C_{7}^{0}\theta$で表し、 $G$ の閉 Lie 部分群 Kを $G_{\theta}^{0}\subset K\subset G_{\theta}$ となるよ
うにとると、 $(G,.K)$ はコンパクト対称対たなる。 $G$ 上に\theta 不変でかつ両側不変な Riemann
計量 $\langle, \rangle$ をとると、 $\langle, \rangle$ は自然に等質空間 M=G/K上に $G$ 不変 Riemann 計量を誘導す
る。 この $G$ 不変 Riemann 計量も $\langle, \rangle$ で表すことにする。 このとき、 Mは Riemann 計量

$\langle, \rangle$ によってコンパクト半単純 Riemann 対称空間になる。逆に任意のコンパクト半単純
Riemann 対称空間は、 このようにして得られることが知られている。
コンパクト半単純 Riemann 対称空間 $M=$ G/Kに対して\mbox{\boldmath $\pi$} :G\rightarrow Mで自然な射影を表

わす。 $g\in G$ に対して $[g]=\pi(g)$ とおく。
$\mathfrak{g}$ と $\mathrm{e}$ をそれぞれ $G$ と Kの Lie 環とする。 $G$ の対合的自己同型写像\theta は、 $\mathfrak{g}$ の対合的自
己同型写像を誘導する。 それも\theta で表すことにする。 $G$ の Riemann 計量 $\langle, \rangle$ は、 $\mathfrak{g}$ の内積
$\langle, \rangle$ を誘導し、 $\langle, \rangle$ は\theta 不変かつ $\mathrm{A}\mathrm{d}(G)$ 不変になる。 $G_{\theta\theta}^{0_{\subset K\subset c^{\mathrm{v}}}}$より、

$\mathrm{f}=\{X\in \mathfrak{g}|\theta(x)=x\}$

が成り立つ。
$\mathrm{m}=\{X\in 9|\theta(x)=-X\}$

とおく。 \theta は等長的かつ対合的だから、 直交直和分解

$\mathfrak{g}=\mathrm{f}+\mathrm{m}$

を得る。
$\mathfrak{g}^{*}=\mathrm{e}+\sqrt{-1}\iota \mathfrak{n}\subset \mathfrak{g}\mathrm{c}$

とおいて、 $9^{*\mathrm{B}\grave{\grave{\mathrm{a}}}}\mathfrak{g}\mathrm{c}$ の正規実形になるときに、 $M–G/K$を正規実形に対応するコンパクト
対称空間と言う。正規実形の定義から、 コンパクト対称空間 Mが正規実形に対応するため
の必要十分条件は、 rankM $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}G$ となることである。正規実形に対応する二つのコンパ
クト対称空間が局所同型になるための必要十分条件は、それらの等長変換群の Lie環が同
型になることである。 これは、 定理 32の–意性からわかる。

定理 33 $M=G/K$を正規実形に対応するコンパクト対称空間とする。 $G$ の極大最大階数
Lie部分群 G’に対して、G’を共役なものに取り替えることにより、 $G’/(K\cap G^{J})$ は M内の極
大最大階数全逓地的部分多様体になる。 逆に M内の任意の極大最大階数全測地的部分多様
体はこのようにして得られる。 このような $G’/(K\cap G’)$ は、正規実形に対応するコンパクト
対称空間、 または、 正規実形に対応するコンパクト対称空間と $S^{1}$の積に局所同型になる。

証明 $\mathfrak{a}$ を $\mathrm{m}$ 内の極大可換部分空間とする。 $a$ は $\mathfrak{g}$ 内の極大可換部分環である。 { $=\mathfrak{a}$ と
おき、 定理 32の証明中の記号をそのまま使うことにする。
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G’を $G$ の極大最大階数 Lie 部分群とする。 G’の Lie 環 \swarrow は $\mathfrak{g}$ の極大最大階数部分環に
なる。 G’を共役なものに取り替えることにより $\mathfrak{g}’$は $a$ を含むとしてよい。 このとき、 ある
$D\subset\Delta_{+}(\mathfrak{g})$ が存在して

$\mathfrak{g}’=(\mathrm{Q}+\sum_{\alpha\in D}\mathrm{R}\sqrt{-1}(x+\alpha\alpha))+\sum_{\alpha\in D}X_{-}\mathrm{R}(x-\alpha X_{-})\alpha$
.

したがって、 g’は\theta 不変である。 このとき、 $G’/(K\cap G’)$ は M内の最大階数全測地的部分多
様体になる。 $G’/(K\cap G’)$ の極大性は G’の極大性から従う。
逆に M内の極大最大階数全国地的部分多様体に対応する Lie triple system 5は $\mathrm{m}$ の極大

最大階数 Lie triple system である。 したがって $\mathfrak{g}(g)=g+[s,s]$ は最大階数 Lie 部分環であ
る。 5は $\mathfrak{a}$ を含んでいるとしてよいので、 ある $D\subset\triangle+(\mathfrak{g})$ が存在して

$\mathfrak{g}(\mathrm{B})=$ ( $a+ \sum_{\in\alpha D}\mathrm{R}\sqrt{-1}$
($X$
。

$+x_{-\alpha})$ )
$+ \sum_{\alpha\in D}\mathrm{R}(X_{\alpha}-x_{-}\alpha)$

となる。 この表示から $\mathfrak{g}(s)$ の極大性が示される。 $\mathfrak{g}(\mathfrak{s})$ に対応する Lie 部分群 G’をとると

G’は極大最大階数 Lie 部分群で、 $G’/(K\cap G’)$ は Lie triple system $\mathfrak{s}$ に対応する全測地的

部分多様体である。
$\mathfrak{g}$ の極大最大階数部分環 iは Borel-Siebenthal の結果からコンパクト半単純となるかま

たは、 コンパクト半単純イデアル $\mathfrak{g}_{\mathit{8}}$ と 1次元中心 3との直和となる。後者が起きた場合を
考察する。 g,は\theta 不変なので、 g,は\theta の+1固有空間戚と $-1$ 固有空間瑞との直和になる。 こ

のとき、

rankM $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathfrak{g}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathfrak{g}’=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathfrak{g}_{S}+1\geq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathfrak{g}_{\mathrm{m}}’+1=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}M$

となるので rankgs=rank垢となる。すなわち、 $G’/(K\cap G’)$ は正規実形に対応するコンパ

クト対称空間と $S^{1}$の積に局所同型になる。前者が起きた場合には、 $G’/(K\cap G’)$ は正規実

形に対応するコンパクト対称空間に局所同型になる。

注意 34Mの任意の最大階数全測地的部分多様体 Nに対して、 $M$の最大階数全測地的部
分多様体の列 $\{M_{i}\}$ が存在し、

$M=M_{0k}\supset\cdots\supset M=N$

となり、 各 $M_{i+1}$は $M_{i}$内の極大最大階数全測地的部分多様体になる。 Miはトーラス $T$と正

規実形に対応するコンパクト対称空間瓦の直積と局所同型であり、このとき、 $M_{i+1}$は $T$ と

$N_{i}$のある極大最大階数全測地的部分多様体との直積と局所同型になる。

表 2は正規実形に対応する各コンパクト対称空間

$A_{r}=SU(r+1)/SO(r)$ , $\mathfrak{B}_{r}=SO(r+1)/S(O(r)\cross O(r+1))$ ,
$\mathrm{C}_{r}=Sp(r)/U(r)$ , $\prime \mathcal{D}_{r}=SO(r)/S(O(r)\cross O(r))$ ,
$\mathcal{E}_{6}$ : に付随 $(\mathrm{t}_{6^{g}\mathfrak{p}(4)},)$ , $\mathcal{E}_{7}$ : $(\mathfrak{e}_{7},5\mathrm{U}(8))$ に付随,
$\mathcal{E}_{8}$ : $(_{C_{8}}, \mathfrak{s}o(16))$ に付随,

タ i: $(\mathrm{f}_{4},\mathfrak{s}\mathfrak{p}(3)+g\mathrm{u}(2))$ に付随,
$\mathrm{g}_{2}$ : $(\mathfrak{g}_{2},\mathfrak{s}\mathrm{u}(2)+\mathfrak{s}\mathrm{u}(2))$ に付随.
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内の最大階数極大全測地的部分多様体を全て書き出したものである。
Mが古典型の場合に極大最大階数全測地的部分多様体の入りかたを記しておく。

$M=A_{r}$の場合:
$(G, K)=(SU(r+1), SO(r+.1))\backslash$ とおく。 $\theta$ : $Garrow G;g\mapsto {}^{t}g^{-1}=\overline{g}$は回帰的自己同型で

$G_{\theta}=K$ . $\mathfrak{g}=\mathrm{t}+\mathrm{m}$ と標準分解すると

$\mathrm{m}=\{\sqrt{-1}X|X\in \mathfrak{g}.t(r+1, \mathrm{R}), \mathrm{t}\mathrm{r}(x)=0,tX=x\}$ .

$\mathrm{m}$ の極大可換部分空間 $a$ は

$a= \{\sqrt{-1}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(x1, \cdots, X)n|\sum_{i=1}Xi=n0, x_{i}\in \mathrm{R}\}$.

$\alpha_{kl}\in a$ を次で定める。

$\langle\alpha_{kl}, H\rangle=x_{k}-x_{l}$ for $H= \sqrt{-1}\sum x_{i}E_{ii}\in \mathfrak{a}$ .

このとき、
$[H, E_{k\iota}]=\sqrt{-1}\langle\alpha_{k\iota}, H\rangle Ekl$

となるので $\mathfrak{g}^{\mathrm{C}}=5\iota(r+1, \mathrm{C})$ の $a^{\mathrm{C}}$ によるルート空間分解は

$9^{\mathrm{c}_{=0}\mathrm{c}}+k \neq\sum_{\iota}$ CEkt

でルート全体\Delta (g) は
$\triangle(\dot{\mathfrak{g}})=\{\alpha kl|k\neq\iota\}$

となる。
$\Pi(\mathfrak{g})=\{\alpha_{1}\mathit{2}, \cdots, \alpha n-1,n\}$

は基本ルート系で、 この基本ルート系に関する正ルートの全体\Delta +(g) は

$\triangle_{+}(\mathfrak{g})=\{\alpha k\mathrm{t}|k<l\}$

となる。 最高ルートー\alpha 0は

$-\alpha 0=\alpha_{1}n\alpha=12+\cdots+C_{n}-1,n$

である。
$(\mathrm{I}\mathrm{I})H=- H_{\lrcorner}2$の場合:

$f$ : $S^{1}\cross A_{r-1}arrow A_{r}$ ;

$(\exp(\sqrt{-1}\theta), [g])\mapsto[(\exp(-r_{0}\sqrt{-1}\theta)$ $\exp(\sqrt{-1}\theta 0)g)]$ ,
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表 2: 正規実形に対応する compact 型対称空間内の最大階数極大全測地的部分多様体
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ここで既に述べた通り $[g]=\pi(g)$ である。

$f^{-1}(SO(r+1))$ は次の集合になる。

$\{$ ($\exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}}{r}m)$ , $[ \exp(-\frac{2\pi\sqrt{-1}}{r}m)E_{r}]$ ) $|m=0,1,$ $\ldots,$ $r-1\}$ .

$H=2$ の場合:

$f$ : $A_{i-1}\cross \mathcal{A}_{r-i}\cross S1arrow\backslash A_{r}$ ;

$([x], [y], \exp(\sqrt{-1}\theta))\mapsto[(^{\exp(}-(n-i\mathrm{o})\sqrt{-1}\theta)x\exp(\sqrt{-1}i\theta)0y)]$

$f^{-1}(SO(r+1))$ は $m$ が $0\leq m\leq i(r+1-i)-1$ なる整数を動くとき

$([ \exp(\frac{2\pi m}{i}\sqrt{-1})],$ $[ \exp(-\frac{2\pi m}{n-i}\sqrt{-1})],$ $\exp(\frac{2\pi m\sqrt{-1}}{i(n-i)}))$

となる元の全体に–致する。

$M=e_{r}$の場合:

$G=Sp(r)=\{g\in U(2r)|^{t}gJng=Jn\}$ 但し $J_{n}=$
とおく $()$

$\theta:Garrow G;g\mapsto\overline{g}(=J_{n}gJ^{-1}n)$

とおくと $\theta$は回帰的自己同型で

$G_{\theta}$ $=$ $\{\in O(2r)\}$

$=$ $\{|\iota_{aa}+{}^{t}bb=E_{r},{}^{t}ba={}^{t}ab\}$

以下、 $C\mathrm{r}\theta$ と $U(r)$ とを次の対応で同–視する。

$G_{\theta}\cong U(r);rightarrow a+\sqrt{-1}b$ .

$\mathfrak{g}=$ $\{X\in \mathrm{u}(2r)|J_{n}X=-^{t}XJ_{n}\}$

$=$ $\{(-\frac{X_{11}}{X_{12}}-^{t}X_{11}x_{1}2)|X_{11}\in \mathrm{u}(r),X_{12}\in \mathfrak{g}1(r, \mathrm{R}),tX12=X_{12}\}$

となるので $\mathfrak{g}$ の次元は $n(2n+1)$ である。

$k=\{|X_{11}\in \mathrm{o}(r),$ $X_{12}\in \mathfrak{g}\mathfrak{l}(r, \mathrm{R}),$ $tX1\mathit{2}=X_{12}\}$
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となるから

$\mathfrak{p}\cong \mathrm{u}(r);rightarrow X_{11}+\sqrt{-1}X_{1}2$

となる。 $\mathfrak{g}=\not\in+\mathrm{m}$ と標準分解すると

$\mathrm{m}=\{\sqrt{-1}|{}^{t}A=A\in \mathfrak{g}\mathrm{I}(r, \mathrm{R}),{}^{t}B=B\in \mathfrak{g}1(r, \mathrm{R})\}$

$a$ の極大可換部分空間 $a$ は

$a= \{\sum_{i=1}^{n}X_{i}(Eii-E_{n}+i,n+i)|x_{i}\in \mathrm{R}\}$

である。 $\mathfrak{g}$ の複素化は

$\mathfrak{g}^{\mathrm{C}}=\mathfrak{s}\mathfrak{p}(r, \mathrm{C})=a+\sum_{i\neq}\mathrm{C}\mathrm{C}(E_{i}-j)jE+j_{)}n+i+n\sum_{i\leq j}\mathrm{C}(E+i,j+nE+j,i)n+\sum_{ji\leq}\mathrm{C}(Ei,n+j+E_{j,n+i})$

となる。 $\alpha_{ij},$ $\beta_{ij}\in a$ を次で定める。

$\langle\alpha_{ij}, H\rangle=x_{i}+x_{j},$ $\langle\beta_{ij}, H\rangle=x_{i}-x_{j}$ for $H=$ $-1 \sum x_{i}(E_{ii}-E_{n+i,i}n+)$ .
.. $i=1$

このとき、 $H=\sqrt{-1}\Sigma_{i=1}^{n}X_{i}(Eii-En+i,n+i)$ に対して

$[H, E_{n+i_{\}}j}+En+j,i]$ $=$ $-\sqrt{-1}\langle\alpha_{i}j, H\rangle(En+i,j+En+j,i)$ $(i\leq j)$ ,
$[H, E_{i,n+j}+E_{j,i}+]n$ $=$ $\sqrt{-1}\langle\alpha_{ij}, H\rangle(E_{i,n+j}+E_{j,i}n+)$ $(i\leq j)$ ,
$[H, E_{ij}-E_{n}+j,n+i]$ $=$ $\sqrt{-1}\langle\beta ij, H\rangle(Eij-En+j,n+i)$ $(i\neq j)$

となる。 従って、ルート全蔀の集合は

$\Delta(\mathfrak{g})=\{, \pm\alpha_{ij}|1\leq i\leq j\leq n\}\cup\{\pm\beta_{ij}|1\leq i<j\leq n\}$
$\alpha$

である。
$\Pi(\mathfrak{g})=\{\alpha_{1}=\beta_{1}2, \alpha 2=\beta_{\mathit{2}3,n-}\ldots, \alpha 1=\beta n-1,n’\alpha_{n}=\alpha_{n,n}\}$

は基本ルート系である。 この基本ルート系に関する正ルート全部は

$\Delta_{+}(\mathfrak{g})=\{\alpha_{ij}|1\leq i\leq j\leq n\}\cup\{\beta_{ij}|1\leq i<j\leq n\}$

となる。 正ルートを基本ルート系の線形結合で表すと

$\{$

$\alpha_{ij}$ $=$ $\sum$ $\alpha_{k}+2$ $\sum$ $\alpha_{k}+\alpha_{n}$ $(i\neq j)$ ,
ピ\leq k $<j$ $j\leq k<n$

$\alpha_{ii}$ $=$ 2 $\sum$ $\alpha_{k}+\alpha_{n}$ ,
’

$i\leq k<n$
$\iota$

.

$\beta_{ij}$ $=$ $\sum$ $\alpha_{k}$

$i\leq k<j$
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となる。 最高ルートー\alpha 0は

$- \alpha 0=\alpha_{1}1=2\sum_{n1\leq k<}\alpha k+\alpha n$

である。
$( \mathrm{I})H=\frac{H_{i}}{2}$の場合:

$f$ $:\mathrm{G}_{i}\mathrm{x}\mathrm{C}_{r}-iarrow \mathrm{e}_{r}$;

$([],$ $[])\mapsto[]$
この fは embedding である。

$H= \frac{H_{n}}{\mathit{2}}$の場合:.

$f$ : $S^{1}\mathrm{x}A_{r-1}arrow \mathrm{G}_{r}$ ;

$(\exp(\sqrt{-1}\theta), [g])\mapsto[]$ ,

$f^{-1}(U(n))= \{(\exp(\frac{2\pi l}{r(r-1)}\sqrt{-1}),$ $| \exp(\frac{2\pi l}{r}\sqrt{-1})E_{r}|)|l=1,2,$ $\cdots,$ $r(r-1)\}$ .

$M=$ のゆ場合: $(G, K)=(SO(2r), S(o(r)\cross o(r)))$ とおく。

$\theta$ : $Garrow G;g\mapsto I_{r,r}gI_{r,r}$ , $I_{r,r}=$
とおくと \theta は回帰的自己同型で $G_{\theta}=K$ . $\mathfrak{g}=\mathrm{f}+\mathrm{m}$ と標準分解すると

$\mathrm{m}=\{|Z\in \mathfrak{g}\text{【}$$(r, \mathrm{R})\}$

$\mathrm{m}$ の極大可換部分空間 $\mathfrak{a}$ は

$a= \{H(x_{1,r}\ldots X)=\sum_{i=1}xri(E_{i,n}+i-E_{n+i,i})|x_{i}\in \mathrm{R}\}$ .

$F_{ab}=E_{a}b^{-}E_{ba}$ $(1 \leq a, b\leq b)$

とおく。 $1\leq i,$ $j\leq n$ のとき、 $H=H(x_{1,n}\ldots x)$ に対して

$[H,$ $(F_{ij}+F_{n+i,n+j})\pm\sqrt{-1}(F_{i,n+j}+F_{j,n+i})]$

$=\pm\sqrt{-1}(x_{i}-X_{j})\{(F_{i}j+F_{n+i,n+j})\pm\sqrt{-1}(F_{i,n+j}+F_{j,n+i})\}$ ,
$[H,$ $(F_{ij}-Fn+i,n+j)\pm\sqrt{-1}(F_{i,n}-+jF_{jn+i},)]$

$=\pm\sqrt{-1}(x_{i}+x_{j})\{(Fij-Fn+i,n+j)\pm\sqrt{-1}(F_{i,n+j}-F_{j},i)n+\}$
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となる。 従って
$\langle\alpha_{ij}, H\rangle=xi-Xj$ , $\langle\beta_{ij}.’ H\rangle=xi+X_{j}$

とおく と
$\Delta(\mathfrak{g})=\{\alpha_{ij}|1\leq i\neq j\leq n\}\cup\{\pm\beta ij|1\leq i<j\leq n\}$

となる。
$\Pi(\mathfrak{g})=\{\alpha 1=\alpha 12, \alpha \mathit{2}=\alpha_{\mathit{2}}\mathrm{s}, \cdots, \alpha 1=n-\alpha_{n-1,n}, \alpha_{n}=\beta_{n-1},n\}$

は基本ルート系で、 この基本ルート系に関する正ルート全体は

$\Delta_{+}(9)=\mathrm{t}\alpha ij,$ $\beta ij|1\leq i<j\leq.\cdot n\}$

となる。 正ルート全部を基本ルート系の線形結合で表示すると

$\{$

$\alpha_{ij}$
$=$

$\sum_{i\leq k<i}\alpha_{k}$ $(1 \leq i<j\leq n)$
,

. $\cdot$ ..
$\beta_{in}$ $=$ $\alpha_{i}+\cdots+\alpha_{n-}2+\alpha_{n}$ $(1\leq i\leq n-1)$ ,
$\beta_{ij}$ $=$

$\sum_{i\leq k<j}\alpha k..+2\sum_{1j\leq k<n-}\alpha k+\alpha_{n-}1+\dot{\alpha}_{n}$
$(1\leq i<j\leq n)$

となる。 最高ルートー\alpha oは

$-\alpha 0=\alpha 1+2\alpha_{2}+\cdots+2\alpha_{n}-\mathit{2}+\alpha n-1+\alpha_{n}=\beta_{1}\mathit{2}$

である。
$( \mathrm{I})H=\frac{H_{2}}{2}$の場合: まず、

$S^{\mathit{2}}$ $=$ $SU(2)/SO(2)$

$SO$

.

(2) $=$ $\{|a^{2}+b^{\mathit{2}}=1\mathrm{I}$

とおく。

$f$ : $S^{2}\cross S\mathit{2}\cross \mathcal{D}r-2arrow \mathcal{D}_{r}$;

$([],$$[],$ $[])\mapsto[]$

但し、

$z_{i}=a_{i}+b_{1}\sqrt{-1},$ $w_{i}=ci$ $+d_{i}\sqrt{-1}$ $(i=1,2)$ ,$=$.
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$f^{-1}(S(o(n)\cross O(n)))$ は次の集合になる。

$\{\text{原点},$ $([],$$[],$ $S(o(n-2)\cross O(n-2))\mathrm{I}\}\cdot$

$H= \frac{H_{i}}{2}$の場合

$f$ $:\mathcal{D}_{i}\cross \mathcal{D}_{\Gamma-}iarrow \mathcal{D}_{r}$ ;

$([],$$[])\mapsto[]$ .

この fは embedding である。
$( \mathrm{I}\mathrm{I})H=\frac{H_{1}}{2}$の場合:

$f$ : $S^{1}\cross \mathcal{D}_{r-1}arrow \mathcal{D}_{r}$ ;

$(\exp(\sqrt{-1}\theta),$ $[])\mapsto[]$ ,

$f^{-1}(S(o(n)\cross O(n)))=\{(\pm 1, S(O(n-1)\cross O(n-1)))\}$ .
$H= \frac{H_{n-1}}{2}$の場合:

$f$ : $S^{1}\cross A_{r-1}arrow \mathcal{D}_{r}$ ;

$(\exp(\sqrt{-1}\theta), [g])\mapsto[]$

$f^{-1}(S(o(n)\cross O(n)))$ は $m$ が $m=0,1,$ $\cdots,$ $r-1$ を動くとき

$( \exp(\frac{2\pi m\sqrt{-1}}{r}),$ $[ \exp(-\frac{2\pi m\sqrt{-1}}{r})E_{r}])$

なる元全体と –致する。
$M=\mathfrak{B}_{r}$の場合:
$(G, K)=(SO(2r), S(o(r)\mathrm{x}O(\gamma+1)))$ とおく。

$\theta:Garrow G;g\mapsto I_{r,r+1}gI_{r,r}$, $I_{r,r}=$
とおくと $\theta$は回帰的自己同型で $G_{\theta}=K$ . $\mathfrak{g}=\mathrm{f}+\mathrm{m}$ と標準分解すると

$\mathrm{m}=\{|Z\in M(r, r+1;\mathrm{R})\}$ .
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$\mathrm{m}$ の極大可換部分空間 $a$ は

$a= \{H(X1,.\cdots X)n=i=1\sum^{n}xi(Ei,n+.i^{-}.E+i,i)n.|xi\in \mathrm{R}\}$.

$F_{ab}=E_{ab}-E_{ba}$ $(1 \leq a, b\leq b)$

とおく。 $1\leq i,$ $j\leq n$ のとき、 $H=H(x_{1}, \cdots X_{n})$ に対して

$[H,$ $(F_{ij}+F_{n+i,n+j})\pm\sqrt{-1}(F_{i,n+j}+F_{j,n+i})]$ $\cdot’$

.

$=\pm\sqrt{-1}(x_{i}-x_{j})\{(F_{ij}+F_{n+i,n+j})\pm\sqrt{-1}(F_{i,n+j}+F_{j,n+i})\}$ ,
$[H,$ $(F_{ij}-Fn+i,n+j)\pm\sqrt{-1}(Fi,n+j-F_{j,n}+i)]$

$=\pm\sqrt{-1}(x_{i}+x_{j})\{(Fij-Fn+i,n+j)\pm\sqrt{-1}(F_{i,n+j}-F_{j},n+i)\}$

となる。 $1\leq i\leq n$ のとき

$[H, F_{i},2n+1\pm\sqrt{-1}F_{n+i,2+1}n]=\pm\sqrt{-1}x_{i}(Fi,2n+1\pm\sqrt{-1}F_{n+i,21}n+)$

となる。 従って

$\langle\alpha_{ij}, H\rangle=x_{i}-x_{j}$ , $\langle\beta_{i}j, H\rangle=xi+x_{j}$ , $\langle\epsilon_{i}, H\rangle=x_{i}$

とおくと

$\triangle(\mathfrak{g})=\{\alpha_{ij}|1\leq i\neq j\leq n\}\cup\{\pm\beta_{ij}|1\leq i<\dot{j}\leq n\}\cup\{\pm\epsilon_{i}|1\leq i\leq n\}$

となる。
$\Pi(\mathfrak{g})=\{\alpha_{1}=\alpha 12, \alpha \mathit{2}=\alpha 23, \cdots, \alpha-1=\alpha nn-1,n’ n\alpha=\epsilon_{n}\}$

は基本ルート系で、 この基本ルート系に関する正ルート全体は

$\triangle_{+}(\mathfrak{g})=\{\alpha_{ij}, \beta ij|1\leq i<j\leq n\}\cup\{\epsilon i|1\leq i\leq n\}$

となる。 正ルート全部を基本ルート系の線形結合で表示すると

$\{$

$\alpha_{ij}$ $=$ $\sum\alpha_{k}$ $(1 \leq. i<j\leq n)$ ,

$\beta_{ij}$ $=$ $i \leq k\sum_{i\leq k<j\prime}^{<j}\alpha k+2\sum_{nj\leq k\leq}\alpha_{k}$ $(1\leq i<j\leq n)$ ,

$\epsilon_{i}$

$=. \sum_{i\leq k\leq n}\alpha_{k}$
$(1\leq i\leq n)$

となる。 最高ルートー\alpha oは

$-\alpha_{0}=\alpha_{1}+2(\alpha 2+\alpha_{3}+\cdots+\alpha n)=\beta_{12}$

である。
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$( \mathrm{I})H=\frac{H_{2}}{2}$の場合: まず、

$S^{2}$ $=$ $SU(2)/SO(2)$

$SO(2)$ $=$ $\{|a^{2}+b^{\mathit{2}}=1\}$

とおく。

$f$ : $S^{\mathit{2}\mathit{2}}\cross s\cross \mathfrak{B}r-\mathit{2}arrow \mathcal{D}_{r}$ ;

$(.[],$$[],$ $[])\mapsto[]$

但し、

$z_{i}=ai+b1\sqrt{-1},$ $w_{i}=c_{i}+di\sqrt{-1}$
.
$(i=1,2)$ ,$=$.

$f^{-1}(s(o(n)\cross O(n+1)))$ は次の集合になる。

$\{\text{原点},$ $([],$ $[],$ $S(O(n-2)\cross O(n-2))\mathrm{I}\}$ 。

$H=- H_{\Delta}2$の場合:

$f$ $:\mathcal{D}_{i^{\cross}}\mathfrak{B}r-iarrow \mathfrak{B}_{r}$ ;

$([]^{:},[])rightarrow[]$ .

この fは embedding である。
$H= \frac{H_{n}}{2}$の場合:

$f$ : $SO(2n)/S(o(n)\cross O(n))arrow SO(27l+1)/S(O(n)\cross O(n+1))$ ;

$[g]\mapsto[]$ .

この fは embedding である。
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$(\mathrm{I}\mathrm{I})H=^{H_{\lrcorner}}- \mathit{2}$の場合:

$f$ : $S^{1}$

.
$\mathrm{x}\mathfrak{B}_{r}-1arrow \mathfrak{B}_{r}$ ;

$(\exp(\sqrt{-1}\theta),$ $[])\mapsto[.]$ ,

$f^{-1}(S(o(n)\cross O(n\neg+1)))=\{(\pm 1, S(O(n-1)\cross O(n)))\}$.
共役類について

補題 35 $g_{i}=a+ \sum_{\gamma\in\triangle_{i}}\mathfrak{m}_{\gamma}(i=1,2)$ を最大階数 Lie triple system とする。 $\mathfrak{s}_{1}k\epsilon_{2}$に対応

する全測地的部分多様体が $G$ の元で移りあうための条件は、 ある\mbox{\boldmath $\sigma$} $\in \mathrm{A}\mathrm{d}(\Delta)$ が存在して
$\sigma(\Delta_{1})=\triangle_{2}$ となることである。

証明 ある $\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{d}(\Delta)$ が存在して\mbox{\boldmath $\sigma$}(\Delta 1) $=\Delta_{2}$ と仮定する。
.

$\sigma--\mathrm{A}\mathrm{d}(k)$

.
$(k\in..K):..\cdot$

と表示する

と $\mathrm{A}\mathrm{d}(k)_{5}1=g2$となるので $k\mathrm{E}_{\mathrm{X}}\mathrm{p}\epsilon_{1}=\mathrm{E}_{\mathrm{X}}\mathrm{P}^{5}\mathit{2}$となる。 ..
逆に、 ある $g\in G$ が存在して $g\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathfrak{s}1=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathfrak{s}_{2}$と仮定する。 go, $\mathit{0}\in \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathcal{B}_{2}$ なので、 ある

$g0\in G$ が存在して
$g_{0}go=\mathit{0}$ , $g_{0}\mathrm{E}_{\mathrm{X}}\mathrm{P}^{5_{\mathit{2}}}=\mathrm{E}_{\mathrm{X}}\mathrm{p}\mathrm{B}\mathit{2}$ .

このとき、 $k_{0}=g0g\in K$とおくと $k_{0}\mathrm{E}\mathrm{x}_{\mathrm{P}^{\mathfrak{s}}}1=\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{p}B\mathit{2}$ となるので $\mathfrak{s}_{\mathit{2}}=\mathrm{A}\mathrm{d}(k_{0})_{\delta}1\cdot \mathrm{A}\mathrm{d}(k_{0})a,$ $\mathrm{a}\subset$

$g_{2}$なので、 ある kl\in Kが存在して

$\mathrm{A}\mathrm{d}(k_{1})\mathfrak{s}_{\mathit{2}}=\epsilon_{2},$

’
$\mathrm{A}$

.
$\mathrm{d}(k_{1})\mathrm{A}\mathrm{d}(k_{0})a=a$.

$k=k_{1}k_{0}\in K$とおくと $\sigma=\mathrm{A}\mathrm{d}(k)$ が求めるものである。

4 コンパクト単純 Lie 群上の不変接続
$L$ をコンパクト単純 Lie群とする。【で $L$ の Lie 環を表す。 $G$ をコンパクト Lie 群とし、

$\rho$ : $Larrow G$ を準同型とする。 $P(\rho)--(L\mathrm{x}L)\mathrm{x}_{\rho}G$ は $L$ 上の $L\mathrm{x}L$ 不変主 $G$ 束である。 逆
に $L$ 上の任意の $L\cross L$ 不変主 $G\text{束はこのようにして得られ}\dot{\text{る}_{。}}$ Wang $\text{の定理}’([16]$ または

[10] $)$ から $P(\rho)$ 上の $L\cross L$ 不変接続全体のなす空間は次の線型空間と同–視することが出
来る。

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\rho}([, 9)=$ {A $\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(1,9)|\Lambda(\mathrm{A}\mathrm{d}(\iota)X)=\mathrm{A}\mathrm{d}(\rho.(\iota))\Lambda(x)$ for $l\in L,$ $X\in 1$},

ここで $\mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}}(1, \mathfrak{g})$ は【から $\mathfrak{g}$ への線形写像全体のなすベクトル空間である。 $\mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{\rho}}(1, \emptyset)\supset \mathrm{R}\rho$

となることに注意する。 上の同–視のもとで不変接続 A $\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\rho}(\{, 9)$ の曲率形式\Omega は

$2 \Omega(X,Y)=[\Lambda(X),\Lambda(Y)]-\frac{1}{4}\rho([X, \mathrm{Y}])$ for $X,$ $Y\in$ $\{$
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で与えられる。接続が平坦であるとはその曲率形式が $0$ となる場合をいう。 $\text{特に}\pm_{\frac{1}{2}}\rho^{\text{は不}}$

変平坦接続である。 これらをそれぞれ $(\pm)$ 接続という。 Aが不変平坦接続なら一 Aも不変平
坦接続である。

Lie 準同型 p: $Larrow G$ と $g\in G$ に対して\rho ’(x) $=g\rho(x)g^{-}1(x\in L)$ も $L$ から $G$ への準同
型である。

$\mathrm{A}\mathrm{d}(g):\mathrm{H}_{0}\mathrm{m}(\rho\iota, 9)arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\text{〆}(1, \mathfrak{g})$;A $\mapsto \mathrm{A}\mathrm{d}(g)\Lambda=$

は線形同型写像で Aの曲率形式のノルムと Ad(g)Aの曲率形式のノルムとは–致する。以後、
$\rho$ と $\rho’$を同–視する。

$\rho=\rho_{1}+\rho_{2}$ : ( $arrow \mathfrak{g}$ が\rho の分解であるとは $i=1,2$ に対して\rho ’ : $\text{【}arrow \mathfrak{g}$ は準同型で
[$\rho_{1}(\text{【}),$ $p2([)]=\{0\}$ となる場合を言う。 $\rho=0+\rho=\rho+0$ を\rho の自明な分解と呼ぶ。 不変平
坦接続 Aに対して\rho 1 $= \frac{1}{\mathit{2}}\rho-\Lambda,$ $p_{2}= \frac{1}{\mathit{2}}\rho+\Lambda$ とおくと $\rho=\rho_{1}+\rho_{2}$ は\rho の分解になる ([7])。
不変平坦接続 Aに対して $s=\Lambda(\mathfrak{l})$ C\sim は Lie triple system となる。 不変平坦接続 A と一 A

は同じ Lie triple system を定める。 . $\cdot$

命題 41 $2\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(L)>\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(G)$ ならば、 不変平坦接続は $(\pm)$ 接続しかない。

不変平坦接続 Aに対して $\mathfrak{s}=\Lambda(1)\subset \mathfrak{g}l\mathrm{h}$ Lie triple system である。

命題 42 $\Lambda$ , A’を不変平坦接続とする。 A $($ [$)$ =A’(【) ならば A’ $=\pm\Lambda$ である。

次の定理中の用語:principal &dimensional subalgebra は Dynkin [4, Chap. III, \S 9, No. 29]
によって定義された。

定理 43 $G$ が単純で p $($ [$)$ cが $\mathfrak{g}^{C}$の principal &dimensional subalgebra ならば

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\rho}(1, \mathfrak{g})=\mathrm{R}\rho$ .

証明 $l^{\mathrm{C}}$の基底 $\{H, E_{+}, E-\}$ を次を満たすようにとる。

$[H, E_{\pm}]=\pm 2E_{\pm}$ , $[E_{+}, E_{-}]=H$.

$\mathfrak{g}$ の内積 $(, )$ を $\mathfrak{g}$ の Cartan 部分環 $\mathrm{t}$ 上で、最高ルートのノルムの二乗が 2となるように
選ぶ (canonical inner $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{t}$)。 $\mathfrak{g}$ の基本形を\Pi \Pi $=\{\alpha_{i}\}_{i=1}^{r}$ と書く。 A $\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\rho}(1, \mathfrak{g})$ を複素
$\text{線形に拡張して}\mathrm{A}\in\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\rho_{\rho}[], \mathfrak{g})^{C}$ とみなしておく。 このとき、

$(\rho(H), \alpha_{\dot{v}})=2(1\leq i\leq r)$ . $arrow$

したがって\rho (H) は $\mathrm{t}$ の正則元なので A(H) $\in \mathrm{t}$ . $[p(H), \Lambda(E_{\pm})]=\pm 2\Lambda(E_{\pm})$ より、

$\Lambda(.\cdot E_{+})=\sum_{=i1}xiE_{\alpha:}r$ , $\Lambda(E_{-})=\sum_{=i1}y_{i}r.E-\alpha_{i}$ .

$(\alpha_{i}, [E_{\alpha_{i}}, E_{-\alpha_{i}}])=(\alpha_{i}, \alpha_{i})(E_{\alpha}i’ E-\alpha:)=((E_{\alpha_{i}}, E_{-})\alpha:\alpha i,$ $\alpha i)$ より

$[E_{\alpha_{i}}, E_{-}]\alpha_{i}(=E_{\alpha}E:’-\alpha_{i})\alpha_{i}$.
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$p(E_{+})=\Sigma irE_{O_{i}},$$\rho(=1p_{i}E_{-})=\Sigma^{r}i=1qiE_{-}a_{i}$ と表現するとき、

ず

$\rho(H)=[p(E_{+}), p(E-)]--\sum_{=i1}piq_{i}(E\alpha i’ E-\alpha i)\alpha i$ .

$[\rho(E_{+}), \Lambda(H)]=-2\Lambda(E_{+})$ より、

$- \sum_{i=1}^{f}p_{i}(a_{i}, \Lambda(H))E_{\alpha_{i}}=\sum_{i=1}^{r}pi[E_{\alpha_{i}}, \Lambda(H)]=-2\sum_{i=1}^{r}X_{i\alpha_{i}}E$

となるので

$x_{i}= \frac{1}{2}p_{i}(\alpha i,\Lambda(H))$ , $\Lambda(E_{+})=\frac{1}{2}\sum_{i=1}p_{i}r(\alpha_{i}, \Lambda(H))E_{\alpha_{i}}$ .

レ (E-), $\Lambda(H)]=2\Lambda(E_{-})$ より、

$\sum_{i=1}^{r}qi(\alpha i,\Lambda(H))E-\alpha_{i}\sum_{=1}=qi[E_{-}\mathrm{Q}i’(\Lambda H)]=2ir\sum i=1ryiE-\alpha_{i}$

となるので

$y_{i}= \frac{1}{2}q_{i}(_{\mathit{0}_{i},\Lambda}(H))$ , $\Lambda(E_{-})=\frac{1}{2}\sum^{r}i=1qi(\alpha i, \Lambda(H))E_{-O_{i}}$ .

$\Lambda(H)=[\rho(E+), \Lambda(E_{-})]$ より、

$\Lambda(H)=\frac{1}{2}-\sum_{i=1}p_{iq}ri(\alpha_{i}, \Lambda(H))[E_{\alpha_{i}-}, EO_{*}.]=\frac{1}{2}\sum_{i=1}rpiqi(\alpha_{i},\Lambda(H))(E_{\alpha-\alpha}i’ E):\alpha_{i}$

(この関係式は $[\rho(E$-), $\Lambda(E_{+})]=-\Lambda(H)$ からも得られる。 )

$0=$ $[\rho(E_{+}), \Lambda(E_{+})]$

$=$ $\frac{1}{2}\sum_{i,j}pipj(\alpha_{j}, \Lambda(H))[E_{\alpha_{i\alpha_{\mathrm{j}}}}, E]$

$=$ $\frac{1}{2}\sum_{i<j}pipj(\alpha_{j}, \Lambda(H))[Eai’\alpha_{j}E]+\frac{1}{2}\sum i>jpipj(\alpha_{j},\Lambda(H))[E\alpha_{i}’ F\mathrm{Y}j]$

$=$ $\frac{1}{2}\sum_{i<j}pipj\{(\alpha_{j}, \Lambda(H))-(\alpha_{i}, \Lambda(H))\}[E_{\alpha}i’ Ea_{j}]$.

より、

$\alpha_{i}+.\alpha_{j}\in\Sigma\Rightarrow$ ( $\alpha_{i}$ , A $(H)$ ) $=.$( $\alpha_{j}$ , A $(H).$).

このことと $G$ の単純性より、

$(\alpha_{i}, \Lambda(H))=$ const $=c$.

したがって、

$\mathrm{A}(H)=\frac{c}{2}\sum_{i=1}^{r}p_{iq_{i}(}E\alpha_{i}’ E-\alpha_{i})\alpha_{i}=\frac{c}{2}\rho(H)$

となるので A $= \frac{c}{2}\rho$ .
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5 コンパクト Lie 群
$G$ をコンパクト連結 Lie群とし、 その Lie環を $\mathfrak{g}$ とする。 $G$ に両側不変 Riemann 計量を

入れておく。
$\tilde{G}=G\cross G$ , $\tilde{\mathfrak{g}}=_{9+\mathfrak{g}}$

とおくと $\tilde{G}$の Lie 環は\theta である。

$G^{*}=\{(g,\mathit{9})\in\tilde{G}\},\tilde{\mathrm{e}}=\{(X, X)|X\in \mathfrak{g}\},\tilde{\mathrm{m}}=\{(x, -X)|X\in 9\}$

とおくと $G^{*}$の Lie $\text{環は}\tilde{t}\text{で_{、}}$ $\mathrm{i}=^{\tilde{\mathrm{g}}+\mathrm{m}(}\text{直和}$ ) となる。

$\tilde{G}/G^{*}arrow G;(a, b)G^{*}\mapsto ab^{-1}$

$l\mathrm{h}\tilde{G}/G^{*}$ と $G$ との間の等長同融融像となる O $\mathfrak{g}$ 内の Lie $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{p}_{1}$le.system全体と $\tilde{\mathrm{m}}$内の Lie triple
sysytem全体とは写像

$|$ .

$5\mapsto\tilde{\mathfrak{s}}=\{(X, -x)|X\in \mathfrak{s}\}$

によって 1対 1に対応する。 $\mathfrak{g}$ 内の Lie triple sysytem 全体に自然に AdG $(G)$ が働き、 $\tilde{\mathrm{m}}$内
$\alpha$

の Lie triple sysytem 全体に自然に AdG-(G*) が働く。 このとき、

$(\mathrm{A}\mathrm{d}_{G}(g)_{\mathcal{B})=\mathrm{A}\mathrm{d}_{\tilde{c}}}\sim(_{\mathit{9},g})\tilde{z}$

となる。 したがって、 $\mathfrak{g}$ 内の Lie triple sysytem の共役類の全体と愈内の Lie triple sysytem
の共役類の全体も 1対 1に対応する。 $\mathfrak{g}$ 内の Lie triple sysytem 5に対して

$-$.

$\mathfrak{g}(_{\mathrm{B}})=\epsilon+[g,\mathfrak{s}]$

とおく。 $\mathrm{B}$ が Lie triple sysytem だから $\mathfrak{g}(5)$ は $\mathfrak{g}$ の部分環である。 さらに、 $5\cap[5,5]$ は $\mathfrak{g}(g)$

のイデアルとなる。 $\mathfrak{g}$ が単純のとき、 $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}(\mathcal{B})$ となるための必要十分条件は 5が Cartan埋
め込みに対応する Lie triple sysytem となることである。 $\mathfrak{s}$ が既約のときは、 5が部分環な
らば、 $g$ は II型である (逆は成立しない)。

恒科 $=\tilde{s}+[\tilde{5},\tilde{5}]$

とおく。 $\mathfrak{g}(\mathfrak{s})$ の性質を調べることにより次が得られる。

命題 51 $\mathfrak{g}$ をコンパクト単純 Lie環とする。 $s\subset \mathfrak{g}$ を $\mathfrak{g}$ と異なる Lie triple system とする。
5が極大 Lie triple system となるための必要十分条件は

(1) 5は (既約)I 型で Cartan 埋め込みに対応する Lie triple system となるか、

(2) $\mathfrak{s}$ は極大部分環となることである。

定理 52 コンパクト単純 Lie 群内の全測地的部分多様体 Mが極大となるための必要十分
条件は Mが Cartan 埋め込みであるかまたは極大 Lie 部分群となることである。
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系 53 コンパクト単純 Lie群内の極大最大階数全測地的部分多様体は、正規実形に対応す
るコンパクト対称空間の Cartan 埋め込みかまたは、極大最大階数 Lie部分群である。

定理 54 コンパクト単純 Lie群 $G$ 内の全測地的部分多様体は、既約 I型のときは Caran埋
め込みと準同型の合成で表すことができる。既約 II 型のときは $L$ を $G$ 内の全測地的部分

多様体でコンパクト単純 Lie群とし、対応する Lie triple system を 5とすると、 $L$ から $G$

へのある準同型写像 p と $P(\rho)$ 上の不変平坦接続 Aが存在して、 $s=\Lambda(()$ となる。
.

証明 $L$ を $G$ 内の II 型の全測地的部分多様体とし、対応する Lie triple system を 5と表

す。 あるコンパクト単純リー環【が存在して

$f$ : $\text{【}\oplus[\cong\tilde{g}\oplus[\tilde{\mathfrak{s}},\tilde{\mathfrak{s}}]$ (orthogonal symmetric Lie algebra の同型)

となる。 この条件を更に詳しく書き直す。 ある準同型写像\rho : $\text{【}arrow[\ovalbox{\tt\small REJECT},5]\subset \mathfrak{g}$ が存在して

$f(X, x)=(\rho(X), \rho(X))$ (X\in【).

ある線形同型写像 A: 【 \rightarrow S が存在して

$f(X, -X)=(2\Lambda(X), -2\Lambda(x))$ $(X\in$ $()$ .

条件
$f([(X, X), (\mathrm{Y}, -Y)])=[f(X, X), f(Y, -Y)]$ (X, $Y\in 1$)

より、
$[p(X), \Lambda(Y)]=\Lambda([X,\mathrm{Y}])$ $(X, Y\in\text{【})$ ,

即ち A $\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\rho}(\mathrm{t}, \mathfrak{g})$ が得られる。条件

$f([(X, -X), (Y, -Y)])=[f(X, -x), f(Y, -Y)]$ (X, $Y\in 1$)

より

$p([X, Y])=4[\Lambda(X), \Lambda(Y)]$ $(X, Y\in()$

となるので Aは平坦である。 $\mathfrak{s}=\Lambda(\mathfrak{l})$ となっているのでこの対応は前節で述べた対応の逆
対応である。

命題 55fがコンパクト単純 Lie 群 $L$ から $G$ への全測地的挿入で $2\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(L)>\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(G)$ か

つ $f(e_{L})=e_{G}$ならば $f(L)$ は $G$ の Lie 部分群である。

命題 5.6単連結コンパクト単純 Lie 群 $L$ からコンパクト単純 Lie 群 $G$ への全測地的挿入
$f$ で $f(e_{L})=e_{G}$ となるものに対して、 ある二つの Lie 準向型写像 pl, $p_{2}$ : $Larrow G$ が存在し

て\rho 1 $(l_{1})$ と $\rho_{2}(l_{2})(\iota_{1}, \iota_{2}\in L)$ は可換かつ

$f(x)=\rho_{1}(x)\rho_{\mathit{2}}(x)^{-}1$ $(x\in L)$

となる。
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