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1 序と主要な結果

非線型 Schr\"odinger方程式の初期値問題 :

(1.1) $\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=i\triangle u+F(u,\overline{u}, \nabla_{x}u, \nabla_{x}\overline{u})$, $(\dot{t}, x)\in(\mathrm{O}, T)\cross \mathrm{R}^{n}$ ,

$u(\mathrm{O}, x)=u_{0}(x)$ , $x\in \mathrm{R}^{n}$

(ただし, $F(u,$ $\overline{u},.\nabla_{xx}u,$$\nabla\overline{u})$ は定数項と 1次の項を含まない多項式) につ

いてはかなり多くの研究が行われている.
この形の方程式の解の存在を示す–つの方法は, 線型 Schr\"odinger方

程式の解の最大関数の評価と smoothing effect を基礎とする方法であるが,

Besov空間を使うと, この二つの評価において, 殆ど限界に近くまでの精
密な結果が得られる. それにより, 非線型方程式についてもよい結果を
得ることができることを報告する.
我々の結果は

定理 $0<T<\infty$ , とし, $I=.$( $..\cdot 0,$ T)- とおく. このとき, 正数\mbox{\boldmath $\delta$} $=\delta(T.)$ を

十分小にとると, 任意の

$(1_{:}2)u_{0}\in B_{2^{/}1}^{5},(\mathrm{R}2)\cap B^{3/}1,1(2\mathrm{R})$ , かつ $\max\{||u_{0}||_{B_{2}(\mathrm{R})}5,/12, ||u_{0}||_{B^{3}(1,,\mathrm{R}}/2\}1)\leq\delta$,

に対して, 積分方程式

(1.3) $u=e^{it\partial_{x}^{2}}u_{0}(X)+ \int^{t}\mathrm{o}(exF(u(x, S),$$\partial xu(x, s),\overline{u}(X, S),$ $\partial_{x}\overline{u}x,$$Si(t-S)\partial^{2}))d_{S}$ ,

の解 u(x, t) で, 条件 :

(1.4) $u\in B_{\infty,1}^{3}(\mathrm{R};L2(I))\cap B_{11)}^{1}(\mathrm{R};L(\infty I))\cap B_{2}^{3/2},1(\mathrm{R};L(\infty I))$

がただひとつ存在する. ただし, $B_{p,q}^{s}$ は Besov空間, $\partial_{x}=\partial/\partial x$ である.
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さらに, $u$ が (1.3) と (1.4) を満たすならば,

(1.5) $u$ $\in$ $C([0, T];B^{2}2,1(\dot{\mathrm{R}}))\cap C^{1}((0, T);B0(2,1\mathrm{R}))$ ,
$du$

(16) – $=$ $i\partial_{x}^{2}u(x, t)+F(u, \partial_{x}u,\overline{u}, \partial_{x}\overline{u})$,
$\overline{dt}$

が成立する. ただし, $i\partial_{x}^{2}$ は $B_{2,1}^{0}(\mathrm{R})$ における Schr\"odinger 群 $\{\exp(it\partial_{x}^{2})\}$

の生成作用素である. この結果と従来の結果を比較して見よう.

$\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}-\mathrm{O}\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{W}\mathrm{a}[7]$ の結果.

(1.7) $u_{0}\in H^{3}(\mathrm{R}),$ $\sqrt{1+x^{2}}u_{0}\in H^{2}(\mathrm{R})$

ならば, 初期値が $u_{0}$ となる (1.6) の解 $u(\cdot)$ で $(0, T)$ で定義され, 条件 :

(1.8) $u\in C_{w}(0, T;H^{3}(\mathrm{R}))$ , and $\sqrt{1+x^{2}}u\in C([0, T];H^{2}(\mathrm{R}))$

を満たすものがただ–つ存在する. ここで,

$H^{s}(\mathrm{R})=\{f\in L_{2};(1+|\xi|^{2})^{S}/2\hat{f}(\xi)\in L_{2}\}$ (Sobolev空間)

である. Hayashi-Ozawa は初期値が小であることを仮定しないで結果を
得ている.

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{g}- \mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}- \mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}[11]$ の結果:

(1.9) $u_{0}\in H^{11/2}(\mathrm{R}),$ $\sqrt{1+x^{2}}u_{0}\in H^{3}(\mathrm{R})$

でそのノルムが十分小ならば, 初期値が u。となる (1.6) の解 $u(\cdot)$ で区間

$(0, T)$ で定義されていて,
’

$\text{条件}$
:

(1.10)
$u\in C([0, T];H^{11}/2(\mathrm{R}))$ ,

$\sqrt{1+x^{2}}u\in C([0, T])H^{\mathrm{s}}(\mathrm{R}))$ ,
$u\in W_{\infty}^{6}(\mathrm{R};L2([\mathrm{o}, T]))$

を満たすものがただ–つ存在する.

任意の正数\epsilon について,

$H^{s+\epsilon}\subset B_{2,1}^{s}\subset H^{s}$ , $\{f;\sqrt{1+x^{2}}f\in H^{S+}\epsilon(\mathrm{R})\subset B_{1,1}^{s}$

であるから, 我々は初期値の正則性 (微分可能性) の条件をかなり改良し
ている.「初期値が小」 と条件をとるのが今後の課題である.
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2 Besov 空間における積
念のため, Besov空間の定義を述べる :

(2.1) $\varphi_{0}$
$\in$ $C^{\infty}(\mathrm{R}^{n})$ , $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\varphi_{0}\subset\{\xi$

.
$\in \mathrm{R}^{n};|\xi|<1$ ,

1(2.2) $\varphi$
$\in$ $C^{\infty}(\mathrm{R}^{n}),$

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\varphi\subset\{\xi\in \mathrm{R}^{n};_{\overline{4}}<|\xi|<1$ ,

(2.3) $C_{1}$ $. \leq.\sum_{j=0}^{\infty}\varphi j(\xi)\leq$

.
$C_{2}$ , $...\varphi_{j}(\xi.)|:=\varphi(2^{-j}\xi)(j\geq 1)$

ただし, $C_{1}$ と $C_{2}$ は正定数である, にとり, $u\in B_{p,q}^{S}(\mathrm{R}^{n};X)$ を

(2.4) $\{$

$u\in d(\mathrm{R}^{n};x)$ ,
$u*\check{\varphi}_{j}\in L_{p}(\mathrm{R}^{n};x)$ , $j=0,1,2,$ $\cdots$ ,
$\{2^{js}||u*\check{\varphi}j||_{L}p\}_{j}\geq 0\in p_{q}$

と定義する. ただし,

(2.5) $\check{\varphi}(x)=\mathcal{F}-1\varphi(x):=(2\pi)-n/2\int e^{ix\xi}\varphi(\xi)d\xi$ ,

$u*v(x):= \int u(x-y)v(y)dy$ である. ノ)レムを

(2.6) $||u||_{B^{S}}(\mathrm{R}^{n};\mathrm{x})p,q:=||\{2^{j}S||u*\check{\varphi}_{j}||_{L_{\mathrm{p}}}\}_{j\geq 0}||_{\ell_{q}}$

で定義する. Besov 空間は Sobolev 空間の実補間空間として定義するこ
ともできる. また, 差分によって, 定義することもできる.

Besov空間において, 積の評価について, 次の結果を用いる :
定理 2

。 1. $1\leq P\leq\infty,$ $1\leq q\leq\infty,$ $\theta>0$ とし, $X,$ $X_{1}$ と $X_{2}$ を Banach
空間であって, 積: $X_{1}\cross X_{2}\vdasharrow X;(u, v)\mapsto u\cdot v$ で条件 : $|$

(2.7) $||u\cdot v||_{X}\leq c||u||_{\mathrm{x}}1^{\cdot}||v||_{X}2$

を満たすものが定義されていると仮定する. さらに,

(2.8) $p\leq p_{1},$ $p_{2},$ $r_{1},$ $r_{2} \leq\infty,\frac{1}{p}=\frac{1}{p_{1}}+\frac{1}{p_{2}}=\frac{1}{r_{1}}+\frac{1}{r_{2}}$ .

を仮定する. このとき,

(29) $||f.g||_{B}\theta(\mathrm{R}np,q;X)$

$\leq C\{||f||_{B_{p}}\theta 1,q(\mathrm{R}^{n};X1). ||g||L_{p}(2\mathrm{R}^{n};X_{2})+||f||_{L_{r}(}\mathrm{R}^{n};X_{1})1^{\cdot}||g||_{B_{r}}2^{q}\theta,(\mathrm{R}nx;2)\}$ ,
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が成立する.

これを示すのには, $\text{差分}\Delta$, に関する等式 :

$\triangle_{y}\{f(X)_{\mathit{9}}(X)\}=f(x+y)\triangle gy(_{X)}+\triangle_{y}f(X)g(x)$ ,

$\triangle_{y}^{3}\{f(x)g(X)\}=\{\triangle_{y}^{2}f(_{X+}y)+2\triangle_{y}2f(X)\}g(X+3y)$

$-3\triangle_{v^{f(}}^{22}X)g(x+2y)+f(x)\{\triangle gy(x)$

$+2\triangle^{2}gy(_{X+}y)\}-3f(x+2y)\triangle 2yg(_{X}+y)$ ,

$\triangle_{y}^{5}\{f(X)g(x)\}=\{\triangle_{y}^{\mathrm{s}_{f(_{X}2)}}+y+3\triangle_{y}3f(X+y)+6\triangle_{y}3f(x)\}g(X+5y)$

$-5\{\triangle_{y}^{3}f(x+y)+3\triangle_{y}3f(X)\}g(X+4y)$

$+10\triangle_{y.yy}^{\mathrm{s}_{f(}}X)g(x+3y)+f(x)\{\triangle^{3}g(x)+3\triangle^{3}g(_{X+y)}$

’

$+6\triangle^{3}gy(X+2y)\}-5f(x+y).\{\triangle^{\mathrm{s}}y.g(x)$

$+3^{\cdot}\triangle_{y}^{\mathrm{s}_{g}}(x+2y)\}+10f(x+2y)\triangle 3yg(x+2y)$

などおよび H\"olderの不等式, それに Besov空間の特徴付けの定理

定理 2. 2. $s$ を正数, $k>s$ を正整数, $1\leq p\leq\infty,$ $1\leq q\leq q\leq\infty$ とす
る. このとき, $f\in B_{p,q}^{S}(\mathrm{R}^{n};X)$ となるための必要十分条件は

(2.10) $f\in L_{p}(\mathrm{R}^{n};X),$ $|||y|^{-s}\triangle^{k}f(yX)||L_{p}(\mathrm{R}^{n};^{\mathrm{x})}\in L_{q}(\mathrm{R}_{y}^{n}, |y|^{-n_{dy}})$

である.

を用いる.

3 Schr\"odinger方程式の最大関数

(3.1) $S:f arrow u(t, x):=\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\int e^{i(y)}f(yx-\xi+ih(t,\xi))dyd\xi$

と定義する. 特に, $h(t, \xi)=t|\xi|^{2}$ のとき, (3.1) の $u$ は Schr\"odinger方

程式

(3.2) $-^{\mathrm{w}}=-i\triangle u$ , $u(0,x)=f(X)$
$dt$

の解である.

定理 3. 1. $\sigma$ を正数, $1\leq q\leq\infty,$ $I=(\mathrm{O}, 1)$ とする. $h(t, \xi)$ が無限回微

分可能で, .条件

(3.3) $| \frac{\partial^{k^{\wedge}}h(t,\xi)}{\partial t^{k}}|\leq c_{k}(1+|\xi|k\gamma),$ $k=0,1,$ $\cdots$ ,
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ただし, $c_{k}$ は $t$ と $\xi$ に依存しない定数, を満たすとき,\acute (3.1) で定義した
作用素 $S$ は関数空間 $B_{2,q}^{\gamma\sigma}(\mathrm{R}^{n})$ から関数空間 $B_{2,q}^{\sigma}(I;L_{2}(\mathrm{R}^{n}))$ への線型有界
作用素である. $r$ .

この定理は, $\sigma$ が正整数で $q=2$ の場合を Parseval の等式と,

$B_{2,2}^{S}(\mathrm{R}^{n})=H^{s}(\mathrm{R}n):=\{f\in s’;\hat{f}(1+|\xi|2)^{s}/2\in L_{2}(\mathrm{R}n)\}$

により示し, 一般の場合を線型作用素の補間定理を使って証明する.
Besov空間の定義と Minkowski の不等式より分かる包含関係 :

補題 3. 1. $1\leq p\leq\infty,$ $\sigma\in \mathrm{R}$ について,

(3.4) $B_{p,1}^{\sigma}(I;L_{p}(\mathrm{R}^{n}))\subset L_{p}(\mathrm{R}n;B_{p}^{\sigma},(1I))$

と埋蔵定理 $B_{2,1}^{1/2}(I)\subset L_{\infty}(I)$ により,

(3.5) $B_{2,1}/2(1I;L2(\mathrm{R}n))\subset L_{2}(\mathrm{R}^{n};B_{2,1}^{1}/2(I))\subset L_{2}(\mathrm{R}^{n};L_{\infty}(I))$

を得るから, 定理 3. 1より,

定理 3. 2. 定理 3. 1の条件の下で, $S$ は $B_{2,1}^{1/2}(\mathrm{R}n)$ から $L_{2}(\mathrm{R}^{n});L_{\infty}(I))$

への線型有界作用素である. すなわち,

(3.6) $|| \{\sup_{t\in I}|\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\int e^{i()\xi i}f(y)dydx-y+h(t,\xi)\xi|\}||_{L_{2(}}\mathrm{R}^{n})\leq C||f||_{B^{1}(2,,\mathrm{R}^{n}}/12)$

が成立する.

これは Carbery [3] と Cowling [5] にある結果の若干の–般化である.
1次元で $h(t, \xi)=|\xi|^{a}$ の場合についてはさらに詳しい結果が毎られる :
定理 3. 3 . $a>1$ のとき

(3.7) $|| \{\sup_{It\in}|\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\int e^{i()\xi}x-y+i|\xi|af(y)dyd\xi|\}||L_{2(}\mathrm{R}^{n})\leq C||f||_{B(2,,\mathrm{R}n}an_{1}/4)$

が成立する.

この定理は $\mathrm{S}\mathrm{j}_{\ddot{\mathrm{O}}1}\mathrm{i}\mathrm{n}[19]$ の結果の Besov空間による精密化である. すなわち,
$\mathrm{S}\mathrm{j}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}[19]$ によると, $a>1,$ $s>an/4$ のとき, . $\cdot$

(3.8) $|| \{\sup_{t\in I}|\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\int e^{i(y)\xi}-+i|\xi|a|xf(y)dyd\xi\}||L_{2}(\mathrm{R}^{n})\leq C||f||_{H^{S}(\mathrm{R}n})$

が成立する.

$s>an/4$ のとき, $H^{s}\subset B_{2,1}^{an/4}$であるから, (3.7) より (3.8) が直接示せる.
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なお, $\mathrm{S}\mathrm{j}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}[19]$ は $n=1$ のとき, $s<1/4$ については (3.8) は成立しない
ことを示している. $s=1/4$ について (3.8) は成立しないと思われる (まだ

証明できていないが). $n=2$ については, $h(t, \xi)=|\xi|^{2}$ の場合に (3.6) よ
りよい結果が $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{y}\mathrm{u}\mathrm{a}- \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{a}-\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}[13]$ により報告されている.

$L_{p}$ 評価については

定理 3.4 . $a>1,$ $I=(\mathrm{O}, 1),$ $0\leq p\leq\infty$ のとき,

(3.9) $\sigma$ $:= \min\{\frac{1}{2}+(n-1)|\frac{1}{2}-\frac{1}{p}|,$ $\frac{n}{4}+\frac{n}{2}|\frac{1}{2}-.\frac{1}{p}|\}$ ,

とおくと,

(3.10) $|| \{\sup_{It\in}|\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\int e^{i()\xi i|}f(y)dyd\xi|\}x-y+\xi|^{a}||L_{\mathrm{p}}(\mathrm{R}n)\leq C||f||_{B^{a\sigma}}\mathrm{p},1(\mathrm{R}^{n})$ ’

が成立する.

これを証明するには, $p=1$ の場合と $p=\infty$ の場合を示し, $p=2$ の場

合の結果 (定理 3. 3) と合わせ線型作用素の補間定理を使えばよい. 最
大関数は線型作用素ではないが, (3.9) を最大関数の $L_{p}$ 評価とは考えな
いで, 線型作用素

(3.11) $f arrow\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\int e^{i(x-y)}f\xi+i|\xi|ad(y)yd\xi$

が $B_{p}^{a\sigma_{1}},(\mathrm{R}^{n})$ から $L_{p}(\mathrm{R}^{n};L_{\infty}(I)))$ への作用素としての有界性を示す不等式
と見ることにより線型作用素の補間定理が使えるのである. Littlewood-
Paley理論を, 最大関数と見ないで, L2値の $L_{p}\text{関数^{と}見ると}$ , 線型作用

素の補間定理を使って, 見通しよく証明できるのと同様である. 定理 3.
5と Besov空間の定義を使い次の定理が分かる :
定理 3. 5. $a>1,0<\tau<\infty,$ $I=(0, T))1\leq p\leq\infty,$ $1\leq q\leq\infty$ , そ

して $\theta$ を実数とすると,

(3.12) $|| \frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\int e^{i}-y\xi+it|\xi|^{a}f(x)(y)d\xi dy||B_{p}^{\theta},(q\mathrm{R}n;L\infty(I))\leq C||f||_{B^{\theta}}p,+_{q}a\sigma(\mathrm{R})$ .

ただし, \mbox{\boldmath $\sigma$}は (3.9) で定義した正数である.

また, 容易に, 定理 3. 6. $a,$ $I,$ $p,$ $q,$ $\sigma$ を定理 3. 5と同じとし, $\theta$ を実

数とする. このとき,

(3.13) $|| \int_{0}^{t}ds^{\frac{1}{(2\pi)^{n}}}\int\int e^{i(x-}-\xi|^{a}fy)\xi+i(tS)|(y, S)d\xi dy||B^{\theta}(\mathrm{R}np,q;L_{\infty}(I))$

$\leq C||f(_{X,S})||B^{\theta}p,+_{q}a\sigma(\mathrm{R}n;L_{p}(I))$ .
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4 smoothing effect
加藤敏夫先生 [8] による $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式の smoothing effect についての結

果以来, かなり多くの研究があるが, ここでは以下の我々の結果に関係
する不等式を示す. $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{g}-\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}-\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}[9]$ は,

(4.1) $\sup_{x}||\partial_{x}1/2it\partial^{2}xef||_{L_{2}(\mathrm{R}_{t}})\leq C||f||_{L_{2}(\mathrm{R})}$ ,

を示している. Kenig-Ponce-Vegaはさらに, [11] において,

(4.2) $\sup_{x}||\int_{0}^{S}\partial_{x}e^{i}-SF(t)\partial 2(x. , S)dS||_{L_{2(}}\mathrm{R}_{t}\rangle\leq C||F||L_{1(}\mathrm{R}x;L2(\mathrm{R}t))$

’

を示して, 1次元の非線型 Schr\"odinger方程式の small data に対する初
期値問題の時間的局所解の存在に応用した. これらの結果を Besov版を
つくると,

定理 4. 1. $\sigma$を実数, $0<T<\infty,$ $1\leq q\leq\infty$ , とすると,

(4.3) $||e^{it\partial_{x}}f2||B^{\sigma}(\infty,q+1/2\mathrm{R}x;L2([0,T]))\leq C||f||_{B}2\sigma,q(\mathrm{R})$ .

定理 4. 2. $\sigma$ を実数, $0<T<\infty,$ $1\leq q\leq\infty$ , とすると,

(4.4) $|| \int_{0}^{t}e^{i}xF(t-s)\partial 2(\cdot, s)ds||_{B_{\infty}^{\sigma+}},q1(\mathrm{R}x;L2([0,T]))\leq C||F||_{B}\sigma(\mathrm{R}x);L_{2([T}0,]1,q))$ .

になる. Besov空間は Sobolev空間の実補間空間であるから, これらの
結果は, と $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{g}^{\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{c}}- \mathrm{e}$ -Vegaの結果より, 補間により得られる. しかし,

Kenig-.Ponce-Vega による不等式 (4.2) の証明は偏微分方程式

(4.5) $\partial_{t}u=i\partial_{x}^{2}u$

.
$(x.t)+\epsilon u+F(x, t),$ $(x, t)\in \mathrm{R}\cross \mathrm{R}$

の初期条件 : $u(x, 0)=0$ の下での解の $\epsilon$ に関して–様な評価を使い, ど

うもわかりにくいので, 我々は直接の証明を与えた.
なお, homogeneous Besov $\text{空間}\dot{B}\infty,q\sigma$ を使えば $T=\infty$ についても定

理と同じ形の不等式が得られる.

5 局所解の存在

局所解の存在の証明の要点を述べよう. 簡単のため, 方程式は

$\partial u$

(5.1) $–=i\partial_{x}u+(\partial_{x}u)^{2},$ $u(x, 0)=u0(x)$ ,
$\partial t$
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とする. これを積分方程式

(52) $u=e^{it\partial_{x}^{2}}u_{0}(X)+Q(u, u)(X, t)$

に変換する. ただし, $Q(f, g)$ は

$\downarrow(5.3)$ $Q(f, g)(X,t):= \int_{0}^{t}e^{i(}-S)\partial^{2}\{t\partial xfx(X, s)\cdot\partial x\mathit{9}(X, S)\}ds$.

と定義する. これを空間

(54) $Z:=B_{\infty,1}^{3}(\mathrm{R};L_{2}(I))\cap B_{1,1}^{1}(\mathrm{R};L_{\infty}(I))\cap B_{2}^{3/2},1(\mathrm{R};L(\infty)I)$

で解こう. この空間のノルムを

(5.5) $||u||_{Z}:= \max\{||u||_{B_{\infty,1}^{3}}(\mathrm{R};L_{2(}I))’||u||B_{1}1,1(\mathrm{R};L_{\infty}(I))’||u||B_{2,1}^{\mathrm{s}/2}(\mathrm{R};L\infty(I))\}$ .

で定義する. また, 初期値の空間のノルムを

(5.6) $||u_{0}(X)||_{B_{2,1}}5/2( \mathrm{R})\mathrm{n}B_{1,1}(\mathrm{R}3/2):=\max\{||u_{0}(X)||_{B^{5/}2},21(\mathrm{R})’||u_{0}(X)||B^{3/}(1,12\mathrm{R})\}$ .

と定める. $u_{0}\in B_{2,1}^{5/}2(\mathrm{R})\cap B_{1,1}^{\mathrm{s}/}2(\mathrm{R})$ にとると, 定理 3. 5と定理 4. 1に

より,

(5.7) $||e^{it\partial_{x}}u_{0}|2|_{z}\leq c_{0}||u_{0}||_{B_{2,1}}5/2(\mathrm{R})\mathrm{n}B^{3/2}(1,1\mathrm{R})$ .

をうる. 写像 $\Phi(u)$ を

(58) $u=e^{it\partial_{x}^{2}}u_{0}(X)+Q(u, u)(X, t)$

と定義し, この写像が不動点をもつことをしめせば (5.2) の解の存在が分
かる. 定理 2. 1と定理 3. 6と定理 4. 2を組み合わせると,

定理 5. 1. $0<T<\infty,$ $I=(\mathrm{O}, T)$ とし, $Q$ を (5.3) で定義するとき,

(59) $||Q(f)g)||_{B_{\infty}^{3}(},1\mathrm{R};L_{2}(I))\leq C\{||f||_{B_{\infty^{3},1}}(\mathrm{R};L_{2}(I))$ $||g||W_{1}1(\mathrm{R};L\infty(I))$

$+||f||_{W_{1}^{1}(}\mathrm{R};L\infty(I))$ $||g||_{B_{\infty,1}^{3}}(\mathrm{R};L_{2(}I))\}$ ,

(510) $||Q(f, g)||_{B_{1,1(\mathrm{R};}^{1}}L\infty(I))\leq C\{||f||_{B_{\infty^{3},1}}(\mathrm{R};L_{2(}I))$ $||g||W_{1}1(\mathrm{R};L\infty(I))$

$+||f||_{W_{1}^{1}(}\mathrm{R};L_{\infty}(I))$ $||g||_{B_{\infty,1}^{3}}(\mathrm{R};L_{2(I))}\}$ ,

(5.11) $||Q(f, g)||B,(231/2\mathrm{R};L\infty(I))\leq C\{||f||_{B_{\infty^{3},1}}(\mathrm{R};L_{2(}I))$
. $||g||W_{2}1(\mathrm{R};L_{\infty}(I))$
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が成立する.

$+||f||_{W^{1}((I)}\mathrm{R};L_{\infty})$ .$|2|g||_{B^{3}}.,2$ }$\infty,1(\mathrm{R}_{L(I}))$ ’

を証明できる. この定理と (5.7) により,

$||\Phi(u)||z\leq c_{0}||u_{0}||_{B_{2,1}^{5}}/2\mathrm{R}\cap 3/2\mathrm{R}()1,1+C()B1||u||^{2}Z$ ’

$||\Phi(u)-\Phi(v)||_{z}$ $\leq$ $||Q(u,u-v)||Z+||Q(u.-v,v)||_{z}$

$\leq$ $C_{1}\{||u||z+||v||_{Z}\}||u-v||_{Z}$ ,

が分かる. よって, 初期値が十分小ならば $\Phi$ が縮小写像であることがわ
かり, したがて, 不動点が存在する.
積分方程式 (5.1) の解の微分可能性を示すには,

補題 5. 1. ( $\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{z}\mathrm{y}[151$ p.107 Theorem 2.4.). $\{T(t)\}_{t}\geq 0$ を Banach空間 $X$に

おける線型作用素の $C_{0}$-半群とし, $A$ をその生成作用素とする. $0<T<\infty$

とし, $f(i)\in C((\mathrm{O}, \tau);D(A))\cap L_{1}([0, T];^{x})$ と仮定する. このとき,

(5.12) $g(t):= \int_{0}^{t}T(t-s)f(s)d_{S}\in C^{1}((\mathrm{o}, T);^{x)}\cap C((\mathrm{O}, \tau);D(A))$ ,

(5.13) $\frac{dg}{dt}$ $=$ $f(t)+Ag(t)$ for $t\in(\mathrm{O}, T)$ ,

である.

を使えばよい.
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