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Abstract : The notion of universal $\mathrm{R}$-matrix is defined by Drinfel’d at the same time
of defining quantum groups. In this note we determine the universal $\mathrm{R}$-matrices of the
group $D_{m,n}$ generated by $s$ and $t$ with relations $s^{m}=1,$ $t^{2}=s^{n}$ and $tst^{-1}=s^{-1}$ .
Here $m\geq 3$ and $n\geq 1$ are integers. The group $D_{m,n}$ is the dihedral group $D_{2m}$ of
order $2m$ if $m=n$ , and is the quaternion group $Q_{2m}$ of order $2m$ if $m=2n$ .

Theorem If $m\neq 4$ , or $m=4$ and $n$ is odd then the universal $R$-matrices of $\mathrm{C}[D_{m,n}]$

are the universal $R$-matrices of $\mathrm{C}[<s>]$ , where $<s>is$ the cyclic subqroup.qenerated
by $s$ . So the number of the universal $R$-matrices of $\mathrm{C}[D_{m,n}]$ is $m$ .
If $m=4$ and $n$ is even then an universal $R$-matrix of $\mathrm{C}[D_{m,n}]\dot{w}$ one of the followin.$q$ .
(i) the universal $R$-matrices of $\mathrm{C}[<s>]$ ,

(ii) $\tilde{R}_{a,\mu}=\frac{1}{4}\alpha,\beta,i,j\sum_{1=0},a^{\alpha\beta}(-1)^{j}+i\beta t\alpha_{S}2i+\alpha\mu\otimes t^{\beta_{S^{2}}j+\beta\mu}$ , where $a^{2}=(-1)^{\mathrm{g}},$ $\mu=0,1$

So the number of the universal $R$-matrices of $\mathrm{C}[D_{4,n}]$ , where $n$ is even, is 8.

For the proof of Theorem we use the representation theory of cyclic grou.ps. As a
corollary to Theorem we obtain the following familiar result.

Corollary The.qroups $D_{8}$ and $Q_{8}$ are not isomorphic.

We prove this by calculating the rank of the quasitriangular Hopf algebra $(\mathrm{C}[D_{4,n}]$ ,
$\tilde{R}_{a,\mu})$ . The $\mathrm{c}\mathrm{o}_{\mathfrak{o}}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}$ of rank for a quasitriangular Hopf algebra is defined by Majid.

ホップ代数に対する普遍 $\mathrm{R}$行列の概念は、量子群の誕生と同時に、Drinfel’d [3][4] によっ
て導入された。 リボン元の概念は量子群を用いて結び目や三次元多様体の不変量を構成する際
に、 Reshetikhin と Turaev [9][10] によって導入された。普遍 $\mathrm{R}$行列とリボン元を与えるごと
に結び目や三次元多様体の不変量か q つ決まるので、 これらを具体的なホップ代数に対して見つけ
ることは、低次元位相幾何学の立場からも重要な課題である。 この論文では、巡回群を指数 2の
部分群としてもつ次のような表示を持つ有限群 $D_{m,7l}$ (但し、 $m$ は 3以上の整数、 $n$ は 1以上

の整数) の複素数体 $C$ 上の群環 $C[D_{m,n}]$ の普遍 $\mathrm{R}$行列とリボン元を決定する。

$D_{m,n}=<s,$ $t|s^{m}=1,$ $t^{2}=s^{n},$ $tst^{-1}=s^{-1}>$

$D_{m,n}$ は、 $m=n$ のとき位数 $2m$ の二面体群であり、 $m=2n$ のとき位数 $2m$ の–般論元出訴

である。 我々はこの群の普遍 $\mathrm{R}$行列とリボン元を決定するために、 巡回群の表現論を用いる。 し

かしながら、 この群の表現論は使わないことを注意しておく。 ホップ代数の–般的な事柄について
は $[1]_{\text{、}}$ 表現論の–般的な事柄については [2] がよい手引きとなる。
まず、 ホップ代数の普遍 $\mathrm{R}$行動とリボン元の定義を思い出しておこう。
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定義 (Drinfel’d) $A=(A, \Delta, \epsilon, S)$ をホップ代数とし、 $R\in A\otimes A$ を可逆元とする。組 $(A, R)$

が準三角ホップ代数であるとは、次の 3つの条件が満たされるときをいう :
(i) $\Delta’(a)=R\cdot\Delta(a)\cdot R^{-1}$ for a垣 $a\in A$

(ii) $(\Delta\otimes id)(R)=R_{13}R_{23}$

(iii) $(id\otimes\Delta)(R)=R_{13}R_{12}$

ここで、 $\Delta’=T\circ\Delta,$ $T:A\otimes Aarrow A\otimes$
.

$A,$ $T(a\otimes b)=b\otimes a$ であり、 $R_{j}\in A\otimes A\otimes A$

は $R_{12}=R\otimes 1,$ $R_{23}=1\otimes R,$ $R_{13}=(T\otimes id)(R23)$ で与えられる。 $R$ を普遍 $\mathrm{R}$ 行列と呼
ぶ。

有限群 $G$
.
に対して、 その群環 $\mathrm{C}[G]$ は

$\Delta(g)=g\otimes g$ , $\epsilon(g)=1$ , $S(g)=g^{-1}$ , $g\in G$

によってホップ代数になる。群環 $\mathrm{C}[G]$ の普遍 $\mathrm{R}$行列を有限群 $G$ の普遍 $\mathrm{R}$行列という。 1を有限
群 $G$ の単位元とするとき、明らかに、 $R=1\otimes 1$ は $G$ の普遍 $\mathrm{R}$行列である。

. $\cdot$

定義 (Reshetikhin-Turaev) $(A, R)$ を準三角ホップ代数とする。 $R= \sum_{i}\alpha_{i}\otimes\beta_{i}$ と書き表わ
したとき、 $u:= \sum_{i}S(\beta i)\alpha i$ とおく。 $v\in A$ とする。 次の 5つの条件が満たされるとき、組
$(A, R, v)$ をリボンホップ代数という。 $v$ をそのリボン元という。

(i) $v^{2}=us(u)$

(ii) $v$ は $A$ の中心に属する

(iii) $S(v)=v$
(iv) $\epsilon(v)=1$

(v) $\Delta(v)=(R_{21}R)^{-}1v\otimes v$

ここで、 $R_{21}= \sum_{i}\beta_{i}\otimes\alpha_{i}$ とおいた。

この論文で用いる補題を 2つ用意しておく。最初の補題は準三角ホップ代数の定義からただちに
得られる。 2番目の補題は Radford [7] によって指摘された。

補題 1 組 $(A, R)$ が準三角ホップ代数ならば、 $(\epsilon\otimes id)(R)=1,$ $(id\otimes\epsilon)(R)=1$ が成り立

つ。口

補題 2([7, $\mathrm{p}.4$ Lemmal]) $A$ をホップ代数とする。 このとき、 $R\in A\otimes A$ が

(i) $(\Delta\otimes id)(R)=R_{13}R_{23}$

(ii) $(\epsilon\otimes id)(R)=1$

を満たしているならば、 $R$ は可逆である。口

\S .1主定理 :
主結果を説明するために、 まず、巡回群の普遍 $\mathrm{R}$行列とリボン元について調べる。次の定理は

部分的には H.Murakami, Ohtsuki, $\mathrm{O}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[6]_{\text{、}}\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}[7][8]$ によって与えられた。
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定理 3 $\mathrm{Z}_{m}$ を位数 $m$ の巡回群とする。 このとき、 $\mathrm{Z}_{m}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列は全部で $m$ 個ある。 $s$ を

その生成元とし、 $\zeta$ を 1の原始 $m$ 乗根とするとき、それらは

$R– \frac{1}{m},\sum_{k}^{1}m-i=0\zeta^{-}ikkdS\otimes si$

で与えられる。 ここで、 $d\in\{0,1, \cdots, m-1..\}$ である。 さらに、 この普遍 $\mathrm{R}$行列を $R_{d}$ と書く
とき、準三角ホップ代数 $(\mathrm{C}[\mathrm{Z}_{m}], R_{d})$ のリボン元 $v$ は $m$ が奇数のときは 1つ、 $m$ が偶数のと
きは 2つあり、 それらは次で与えられる。,

$m-1$ mmm-l
$V= \frac{1}{m}\sum\sum\nu(^{-}jdj^{2}-kjSk$

$k=0j=0$

但し、 $\nu$ は $m$ が奇数のときは $1_{\text{、}}m$ が偶数のときは $\pm 1$ の値をとる。

次に、 主結果を述べる。 $m$ を 3以上の整数、 $n$ を 1以上の整数とし、位数 $2m$ の先に定義し
た群 $D_{m,n}$ について考える。 $D_{m,n}$ の $s$ で生成される部分群は位数 $m$ の巡回群 $\mathrm{Z}_{m}$ に同型で

ある。定理 3の中の $\mathrm{Z}_{m}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列 $R_{d}(d=0,1, \cdots, m-1)$ は $\Delta’(t)\cdot R_{d}=Rd$ . $\Delta(t)$

を満たすので、 $D_{m,n}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列にもなる。 さらに、準三角ホップ代数 $(\mathrm{C}[\mathrm{Z}_{m}], R_{d})$ のリボ

ン元 $v= \frac{1}{m}\sum_{k=0}^{m-1}\sum_{j}m=-10$
$\nu^{j}\zeta-dj2$ -kjsk (但し、 $\nu$ は $m$ が奇数のとき 1で、 $m$ が偶数のとき $\pm 1$

$)$ は沈 $=tv$ を満たすから、 $\mathrm{C}[D_{m,n}]$ の中心に属している。 したがって、 また、 これは準三角ホ
ップ代数 $(\mathrm{C}[D_{m,n}], Rd)$ のリボン元でもある。実は次が成立する。

定理 4 群 $D_{m,n}(m\geq 3, n\geq 1)$ の普遍 $\mathrm{R}$行列は、 $m\neq 4$ または $m=4$ かつ $n$ が 2の倍数
でないとき全部で $m$ 個あり、それらは $s$ で生成される位数 $m$ の巡回部分群 $<s>$ の普遍 $\mathrm{R}$行
列 $R_{d}(d=0,1, \cdots, m-1)$ に–致する。さらに、準三角ホップ代数 $(C[D_{m,n}], Rd)$ のリボ

ン元は巡回部分群 $<s>$ の普遍 $\mathrm{R}$行列 $R_{d}$ に関するリボン元である。 $m=4$ かつ $n$ が 2の倍
数のときは、上記の普遍 $\mathrm{R}$行列 $R_{d}(d=0,1,2,3)$ 以外に

$\tilde{R}_{a,\mu}=\frac{1}{4}.\sum_{1\alpha,,\beta,i,j=0},a(-\alpha\beta 1)^{j\alpha+}i\beta t\alpha si2+\alpha\mu\otimes t\beta s2j+\beta\mu$

(但し、 $a^{2}=(-1)^{\frac{n}{2}},$ $\mu=0,1$ ) があり、 これですべてである。 また、 準三角ホップ代数

$(C[D4,n],\tilde{R}_{a,\mu})$ のリボン元は $a^{2}=1$ のと き 1, $s^{2}$ の 2つ、 $a^{2}=-1$ のとき $\frac{e^{\pm\frac{\pi}{4}i}}{\sqrt{2}}1+\frac{e^{\mp\frac{\pi}{4}i}}{\sqrt{2}}s^{2}$

の 2つである。

注意 : $m=4$ かつ $n$ が 4の倍数のときの普遍 $\mathrm{R}$行列 $\tilde{R}_{a,0}(a=\pm 1)$ Di $s^{2}$ と $t$ で生成される部

分群 $<s^{2},$ $t>$ (これは $s^{2}$ で生成される位数 2の巡回群と $t$ で生成される位数 2の巡回群との
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直和になる) の 16個ある普遍 $\mathrm{R}$行列 $([8]\mathrm{p}.219\text{参照})-$ のうちの 2つであるが $\tilde{R}_{a,.1}(a=\pm 1)$

は $D_{m,n}$ の可換ないかなる部分群の普遍 R行列にもなっていない。

$\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{j}\mathrm{i}\mathrm{d}[5]$によって考え出された準三角ホッフ代数の階数 (定義は第 3節で述べる) を $(\mathrm{C}[D_{4,n}] ,\tilde{R}_{a,\mu})$

について計算することにより、次のよく知られた結果を得る。 .

系 5 位数 8の二面体群 $D_{8}$ と位数 8の–般四元数回 $Q_{8}$ は群として同型でない。

定理 3と定理 4は次の節で証明される。系 5は第 3節で証明される。

\S .2定理 3と定理 4の証明
一般に、有限群 $G$

.
の $C$ 上の既約指標の全体を $\chi_{1},$

$\cdot$ . . , $\chi_{n}$ とするとき $\text{、}$ 各 $i$

. $=1,$ $\cdots,$ $n$ に

対して

$E_{i}:= \frac{\deg\chi_{i}}{|G|}\sum_{\mathit{9}\in c}x_{i}(g^{-1})g$
$\in \mathrm{C}[G]$

とおくと、 $E_{i}(i--1, \cdots, n)$ は $C[G]$ の原始べき等元である。すなわち、

$E_{i}E_{j}=\delta_{ij}E_{i}$ $(i,j=1, \cdots, n)$ , $E_{1}+\cdots+E_{n}=1$

が成立する。
$\mathrm{Z}_{m}$ を位数 $m$ の巡回群とし、その生成元を $s$ とする。 $\zeta$ を 1の原始 $m$ 乗根とする。 $\mathrm{Z}_{m}$ の

既約指標は次で与えられる :

$\chi_{k}$ : $\mathrm{Z}_{m}arrow \mathrm{C}$ $(k=0,1, \cdots, m-1)$

$\chi_{k}(S^{i})=\zeta^{ki}$ $(i=0,1, \cdots, m-1)$

したがって、 $\chi_{k}(k=0,1, \cdots, m-1)$ に対応する原始べき等元 $E_{k}$ は

$E_{k}= \frac{1}{m}\sum_{=i0}^{m}-1\zeta^{-ki}s^{i}$ . ... $.[egg1]$

である。 $E_{k^{S}}=\zeta^{k}Ek$ となるから、 $i=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ に対して

$s^{i}=1$ . $s^{i}= \sum_{k=0}^{m-1}E_{k^{S\sum^{m-1}E}}i=k=0\zeta ikk$

が成立する。便宜上、任意の整数 $k$ に対して $E_{k}$ を�の右辺によって定義すれば、 $E_{m+k}=$

$E_{k}$ $(k\in \mathrm{Z})$ が成り立つ。 $\zeta$ は 1の原始 $m$ 乗根であるので、任意の整数 $P$ に対して

$\sum_{i=0}^{m-1}\zeta ip=\{$

$m$ if $p\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}m$

otherwise
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となる。 このことに注意すると、 $\Delta,$ $(E_{k})=m \sum_{j=0}^{-}E_{j}1\otimes E_{k-j}$ を得る $\circ$

(定理 3の証明) まず、 $\mathrm{C}[\mathrm{z}_{m}]\otimes \mathrm{c}[\mathrm{z}_{m}]$ の元 $R$ が $\mathrm{Z}_{m}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列であるための必要十分条件
を求める。 $R\in \mathrm{C}[\mathrm{z}_{m}]\otimes \mathrm{C}[\mathrm{z}_{m}]$ を .

$\cdot$

.

$R=. \sum_{=i,,j0}^{m-1}aijE_{i}\otimes E_{j}$ $(a_{ij}\in C)$

と書く。 ここで、係数 $a_{ij}$ の添字 $i,j$ は $m$ を法として考えることにすると、

$(\Delta\otimes id)..(R)=R_{1\mathrm{s}}R23$

$\Leftrightarrow a_{i+kj}=a_{kj}a_{ij}$ for $i,j,$ $k=0,1,$ $\cdots$ , $m-1$

$\Rightarrow j=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ について、

$a_{ij}=.(a_{1j})^{i}$ for $i=1,$ $\cdots$ , $m-1,$ $a_{0j}=(a_{1j})^{m}$

が成立する。 同様にして、

$(id\otimes\Delta)(R)=R13R_{12}$

$\Rightarrow i=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ について、
$a_{ij}=(a_{i1})^{j}$ for $j=1,$ $,$ . . , $m-1,$ $a_{i0}=(a_{i1})^{m}$

を得る。 したがって、 $R$ が普遍 $\mathrm{R}$行列ならば、 $j=1,$ $\cdots,$ $m-1$ に対して $a_{1\mathrm{j}}=(\mathrm{a}_{\mathrm{l}1})^{j}$ でな

ければならない。 また、 $\epsilon(E_{k})=\frac{1}{m}\sum_{i=0}^{m-1}\zeta-ki=\delta_{k\text{。}なので、}$

$\{$

$(\epsilon\otimes id)(R)=1$ $\Leftrightarrow a_{0j}=1$ $(j=0,1, \cdots, m-1)$ ,
$(id\otimes\epsilon)(R)=1$ $\Leftrightarrow a_{i0}=1$ $(i=0,1, \cdots, m-1)$

である。 この式から、補題 1より、 $R$ が普遍 $\mathrm{R}$行列ならば $a0j=aj0=1$ でなければならない。
こうして、 $\mathrm{Z}_{m}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列は .

$a_{11}^{m}=1$ かつ $a_{ij}=(a_{1.1})^{ij}$ $(.i,j=0,1, \cdots, m-1)$

を満たしていなければならないことがわかった。 $a_{11}^{m}=1$ より $a_{11}=\zeta^{d}$ $(d\in\{0,1, \cdots, m-1\})$

とおくことができる。 よって、

$R= \sum_{i,j=0}^{m-1}\zeta^{d}ijE_{i}\otimes E_{j}$

$= \frac{1}{m^{2}}\sum_{il,,k,=0}^{m-}\zeta-ik\sum\zeta dij-j\iota_{S}k_{\otimes}S1mj=0-1\mathrm{t}$

$= \frac{1}{m}\sum_{k,i}^{-1}m=0\zeta^{-}ikkdS\otimes si$

5
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と表わされる。逆に、 この形の $R$ は $\mathrm{Z}_{m}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列である。

次に、後半部分を示す。 まず、 この $R$ に対して定まる $u$ を計算すると

$u= \frac{1}{m}\sum_{=k,,i0}^{1}\zeta m--ikk+dis^{-}=\frac{1}{m}\sum^{1}\zeta dij\sum_{=i,j=0k0}^{m-1}\zeta^{-k}(i+j)E_{j}=\sum_{0}^{m}m-j=-\perp\zeta-dj^{2}E_{j}$

である。 そこで、 $S(E_{j})=E_{-j}(j=0,1, \cdots, m-1)$ を使って計算すると $uS(u)=$
$m-1$

$\sum\zeta^{-2dj^{2}}E_{j}$ となる。 これより、準三角ホップ代数 $(\mathrm{C}[\mathrm{Z}_{m}], R)$ のリボン元 $v$ は次のように書
$j=0$ .
けていることがわかる。

$v= \sum_{j=^{0}}^{1}m-\mathcal{U}_{j}\zeta^{-d}jE_{j}2$

ここで、 $\nu_{j}=\pm 1(j=0,1, \cdots, m_{-}1)$ である。以下 $\nu_{j}$ の添字 $j$ は $m$ を法として考える。

このとき

$S(v)= \sum_{j=0}^{1}\nu_{m_{-}}j\zeta^{-}djE_{j}m-2$ , $\epsilon(v)=\sum^{m_{-1}}j=0\nu j.\zeta-dj^{2}\delta j-0=\nu 0$

から

$\{$

$S(v)=v\subset\nu_{j}=\nu_{m-}j$ $(j=1, \cdots, m-1)$

$\epsilon(v)=1\Leftrightarrow\nu_{0}=1$

を得る。

$R_{21}R= \frac{1}{m^{2}}i,j,k,lm\sum_{0=}\zeta^{-jkd}k-i\iota_{S}\dagger i\otimes-1s\iota+dj$

$= \frac{1}{m^{2}}\sum_{ba,,=0i,j}^{1}\sum^{-1}\zeta dia+djb\sum\zeta m-m=0m-1k=0(-j+a)km-\sum_{\iota=0}^{1}\zeta(-i+b)\mathrm{t}Ea\otimes E_{b}$

$= \sum_{a,b=0}^{m-1}\zeta 2dabEa^{\otimes E_{b}}$

および

$\Delta(v)=\sum_{a=0}^{m-1}\sum_{b}m=0-1\nu_{a}+b\zeta^{-}d(a+b)^{2}Ea\otimes E_{b}$

から次を得る :
$(R_{21}R)\cdot\Delta(v)=v\otimes v<\Rightarrow\nu_{ab}\nu=\nu_{a+b}(a, b=0,1, \cdots, m-1)$

$\Leftrightarrow\nu_{a}=\mathcal{U}_{1}^{a}$ $(a=1, \cdots, m-1, m)$ または

$\nu_{a}=0$ $(a=0,1, \cdots, m-1)$ . $\cdot$ .... $.[egg4]$

���から $\nu_{1}^{m}=1$ が導かれる。 したがって、 $m$ が奇数のときには $\nu_{1}=1$ でなければならな

い。 こうして、 $v$ が準三角ホップ代数 $(\mathrm{C}[\mathrm{z}_{m}], R_{d})$ のリボン元ならば

$v$ 可 $\sum_{j=0}^{m-1}\nu_{1}\zeta j-dj^{2}Ej$
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但し、 $\nu_{1}$ は $m$ が奇数のとき 1で、 $m$ が偶数のときは $\pm 1_{\text{、}}$ と書けていることがわかった。逆
に、 $v$ がこの形をしていれば���が成り立つことが容易に確かめられ、 $v$ はリボン元であること
がわかる。 これで定理の後半部分が証明された。口

次に、定理 4を証明する。 $s$ で生成される $D_{m,n}$ の部分群 $<s>$ は位数 $m$ の巡回群であるの
で、 これを $\mathrm{Z}_{m}$ と同–視して $\mathrm{Z}_{m}$ を $D_{m,n}.\text{の部分群とみなす}$。 このとき、先程求めた $\mathrm{Z}_{m}$ の原
始べき等元 $E_{0},$ $E_{1},$

$\cdots,$ $E_{m-1}$ に $tE_{0},$ $tE_{1},$ $\cdots,$ $tE_{m-1}$ を加えて得られる $2m$ 個の $\mathrm{C}[D_{m,n}]$

の元は $C[D_{m,n}]$ の基底をなす。我々はこの基州を使って $D_{m,n},\text{の普遍}$
$\mathrm{R}$行列とリボン元を決定

する。 . ,,

(定理 4の証明) $\mathrm{C}[D_{m,n}]\otimes \mathrm{C}[D_{m,n}]$ の元 $R$ が $D_{m,n}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列であるための必要十分条件
を求める。 $R\in \mathrm{C}[Dm,n]\otimes \mathrm{C}[D_{m,n}]$ を

$R= \sum_{=i,,j0,1,\cdots m-1},,a_{\beta j}^{\alpha i}\alpha,\beta=0,1:t^{\alpha}E_{i}\otimes t^{\beta}E_{j}$

$(a_{\beta j}^{\alpha i}\in C)$

と書く。

$R \cdot S\otimes s=\sum_{ji},a_{\beta j}^{\alpha}\zeta ii+jt\alpha Ei\otimes t\beta E\alpha,\beta j$

,

$s \otimes s\cdot R=.\sum_{j}\alpha_{i},’\beta a^{\alpha i}\beta jit^{\alpha}s-1)\alpha E(\otimes t\beta(-sE_{j}1)^{\beta}$

$= \sum_{i,j}a_{\beta}^{\alpha}\zeta^{(-}jit\alpha E\otimes\alpha,\beta i1)^{\alpha_{i}}+(-1)^{\beta}jt\beta..Ej$

より

$s\otimes s\cdot R=R\cdot s\otimes s\Leftrightarrow a_{\beta j}(\alpha ii+j=a_{\beta j}^{\alpha i}\zeta^{()}-1\alpha_{i+}(-1)\beta j$ for all $\alpha,$ $\beta,$ $i,j$

となる。 ここで、 $\alpha,$ $\beta=0,1$ に対して

$\zeta i+j=\zeta(-1)^{\alpha}i+(-1)\beta j\Leftrightarrow i+j\equiv(-1)^{\alpha}i+(-1)^{\beta}j\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}m$

$\Leftrightarrow\{$

$2i\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}m$ if $\alpha=1,$ $\beta=0$

$2j\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}m$ if $\alpha=0,$ $\beta=1$

$2(i+j)\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}m$ if $\alpha=1,$ $\beta=1$

となるので $m\geq 3$ に注意して、
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が成り立つことがわかる。
次に、 $k=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ に対して $E_{k}t=tE_{-k}$ となることから

$t\otimes t\cdot R=R\cdot t\otimes t\Leftrightarrow a_{\beta j}^{\alpha i}=a_{\beta}\alpha-j-i$ for a垣 $\alpha,$
$\beta,$ $i,j$ $(\Phi)$

が得られる。 ここで、 $a_{\beta j}^{\alpha i}$ の添字 $i,j$ は $m$ を法として考えている。

$( \triangle\otimes id),(R)=\sum_{\alpha,\beta,i,j}\sum ak\beta j\alpha it^{\alpha}E_{k}..\otimes..t^{\alpha}Ei-k^{\otimes}t^{\beta}E_{j}$

,

$R_{13}R_{23}= \alpha,\beta,\sum_{\alpha^{\prime J}\beta},a^{\alpha_{l}k}\beta a^{\alpha’}\beta’ jit^{\alpha}E_{k^{\otimes}}t^{\alpha_{E_{i}\otimes E_{j}}}\prime t^{\beta+\beta}\prime E\beta’(-1)\iota$

$i,j,k,l$

$= \sum_{\alpha,\alpha’,\beta\beta 1}\sum_{2\beta=\beta}a_{\rho 1}^{\alpha k.\alpha^{J}}.(-1)\beta_{2}.j\beta_{2}jai\zeta nj\beta 1\beta 2t^{\alpha}E_{k}\otimes t^{\alpha}E_{i^{\otimes}}t\beta E\prime j$

となる。 したがって、 $(\Delta\otimes id)(R)=R_{13}R_{23}$ となるための必要十分条件は任意の $\alpha,$
$\alpha’,$ $\beta=$

$0,1,$ $i,j,$ $k=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ に対して

$\delta_{\alpha,\alpha’}a^{\alpha i}\beta j+k=\sum a_{\beta_{1}()^{\beta_{2}}}-1,ja_{\beta}^{\alpha’i}j\zeta^{nj}\beta 1+\beta 2=\beta\alpha k2\beta 1\beta 2$

.. $\ldots.(\Phi)$

となることである。 ここで、 $\delta_{\alpha,\alpha’}$ はクロネッカーのデルタである。同様にして、 $(id\otimes\Delta)(R)=$

$R_{13}R_{\ddagger 2}$ となるための必要十分条件は任意の $\alpha,$ $\beta,$ $\beta’=0,1,$ $i,j,$ $k=0,1,$ $\cdot t\cdot,$ $m-1$ に対して

$\delta_{\beta,\beta}\prime a_{\beta j}=\sum_{1}\alpha i\alpha_{1}(-1)\alpha_{2}i\alpha 2i\zeta^{ni\alpha_{1}}+k\alpha+\alpha_{2}=\alpha a_{\beta j\beta}a,k\alpha 2$

$\ldots\ldots(\mathrm{O}’)$

となることである。 $(\Phi)(\Phi’)$を繰り返し用いて

$(\Delta\otimes id)(R)=R13R23$

$\Rightarrow$ 任意の $\alpha,$ $\beta=0,1,$ $i,j=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ に対して

(2.1) $a_{\beta j^{+1}}^{\alpha i}= \beta_{1}+\beta_{2}\sum_{+\cdots+\beta i+1=\beta}(\prod_{g=1}a^{\alpha}+\cdots+\beta_{i}+1j+1jvi\beta g(-1)^{\beta_{g}}+11)a_{\beta}\zeta\alpha_{i}1nj\sum_{u}<\beta_{u}\beta v$ ,

$(id\otimes\Delta)(R)=R_{1}3R12$

$\Rightarrow$ 任意の $\alpha,$ $\beta=0,1,$ $i,j=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ に対して

(2.2) $a_{\beta+}^{\alpha i}1k= \sum_{=\alpha 1+\alpha 2+\cdots+\alpha_{k}+1\alpha}(\Psi\prod_{=1}ka^{\alpha_{g}}\beta(-1)^{\alpha}g+1+\cdots+\alpha k+11i)a_{\beta 1}\alpha k+1in\zeta\sum_{u}<vi\alpha_{uv}\alpha$

を得る。 ここで、 (0) を使うと

(2.3) $\{$

$a_{\beta j}^{1i+1}=$ $\delta_{\beta,i+1(a}111j)^{1\frac{i}{2}}1+1(a_{1}^{1}-j1)^{[\frac{i+1}{2}]}\zeta^{nj(+}ii1)/2$ ,

$a_{11+k}^{\alpha i}=$ $\delta_{\alpha,k+1}$ ( $a^{1}1$ il) $[ \frac{k}{2}]1+(.a_{1}^{1}1-i)^{[\frac{k+1}{2}]}\zeta^{n}ik(k+1)/2$

8
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となることがわかる。但し、 $\delta_{\beta,i+1},$
.

$\delta\alpha,k+1$ は 2を法としたクロネッカーのデルタであり、実数
$x$ に対して $[x]$ は $x$ を超えない最大の整数である。 (2.3) と $(\Phi)$から . $\cdot$

$m$ が奇数のとき :
$\{$

$a_{\beta j}^{1i+1}=0$ for $\beta=0,1$ and $(i,j)\neq(\mathrm{O}, m-1)$ ,
$a_{11+k}^{\alpha i}=0$ for $\alpha=0,1$ and $(k, i)\neq(\mathrm{O}, m-1)$

$m$ が偶数で $m\neq 4$ のとき $:1\neq m’-1,$ $m-1,$ $m’+1\neq m’-1,$ $m-1$ なので、

$\{$

$a_{\beta j}^{1i1}+=0$ for $\beta=0,1$ and $(i,j)\neq(\mathrm{O}, m-1),$ $(0, m’-1)$ ,
$a_{11+k}^{\alpha i}=0$ for $\alpha=0,1$ and $(k, i)\neq(\mathrm{O}, m-1),$ $(0, m’-1)$

がわかる。 さらに、 $(\Phi)$により $a_{\beta m-1}^{11}--a_{\beta 1^{-1}}^{1m},$ $a_{\beta m’-1}^{11}=a_{\beta m}^{1m-1}’+1$ および $a_{11}^{\alpha m-1}=$

$a_{1m-1}^{\alpha 1},$ $a_{11}=a\alpha m-\prime 1\alpha m’+11m-1$ となるので、 $m\neq 4$ ならば

$\{$

$a_{\beta j}^{1i}=0$ for $\beta=0,1$ and $i,j=0,1,$ $\cdots$ , $m-1$ ,
$a_{1j}^{\alpha i}=0$ for $\alpha=0,1$ and $i,j=0,1,$ $\cdots$ , $m-1$

が示された。 これより、 $m\neq 4$ のとき、 $C[D_{m,n}]\otimes \mathrm{C}[D_{m,n}]$ の元 $R$ が $D_{m,n}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列
ならば、 $\mathrm{Z}_{m}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列であることがわかった。

. $m=4$ の場合を考察しよう。 まず、 (0) より $a_{0i}^{11}=a_{11}^{0i}=0(i=0,1,2,3)$ を得る。 これ
と $(\Phi)$ と合わせて $a_{0i1\mathrm{s}}^{130}=ai=0(i=0,1,2,3)$ を得る。 -方、 $(\emptyset)$ より $a_{101}^{11}=a^{1}21111=a0_{=}$

$a_{11}^{12}=$

.
$0$ であり、 これと (2.1)を合わせて alo $a$$=12=a^{1}1i$li $1i0=a^{12}1i=,\mathrm{o}(i=0,1,2,3)$ を得る。

さらた、 (23) より

(2.4) $\{$

$a_{11}^{13}=a_{1\mathrm{s}()^{2}\zeta^{3n}}^{11}a^{1}111$ , $a_{13}^{13}=a_{11}^{11}(a^{1}1\mathrm{s})^{2}1\zeta^{9}n$ ,
$a_{0j}^{1}=(01)a_{1}^{1}j2(a_{1}^{11}-j)^{2}\zeta 6nj$ , $a_{0jjj}^{121}=a_{1}a_{1-}^{1}\zeta^{n}11j$ ,
$a_{10}^{0i}=$ ( $a_{1}1$

i ) $2(a_{1}-i)12\zeta 16ni$ , $a^{0i}12=a^{1}1i1-ai\zeta ni111$.

が成り立つ。 a:=a}A=a費とおく。
. $a=0$ のとき : 関係式 (2.4) と $(\Phi)$から任意の $i,j=0,1,2,3$ に対して、

$a^{1i}1j=a=a0j1j=01i0i$

であることがわかる。 したがって、 この場合には $R$ は $<s>$ の普遍 $\mathrm{R}$行列である。
$a\neq 0$ のとき : 関係式 (2.4) から

$\{$

$(a_{11}^{11})2=\zeta^{-3n}=\zeta^{n}$ , $1=a^{2}\zeta^{9}n\zeta^{n}=a^{2}$ ,
$a_{01}^{10}=a^{2}\zeta-n$ , $a^{12}01=a11a\zeta 11n$ , $a_{0311}^{121}=a\mathrm{i}a\zeta^{-n}$ ,
$a_{10}^{01}=a^{2}\zeta^{-n}$ , $a_{12}^{01}=a_{11}^{11}a\zeta^{n}$ , $a_{\perp^{3}}^{0_{21}}=a111a\zeta-n$

を得る。 (f) と合わせると、 $\zeta^{2n}=1,$ $a^{2}=\zeta^{n}$ でなければならないことがわかる。特に、 $n$ は

偶数でなければならない。 こうして、 $\nu=\pm 1$ として

$a_{1j}^{1i}=\{$

$a$ if $(i,j)=(1,3),$ $(3_{\mathit{3}}1)$

$\nu a$ if $(i,j)=(1,1),$ $(3,3)$

$0$ otherwise
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$a^{1i}0j=a1i=0j\{$

1
$\nu$

$0$

if $(i,j)=(0,1),$ $(0,3)$

if $(i,j)=(2,1),$ $(2,3)$

otherwise

となることがわかった。

$a_{0j}^{0i}$ の値を決定するために (0)において $\alpha’=0,$ $\alpha=\beta=1,$ $i=j–k=1$ にとれば

$0= \sum_{\beta_{1}+\beta 2=1}a^{1}-1)^{\beta_{2\beta_{2}}}1\zeta\beta_{1(}1a^{0}1n\beta_{1}\beta 2$

を得る。 $a_{11}^{01}=0$ であるから、上式は $a_{11}^{11}a_{01}01=0$ に同値である。 $a_{11}^{11}\neq 0$ なので、 $a_{01}^{01}=0$ を

得る。 (2.1) と (2.2) を $\alpha=\beta=0$ の場合に考えて、 $a_{01}^{0i}.=a_{0^{1}}^{0_{i}}=0$ $(i=0,1,2,3)$ を得る。
したがって、 $(\Phi)$から、 $a_{03}=0i\mathrm{o}\mathrm{s}_{=}a_{0}\mathrm{o}i$ $(i=0,1,2,3)$ が導かれる。 また、 $\alpha=\beta=0$ の場合

の $(2.1)_{\text{、}}(2.2)$式と $a_{0^{1}}^{0_{0}}=a_{02}=001$ とから $a_{00}^{00}=a^{0\mathit{2}0002}000=a\mathit{2}0\mathit{2}=a=1$ を得る。 まとめると、

$a_{0j}^{0i}=\{$

1if $(i,j)=(0,0),$ $(0,2),$ $(2,0),$ $(2,2)$

$0$ otherwise

となる。

以上より、 $a\neq 0$ (したがって、 $n$ は偶数) のときには、 $R$ は

(2.5)
$R= \sum_{1}\alpha,\beta=0,1i,j=0,a\nu^{i+}t\alpha\beta\alpha j\beta+\alpha\beta\alpha E2i+\beta\otimes t^{\beta}E2j+\alpha$

(但し、 $a^{2}=(-1)^{\frac{n}{2}},$ $\nu=\pm 1$ ) と書けていなければならないことがわかった。 この $R$ は

$(\epsilon\otimes id)(R)=1$ を満たしていることた注意する。

$E_{0}+E_{2}= \frac{1}{2}(s+0S^{\mathit{2}})$ , $E_{1}+E_{3}= \frac{1}{2}(_{S}0-s^{2})$

$E_{0}-E_{\mathit{2}}^{\cdot}= \frac{1}{2}(_{S+}s^{\mathrm{s}})$ , $E_{1}-E3= \frac{\sqrt{-1}}{2}(-S+S^{3})$

であるので、 (2.5)の $R$ は $\nu=1$ の場合、 $\nu=-1$ の場合に応じて、 $\mu=0_{\text{、}}\mu=1$ にとって

$R= \frac{1}{4}\sum_{\alpha,\beta=0,1}a^{\alpha}(\beta-1)j\alpha+i\beta t\alpha_{S\otimes}2i+\alpha\mu t^{\beta}s2j+\beta\mu$

但し、 $a^{\mathit{2}}=(-\mathit{1})^{\text{量}}$ と表すことができる。 逆に、 この形の $R$ は普遍 $\mathrm{R}$行列であることが確かめ

られる。 これで、定理の前半部分の証明が終わった。
定理の後半を示す。 $C[D_{m,n}]$ の元

$v:= \sum_{i=0}^{m-1}(aiEi+b_{i}tE_{i})$ .
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(但し、 $a_{i},$ $b_{i}\in \mathrm{C},$ $i=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ ). が $D_{m,n}$ の普遍 $\mathrm{R}$行列 $R$ に対するリボン元であるた
めの必要十分条件を求めよう。 まず、

$Sv=.$
$\sum_{0,- i=}^{m-1}(ai\zeta\dot{v}_{Ei}.\cdot b_{i}+\zeta-iEti)$ , $vs= \sum_{=i0}^{m-1}(ai\zeta^{i}E_{i}+b_{i}\zeta^{i}tEi)$

となることから、

$vs=sv\Leftrightarrow b_{i}\zeta^{-i}--bi\zeta^{i}$ for $i=0,1,$ $\cdots$ , $m-1$

を得る。 ここで、 各 $i=0,1,$ $\ldots,$ $m-1$ について $\zeta^{i}=\zeta^{-i}$

. となるための必要十分条件は
$2i$ $\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}m$ となることなので、 $vs=sv$ ならば $b_{1}=0$ でなければならない。次に、
$(R_{21}R)\triangle(v)=v\otimes v$ であるための条件を求めよう。 $a_{i},$ $b_{j}$ の添字 $i,j$ をいつものように $m$ を
法として考えると、 ..

$\Delta(v)=...\sum_{=i,,j0}^{m-\mathrm{i}}(aiE_{j}\otimes Ei-j+bitEj\otimes tE_{i}-j)$

となる。

$R:=R_{d}$
.
の場合 :

$(R_{21}R) \Delta(v)=m\sum_{i,j=0}^{-1}(\zeta^{2d}ijE_{i}i+j\otimes Ej+\zeta 2dijb_{i+}jta..E_{i}\otimes tEj)$

となる。 したがって、任意の $i,.j=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ について

$(R_{21}R)\triangle(v)=v\otimes v\Leftrightarrow$

となる。特に、 $i=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ に対して $b_{i+1}=\zeta-2dibib_{1}$ でなければならないので、 $v$ が
リボン元ならば任意の $i=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ に対して $b_{i}--0$ となる。

$m=4$ かつ $n$ が 2の倍数かつ $R=\tilde{R}_{a,\mu}(a^{2}=(-1)^{\frac{n}{2}}, \mu=0,1)$ の場合 :(2.5)より. $\cdot$ .

$R_{21}R$

$= \sum_{\alpha,\beta\gamma,\delta}a^{\alpha\beta+i}\nu,.\gamma\iota.+\gamma\delta t^{\beta}\gamma\delta\alpha+j\beta+\alpha\beta+k+.\delta.-\cdot E_{\mathit{2}\alpha}j+t^{\gamma}E2k+\delta\otimes t^{\alpha_{Et^{\delta}}}2i+\beta E_{\mathit{2}}l+\gamma$

$= \sum_{ki,,j,,l}a\nu t\beta+E_{(1)(j+\alpha)\delta}-\gamma 2E\mathit{2}k+\otimes\alpha,\beta\gamma,\delta\alpha\beta+\gamma\delta i\alpha+j\beta+\alpha\beta+k\gamma+\mathrm{t}\delta\dagger\gamma\delta\gamma t\alpha+\delta E_{(-1})^{s}(2i+\beta)2E\mathrm{t}+\gamma$

ヨ

$= \sum a^{\mathit{2}xy}.E_{x}\otimes E_{y}$

$x,\varpi-0$
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となるので、.

$(R_{21}R)\Delta(v)=v\otimes v\Leftrightarrow$

となる。 よって、 $v$ がリボン元ならば、$i=0,1,2,3$ に対して、 $b_{i+1}=a^{2i}b_{i}b_{1}=0$ であ

る。 $\epsilon(v)=1$ から $a_{0}=1_{\text{、}}S(v)=v$ から $a_{1}=a_{3}$ が得られるので、 $v$ がリボン元なら

ば、 $v=E_{0}+E_{\mathit{2}}+a_{1}(E_{1}+E_{3})$ (但し、 $a_{1}^{\mathit{2}}=(-1)^{\frac{n}{2}}$ ) と書かれる。 これを $\{s^{i}\}$ の-次結合
で書けば、定理の式を得る。逆に、 この形の $v$ は $(\mathrm{C}[D4,n],\tilde{R}_{a,\mu}),$ $(a^{2}=(-1)^{\frac{n}{2}})$ のリボン元

である ( $u= \frac{1}{2}(1+s^{2})+\frac{a}{2}(1-S^{2})$ に注意)。 これで定理の後半の証明も終った。 口

\S .3系 5の証明
ここでは、 定理 4の応用として、位数 8の二面体群 $D_{8}$ と位数 8の四元数群 $Q_{8}$ が同型でない

ことを証明する。そのために、 $\mathrm{M}.\mathrm{a}\mathrm{j}\mathrm{i}.\mathrm{d}[5]$によって定義された準三角ホップ代数の階数という概念
を用いる。

定義 (Majid) $(A, R)$ を準三角ホップ代数とする。
$R=\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\alpha_{i}\otimes\beta_{i}$ 書く。 $A$ の元
.

$u$

.

$=$

. $\ovalbox{\tt\small REJECT} S(\beta_{i})..\alpha_{i}$

を $A$ に左から作用させて、 $A$ 上の線形変換とみなしたときのトレースを $(A, R)$ の階数といい、
記号 rank$(A, R)$ で表す。

定義 2つの準三角ホップ代数 $(A, R),$ $(B, R’)$ が同型であるとは、 ホップ代数の同型 $\varphi$ : $Aarrow B$

が存在して、 $(\varphi\otimes\varphi)(R)=R’$ が成り立つときをいう。

次の補題は定義からただちに導かれる。

補題 6 同型な準三角ホップ代数の階数は等しい。ロ

一般に、 2つの群 $G,$ $G’$ の間に同型写像 $\varphi$ : $Garrow G’$ があれば、 それはホップ代数の同型
写像 $\varphi$ : $C[G]arrow C[G’]\text{を導く}$ 。そして、 $\mathrm{C}[G]$ の普遍 $\mathrm{R}$行宛 $R$ に対して $(\varphi\otimes\varphi)(R)$ は

$\mathrm{C}[G’]$ の普遍 $\mathrm{R}$行列になる。 このことに注意すれば、系 5の結果は次の階数を計算した表からた
だちに従う。

上の表では、 $n$ は任意の偶数である。
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上の表では、 $\mu=0,1$ である。

(系 5の証明) もし、 群 $D_{8}$ と $Q_{8}$ が同型ならば、 同じ階数を与える普遍 $\mathrm{R}$行列の個数が等しくな
ければならない。 しかしながら、例えば、 $4(1+\sqrt{-1})$ を階数とする普遍 $\mathrm{R}$行列の個数は $D_{8}$ の

場合 1個であるのに対して $Q_{8}$ の場合は 3個あり、等しくなっていない。 よって、群 $D_{8}$ と $Q_{8}$

は同型でない。 $\square$ .. . $\cdot$

. . $\cdot$

.
$\Gamma$
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