
類体論の源流
三宅克哉 (東京都立大学理学研究科)

\S 1 源流クロネッカー (1823-1891)

類体論の直接の源流はクロネッカーである. 彼は特にアーベルとクムマーの影響下で
2種類の問題を提示した : 「アーベル多項式の特徴付け」 と, いわゆる 「単項化定理」
である.

1853年, 29歳のクロネッカーは短い論文 [Kr-18531で次の主張を提示した.

クロネッ朝 $-$ ーヴエ一バーの定理 : 有理整数係数のアーベル方程式の根は必ず 1の
罵乗根の有理整数係数の有理関数として表される.

ただし, この時点では, クロネッカーはガロア群が巡回群であるような代数方程式を
「アーベル方程式」 と呼んでおり, 後に [Kr-18771ではこれを [単純アーベル方程式
またガロア群が可換群であるものを 「アーベル方程式」 と呼ぶことにした. この論文で
説明されているように, どちらの定義を取ってもこの定理の含むところは変わらない.
彼はこの定理を ttSatztt と呼んでいるが, 証明は結局は ${}^{\mathrm{t}}\mathrm{i}\grave{7^{\backslash }}i\mathrm{L}^{-}$バーの論文「We-18871を待
つことになる.

また [Kr-18531では, $\mathbb{Z}[\Gamma-\overline{1}]$ に係数を持つ 7一ベル方程式の根はレムニスケートの
等分によって同様に扱うことが出来る, と述べ, さらなる –般化をも示唆している. し

かし, この時点で果たしてクロネッカーがどれほど踏み込んだ考察を行っていたかは不
明である. しかし 1857年になると, 短いが–段と楕円関数に踏み込んだ論文 [虚数乗
法が生じる楕円関数につい $\text{て}4$ ([Kr-1857a]) を著している. これと, この年にディリ
シュレに宛てた手紙 [Kr-1857b1からみて, いわゆる 「クロネッカ一の青春の夢」がこの
頃に描かれたものと思われる. 数学上の予想ないし研究課題としての 「クロネッカ $-$ の

青春の夢」 は, 彼がデデキントに宛てた 1880年の手紙 ( $[\mathrm{K}\mathrm{r}- 1880\mathrm{b}]\rangle$ のなかで, 彼が
「私のいちばんのお気に入りの青春の夢」 $\langle$ ... um meinen liebsten Jugendtraum, $\ldots\rangle$ と呼
んだ, おおむね次のような数学の問題 (予想) を指す :

クロネッカーの青春の夢 : 虚 2次体上のアーベル多項式の根は, その 2次体を虚数乗
法に持つ楕円関数の「特異モデュライ」 と周期の等分点での値ですべて与えられる.

虚数乗法についてはワイエルシュトラスの $\wp$ 関数に基づく説明を次の節で簡単に与え
る. ここではアーベルやクロネッカー [Kr-1857a1が扱った楕円関数とそのモデュライに
触れておく.
アーベルは, まず楕円積分が特に対数関数で積分されてしまう場合を連分数に基づく
手法で決定した $\langle_{[6}\mathrm{A}\mathrm{b}- 182\mathrm{b}$]) が, 次の瞬間には, 素直に楕円積分の逆関数に注目し,
またコーシーが展開していた複素線積分を取り入れ, たちまち 「楕円関数論」 を構築し
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てしまう. 論文 [Ab-18271で彼はそれを次のように定義している :

$a=$ $X=\varphi\alpha=\sin\theta$ .

このとき

$\alpha=$

であり, $c$ がこの楕円関数の「モデュラス (母数) 」である. そして彼は特に次を見い
だした : $x$ と $y$ が「微分方程式」

の「代数的解」である, すなわち, この全微分等式を与えるような代数的な関係式を満
たすならば, $a$ は, 有理数 $\mu$ と $\mu^{\uparrow},$ $\mu\geq 0$ , によって

$a=\mu’+$「$-\mu$

と表されなければならない ; しかも $\mu\neq 0$ ならば $b^{2}$ も $c^{2}$ も $a$ とかかわる特殊な数でな

ければならない. また他のいくつかとともに次の例がアーベルによって与えられている :
$a=\ulcorner_{-}5$ ,

([Ab-1828] も参照のこと) .
一般に $\mu\neq 0,$

$b^{2}=c^{2}$ である場合に, 対応する楕円関数は「虚数乗法を持つ」 とい

われる (後にクロネッカーが命名したものと思われる) . アーベルは, この楕円関数に

ついては, 円関数 (複素指数関数ないしは三角関数\rangle と同様に, 周期の「等分方程式」

が根号で解けることを示した. また, アーベルも, 後にクロネッカーも, この例の場合

に $b^{2}=c^{2}$ が「根号で得られる」ことに強く興味をひかれた ; ガウスも示唆していない
新しいものである ! (この $c$ がクロネッカーがいうところの $a=\ulcorner_{-}5$ に対する 「特異

モデュラス」である. )

方, クロネッカーはヤコビ [Ja-18291の記号を利用して, 単に関数記号 $\sin$ am $(u, \kappa)$

を用い, $n>0$ に対して $\sin^{2}am(\ulcorner_{-}n\cdot u, \kappa)$ が $\sin^{2}am(u, \kappa)$ の有理関数である場合に,

それが「-n による虚数乗法を持つとした. このとき, $\kappa$ がこの楕円関数のクロネッカー

の「 (特異) モデュラス」である. 現在では「モデュラス」 としては $j$不変量をとる.

クロネッカ一の観察では, 特に $k=\mathrm{x}^{2}$ が重要であり, $k$ は体 $\mathbb{Q}$(「$-n,j$ )上 6次の代数方

定式の根である. また上記のアーベルの定義と対比すれば,

$u=a$, $\kappa=c$, $\chi=\varphi u=\sin$ am $(u, \kappa)$
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である.

さて, クムマーは羅剰余の相互法則の自然な領域として円分体をとり, そこに「理想
数」 を導入して因子論を展開した. 彼はこの理論が数学的に整合的に展開されることに
全く疑いを持っていなかった. たとえば [Ku-1845] では, 「このような理想複素数の導
入は. . . ガウスが 4次剰余を研究するに際し, $a+b\Gamma-\overline{1}$ という形式の複素数を最初
に導入したのと同じ, 必然的な必要性でもある」 と述べ, さらに [Ku-18471では, 当時

周期律によって存在が予定されていたがまだ析出されていなかった元素の弗素を引き合
いに出し, [いまだ析出されてはいないが, にもかかわらず元素に算入されている弗素
は理想因数の類似となりえよう」 と述べている (足立 [Ad-198川を参照) .

$-$方, クロネッカーは, 師でもあったクムマーとは異なった強固な数学観を持ってい
た. 彼は理想数のような重要な概念に対しては「明確な数学的表現」 を与えるべきであ
ると考えた. そして 1857年には, 一般の有限次代数的数体における明快な因子論を多
元斉次多項式を用いて展開していたようである ( $[\mathrm{K}_{\mathrm{f}^{-}}1857\mathrm{b}]$ ; クムマーの証言が
[Ku-1859, p.57] にある) : ただし, クロネッカーは, 遅れて $1\Re 2$年になってようやく
これを出版した ([Kr-1882] ; 高木 [T-19481の附録 (三\rangle に解説がある $\rangle$ . 遅れた理由の
1つに [単項化定理」 $\langle$ die Frage der zu associirenden $GaXungen\rangle$ を –般的に定式化する
のに手間取ったとしている. これについては, まず虚 2次体に関して著しい現象が観察
された. 彼は, 論文 [Kr-1857a1とディリシュレへの手紙 [Kr-1857bi によって, 虚数乗法
が生じる楕円関数に基づいた分析結果を報告している. 判り易く書かれている手紙
[Kr-1857b1によれば, 後の展開から見れば必ずしも数学的に正確であるとはいえないが,
彼の「発見」 は次のようである : 虚 2次体 $\mathbb{Q}([\overline{-D})$ の整数を虚数乗法に持つ楕円関数
の (特異) モデュライ (の平方\rangle を $k$ とし, 判別式が -D である 2元 2次形式の類数

( $\mathbb{Q}(\frac{-D}{})$ のイデアル類数) を $H$ とするとき,
1. $k$ は $\mathbb{Q}(r_{-}\overline{D})$ 上 $H$次 ([Kr-1857a] では正しく $6H$次としている) の累根で解ける
方程式の根である ;

2. この方程式はアーベルが扱った性質を持つ : どの根を取っても, 他の根はすべて
その有理式で表され, ガロア群は可換である ;

3. $H$個のモデュライ $k$ は判別式が-D である 2次形式の $H$個の各類の 2次形式と対
応する ;

4. 無理数 $k$ のある有理関数は, 対応する 2次形式に代わる 「理想数」 と見なせる ;
等々. (これらについては, $k$ の代わりにノー不変量を取るべきである. $\rangle$

また論文 [Kr-1862] ではこのアーベル方程式の根の差積を検討し, 後の不分岐性につ
ながる考察を行っている. 最終的には高木類体論によって, 代数的数体の最大不分岐アー
ベル拡大がヒルベルトの図体と –致することが示されるが, これによって単項化定理は
次のように述べられる :

単項化定理 : 有限次代数的数体のイデアルは, そのヒルベルト類体にまで持ち上げれ
ば必ず単項イデアルになり, ヒルベルト類体の数によって表現される.
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「クロネッカーの青春の夢」は最終的には高木 [T-1920a] によって類体論の応用とし
て証明される. また「単項化定理」 はアルティンが彼の「–般相互法則」 $([\mathrm{A}\mathrm{r}- 1927]\rangle$

を用いて群論化し ( $[\mathrm{A}\mathrm{r}- 1930]\rangle$ , それを受けて, フルトヴェングラ $-[\mathrm{F}\mathrm{u}- 1930]$ によっ

て証明された.
ここで, まだ未解決の問題をひとつ提示しておこう.

問題 : 虚 2次体 $K$ に対し, そのヒルベルト類体の真に小さい部分体で, $K$ のすべての
イデアルが単項化するもの存在するか ?

最後にクロネッカーの「数学的な業績」 について 1点の注意を与えておく. 一般的に
いえば, 何らかの業績が数学的なものとして評価されるためには, それが数学的に明確
に定式化され, 数学的な証明を具えなければならない. しかし, クロネッカーが書き残
したものでこの筋で触れたものの大半は, 必ずしも数学的に明確に定式化されてはおら
ず, またそれに近い時点で彼によって数学的な証明が提示されたわけではない. したがっ

て, 何を彼の数学的な業績とするかは, 場合によっては論議を呼ぶかも知れない. この

節であげた 3つの主張, 「クロネッカーーヴェ $-$バーの定理」 , 「クロネッカーの青春
の夢」および「単項化定理」は, いずれをとっても, 結局は他の人達によって多くの時
の積み重ねののちに証明された. これをもって「クロネッカーは幸運であった-I という
のも 1つの評価であろう. しかし–方では, これら 3つの主張のいずれもが, 彼の先達
の数学から, いわば「時代の声」 として自然に浮かび上がるものであるとは思えない.
例えば, それがクロネッカーの「数学的な未熟さ」ないしは「楽観主義」のもたらした
ものであるとすることもできるだろう. それにしても, 彼がこれらの数学的な現象のい
かほどを, いかように見ていたのか, 実に興味深いものがある. 高木はクロネッカーを
「預言者」 と呼んでいる ([T-19481の p.261の脚註) .

\S 2 楕円関数の虚数乗法
.

この節では, 歴史的な展開を離れ, ヴァイエルシュトラスの $\wp$ 関数を用いて楕円関数
と虚数乗法を簡単に解説する.

2–1. 楕円関数と周期の加群
楕円関数 $\varphi=\varphi(z)$ は全複素平面 $\mathbb{C}$ 上で有理型であって, $\mathbb{R}$ 上独立な 2つの周期 $\omega_{1}$

と

$\omega_{2}$ を持つ関数である ; $\varphi(z\rangle$ $=\varphi(z+\omega_{1^{)\varphi}2^{)}}=(Z+\omega,$ $\omega_{1},$
$\omega_{2}\in \mathbb{C}^{\mathrm{X}\sim},a\prime 2\not\in \mathbb{R}\omega_{1}$ . この

とき, 各 $\omega\in \mathbb{Z}\omega_{1}+\mathbb{Z}\omega_{2}=\{m\omega_{1^{+}2}n\omega|m, n\in \mathbb{Z}\}$ に対して $\varphi(z)=\varphi(z+\omega)$ となる.

通常, 必要なら $\omega_{1}$
と

$\omega_{2}$ を取り換えて, $\tau=\omega_{1^{/}}\omega_{2}$ の虚数部分 ${\rm Im}\tau$が ${\rm Im}\tau>0$ とな

るように取っておく. 楕円関数 $\varphi$ が定数でない限り, その周期全体は適当な $\omega_{1}$
と

$\omega_{2}$

によって $\mathbb{Z}\omega_{1}+\mathbb{Z}\omega_{2}$ の形に表される.
逆に $\omega_{1},$

$\omega_{2}\in \mathbb{C}^{\cross},$ $\omega_{2}\not\in \mathbb{R}\omega_{1}$ , に対し, 周期全体が丁度 $\Omega$

.
$=\mathbb{Z}\omega_{1}+\mathbb{Z}\omega_{2}--$ である楕
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円関数が必ず存在する :

$\wp(z)=\wp(Z;\omega_{1’ 2}\omega)=\overline{z}^{2}1+\sum_{gy\in\Omega}|(\frac{1}{(_{\mathrm{Z}}-\omega)^{2}}+\frac{1}{\omega}\mathrm{z})$

.

しかも, その導関数

$p’(z)=- 2 \sum_{\omega\in\Omega}\frac{1}{\langle z-\omega)^{3}}$

も同じ周期を持つ楕円関数であり, 両者の間に関係式

$\wp^{\mathrm{t}}(Z)^{2}=4\mathrm{p}\langle z)3-g_{2}p(z)- g_{3}$ , $g_{2}= \infty\sum_{\in a)\Omega}\dagger\frac{1}{\omega^{4}}$ , $g_{3}=140 \sum_{\Omega w\in\omega}\mathrm{t}1\mathrm{V}$

が成り立つ ; また, この 3次式の判別式 $g_{2^{3}}$ -27 $g_{3^{2}}$ は $0$ でない. さらに, $\omega_{1}$
と

$\omega_{2}$

を周期に持つ楕円関数は, すべてこれら $\wp(z)$ と $\mathrm{P}’ \mathrm{c}\mathrm{Z}$) の有理式として表される. 楕円関
数とその周期全体の $\mathbb{Z}$ 加群 $\Omega=\mathbb{Z}\omega_{1}+\mathbb{Z}\omega_{2}$ とが見事に対癒するわけである.
このように, 楕円関数はその周期の $\mathbb{Z}$ 加群 $\Omega$ を定め, そのリーマン面は複素トーラ

ス $\mathbb{C}/\Omega$ であり, コムパクトである ; それはまた, 自然なアーベル群の構造を持って
いる ; $\Omega$ を周期に持つ楕円関数は自然に $\mathbb{C}/\Omega$ 上の有理型関数とみなされ, その全体は,
対応するヴァイエルシュトラスの $\wp$ 関数により, $\wp(z)$ と $\wp^{1}(z\rangle$ の有理式の体 $\mathbb{C}(\wp, \wp’)$ と

して与えられる. これが周期加群 $\Omega$ に対する楕円関数体である.

2–2. 楕円関数体のモデュラス
上記のように周期を生成する $\omega_{1}$

と
$\omega_{2}$ から定まる $g_{2}$

と
$g_{3}$ を, それぞれ $g_{2}(\omega_{1},$ $\omega 2^{)}’$

$g_{3}(\omega_{1},$ $\omega 2^{)}$ と書くとき, $\lambda\in \mathbb{C}$ に対して

$g_{22}(\lambda\omega_{1}, \lambda\omega)=\lambda^{4_{g_{2^{(\omega}1’ 2}}}\omega)$, $g_{3}(\lambda\omega_{1’\%)}\lambda=\lambda^{6}g_{3}(\omega 1’\omega 2^{)}$

である. 従って, $j(\omega_{1}, \omega_{2}):=g_{2^{3}}/(g_{2^{3}}- 27g_{3^{2}})$ については

$\lambda^{\lambda\omega_{1’}}\lambda\omega_{2^{\rangle}}=\mathrm{X}^{\omega_{1’}}\omega_{2^{\rangle}}$

となっている. よって特に $\lambda=1/\omega_{2}$ と取れば, この云\tau , $1\rangle$ $=:j\langle_{T}$) は $\tau=\omega_{1^{/_{l\{}}2}$’ の関数,
すなわち複素上半平面上の関数とみなせる. しかもその値は $\mathbb{Z}$ 加群 $\Omega$ によって確定し,

その生或元 $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ の取り方にはよらない. 従って, $\mathrm{S}\mathrm{b}\langle \mathbb{Z}$ ) の元 $A=$ , ad-cd $=1$ ,

が定める $\tau$ に対する 1次分数変換 $A\langle\tau$) $=\langle aT+b$) $/(c\tau+$ のによって $.j(\tau)$ は不変である :
人屓\tau )) $=j\langle\tau), A\in \mathrm{S}*(\mathbb{Z}\rangle$ . この値煮\tau ) が楕円関数体 $\mathbb{C}\langle\wp,$ $\wp’$) の不変量 (母数 モデュ

ラス) であり, この複素上半平面上の関数 $j(\tau)$ は楕円モデュラー関数と呼ばれる.
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2–3. 楕円関数体の同型
周期種芋 $\Omega$ と $\Omega$ ’に対応する楕円関数体を, それぞれ $\Re(\Omega),$ $63(\Omega^{\dagger})$ しよう. これらは

コムパクトなリーマン面 $\mathbb{C}\mathit{1}\Omega.’ \mathbb{C}/\Omega$ ’上の有理型関数全体である. 従って, 2つの体
$\mathrm{t}\partial(\Omega)$ と $\mathrm{R}(\Omega’)$ の問の代数的な $\mathbb{C}$ 上の同型写像は 2つのリーマン面 $\mathbb{C}/\Omega,$ $\mathbb{C}/\Omega$ ’の間

の解析的な同型写像と対応する. このような同型写像 $f:\mathbb{C}/\Omegaarrow \mathbb{C}/\Omega$ ’が与えられた
とする ; このとき, 像の複素トーラス上のアーベル群の構造を用いて選 0) による平行

移動をこれと結合して $f$ と取り換えれば, 結局は大 O) $=0$ であるような同型写像が与え
られたとしてよい. そこでこの fがこれら 2つのリーマン面の $0$ のおける接平面に引き

起こす解析的な同型写像を考える. これは複素平面 $\mathbb{C}$ の自分自身への解析的な同型写
像であり, しかも $0$ を $0$ に写すことから, 定数倍 $z\vdash\Rightarrow\lambda z,$ $(\lambda\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}})$ でなければならな

い. また特に $\lambda\Omega=\Omega$ ’となっていなければならない. 逆に, このような $\lambda$ による定数倍
$z\mapsto\lambda z$ が 2つの複素トーラスの $0$ を $0$ に写す解析的な同型写像を与えることは明らかで
ある. (このとき, $f$は自動的にアーベル群としての同型写像にもなっている. ) これ

らの周期加群 $\Omega$ と $\Omega’=\lambda\Omega$ に対応する前記の $j$ の値を $j(\Omega),$ $j\langle\Omega’$) と書けば, 明らかに
$j(\Omega)=_{\mathrm{X}}\Omega’)$ となっている. このように, 楕円関数体の j の値は同型な体に対して同–の

値をとる. 逆に煮\Omega ) $=$ 人\Omega ’) となるときには, 2つの体 $\mathrm{R}(\Omega)$ と $\mathrm{R}(\Omega^{\mathrm{t}})$ の問に代数的な $\mathbb{C}$

上の同型写像が存在する. (例えば, 岩澤 [Iw-19524参照のこと. $\rangle$

2–4. 虚数乗法
まず, ある楕円関数 $\varphi=uz$) がある $\mathbb{Z}$ 加群 $\Omega$ に対する $\wp,$ $\wp$’と代数的な関係を持つと
しよう. 言い換えれば, $\varphi$ は関数体 $\mathbb{C}(\wp, p\cdot)$ の上のある多項式 F(恥に対して $F(\varphi)=0$

となっている. そこで $\omega\in\Omega$ に対して, $F(\varphi\rangle$ の係数に現れる $\wp,$ $p^{\mathrm{t}}$ および $\varphi$ の変数 $\mathrm{z}$

を–斉に $\mathrm{z}+\omega$ で置き換える. このとき, 係数に現れる $\wp,$ $\wp$’は変化しない. すなわち,

関数砥 z+\mbox{\boldmath $\omega$}) は再び方程式 $F(X)=0$ の根となる. 複素平面-Lの有理型関数全体は自然に
(可換な) 体となるから, 方程式 $F(X)=0$ のこのような根は有限個 ($F(X)$ の次数以下)

しか存在しない. そこで, 1つの $\omega\in\Omega$ に対してこの操作を繰り返せば, ある自然数
の組 $m,$ $n(m<n)$ に対して, 関数として $\varphi\langle z+m\omega$) $=\varphi(Z+n\omega)$ となる. そこで $N=n- m$

と置き, 改めて $z+m\omega$ を変数 $z$ で置き換えれば, $\varphi(z+N\omega)=\varphi(z)$ でなければならない.

そこで特に $\omega_{1}$
と

$\omega_{2}$ に対してこのような $N_{1}$ と $N_{2}$ とを取り, それらの最小公倍数を改
めて $N$ とすれば, すべての $\omega\in\Omega$ に対して $\varphi(z+N\omega)=\varphi(z)$ が成り立っている. 従って,

. $z$ の関数 $\varphi(Nz)$ はすべての $\omega\in\Omega$ を周期に持ち, 関数体 $\mathbb{C}(\wp, p’)$ に含まれる.

さて, ある複素数 $\mu\not\in \mathbb{Q}$ に対して \mbox{\boldmath $\varphi$}(z):=P $\langle$ \mu のとする. そしてこの $\varphi$ が $\wp,$ $\wp^{\mathrm{t}}$ と代

数的な関係を持つとしよう. このとき, 実は $\mu$ は虚 2次体に属する複素数であり, 楕円

関数 $\wp$ は $\langle_{\mu}$ による $\rangle$ 虚数乗法を持つといわれる. 以下にこれを見る.

上に見たように, ある自然数 $N$ に対して $z$ の関数 $\wp\langle N\mu z$) は $\Omega$ を周期に持つ. 簡潔に
$\alpha:=N\mu$ と表す. そうすれば各 $\omega\in\Omega$ に対して $p(a(z+\omega))=p(\alpha z)$であり,

$\wp\langle az+\alpha\omega)=\wp(\alpha z\rangle$
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がすべての $z$ に対して成り立つ. 従って, $\alpha\omega\in\Omega$ である ; すなわち
$\alpha\Omega=\{\alpha\omega|.\omega\in\Omega\}\subset\Omega$

である. 従って,

$\alpha=$ , $\in \mathrm{M}_{2}\langle \mathbb{Z})$

となる. すなわち, $a$ は

ちに $\alpha\tau=a\tau+b(a, b\in \mathbb{Z})$ が得られ, ${\rm Im}\tau>0$ であるから $\mathbb{Q}(\alpha)$ は虚 2次体である ; し
かも $\mathbb{Q}(a)=\mathbb{Q}(T\rangle$ となっている. 特に関数夙ののかわりに $z$ の関数 $\wp(\omega_{2}$のを取れば,
その周期は $\iota \mathfrak{n}=\mathbb{Z}+\mathbb{Z}\tau$ で与えられる. このとき, 駅は虚 2次体 $\mathbb{Q}(T\rangle$ に含まれる有限

生成の $\mathbb{Z}$ 加群であり, しかも $\mathbb{Q}\mathrm{m}=\mathbb{Q}(T)$ である. これがデデキントによって代数体の
モデュールと名付けられたものの原形である.
さらに

$\mathfrak{O}(\iota \mathfrak{n}):=\{\alpha\in \mathbb{Q}(\tau)|\alpha \mathrm{m}\subset \mathfrak{m}\}$

と置くとき, これは $\mathbb{Q}(\tau)$ の部分環である. しかも各 $\alpha\in \mathfrak{O}(\iota \mathfrak{n})$ は, ある $\in \mathrm{M}_{2}\langle \mathbb{Z})$

の固有値であって, 固有方程式 $x^{2}-(a+d)\mathrm{x}+(ad- bC)=0$ の根であり, 代数的整数で
ある. デデキントはこのような環をモデュール $\iota \mathfrak{n}$ が属するオーダーと呼んだ. 代数体
$K$ のオーダーはすべてその整数全体の環 $\mathfrak{v}_{K}$ に含まれ, この $0_{K}$が $K$ の最大のオーダー

である. 特に $0_{K}$ に属するモデュール $\mathrm{m}$ が $K$ の分数イデアルであり, 適当な自然数 $n$

によって mm $\subset 0_{K}$ となる. 一般に, $\mathfrak{o}_{K}$ に含まれ, しかもそれに属するモデュールが

$\mathrm{o}_{K}$
(ないし $K$ ) の (整) イデアルである.

高木貞治は 「特殊から–般へ」 と強調した. デデキントの代数的数論に関する仕事を
見るとき, 特にこれを実感する.

2–5. 虚 2体のイデアル春寒と楕円関数
虚 2次体 $K$ を与え, その分数イデアル $\alpha$ をとれば, $\mathbb{Z}$ 加群として $\mathfrak{a}=\mathbb{Z}\omega_{1}+\mathbb{Z}\omega_{2}$ ,

$\omega_{1},$ $\omega_{2}\in a$ , と表される. ( $a$ は $K$ の最大のオーダー $\mathit{0}_{K}$ に属する. ) このとき, $a$ を

周期加群とする楕円関数体が存在する. 上記の考察から, 次の事柄が了解されるであろ
う:2つの分数イデアル $\alpha$ と旧こ対して, 対応する楕円関数体が同型であるための必要

十分条件は $\mathfrak{b}=\lambda\alpha,$ $(\lambda\in K^{\cross})$ である. そこで $K$ のイデアル類群を C1(A) と表せば, 楕円

モデュラー関数六\tau ) $=$ 人\tau , $1$ ) $=$ 天\mbox{\boldmath $\omega$}1’ $\omega_{2}$) は有限アーベル群 $\mathrm{C}1(K)$ 上の関数, いわゆる類

関数を与える. そしてその値 $j(a):=j(\omega 1’\omega_{2})$ は $K$ のヒルベルト類体, すなわち, 最大

不分岐アーベル拡大を生成する. 従って, ガロア群Gal(KQa)$)$/幻は a(幻と同型であり,

アルティンの相互法則が, フロベニウス自己同型写像を用いて, それらに自然な同型写

像を与える. 定理として記しておこう (志村 [Sh-1971], Th.5.7参照\rangle .
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定理 : 状況と記号を上のように設定する. このとき, どの分数イデアル旧こ対しても
$K\mathfrak{N}\mathfrak{a}))/K$ は $K$ の最大不分岐アーベル拡大となる. また, $K$ の素イデアル $\mathfrak{p}$ に対し,
$K(/\langle\alpha))/K$ におけるそのフロベニウス写像を $\sigma(\mathfrak{p})$ とするとき, $j(a)^{\sigma}(\mathfrak{p})=i(\mathfrak{p}\alpha)- 1$ となっ

ている. さらに, アルティン対応 $\mathfrak{p}_{\text{ト}\Rightarrow O}(\mathfrak{p}\rangle$ によってイデアル類群 Cl(酌からガロア群

Gal(Ksa)$)$/酌への同型写像が自然に定まる.

クロネッカ $-$が [K-1857a, -1857bl で主張した事柄は, 70年を経て結局はこのような形
に仕上がった. また虚 2次体に限れば, 「単項化定理」, すなわち, $K$ のイデアル (理
想数\rangle がすべてん ua)) に属する数により単項イデアルとして表現されることは, 1908
年にヴェ一バーによってデデキントの $\eta$ 関数を用いて証明された $(1\mathrm{W}\mathrm{b}- 1908]\rangle$ .

\S 3 デデキント $(1831-1916\rangle$

デデキントとフロベニウスは醜体論に関して直接的な寄与をなしたというわけではな
い. しかし, 代数的数論の順調な展開という点では, デデキントを欠くわけにはいかな
い. 資料となるものは全くといっていいほど見出されていないが, 彼がウ ‘ $\mathrm{J};-$バーに与
えた影響は並々ならぬものがあると思われる. また, アルティンの $L$ 関数について, た

とえば群指標の理論に注目するだけでも, デデキントとフロベニウスの影響を見過ごす
わけにはいかない. さらにアルティンの相互法則には「フロベニウス自己同型写像」が
不可欠であるし, その証明にはチェボタリョフの「密度定理」 , すなわち「フロベニウ
ス予想」の証明の方法が直接に役立った. 実はこの「フロベニウス予想」 に対しても,
クロネッカーがその端緒を開いている. 前節の最後で触れた高木の「預言者」 クロネッ
カーについての言及も, これに関してのものである. この節ではこのような歴史的背景
の–端を見ることにする.
ランダウはデデキントの追悼講演 $[\llcorner_{-}1917]$ のなかで, 次の三つを彼の主要な業績とし
て上げている : 『連続性と無理数\sim ([De-1872]) , 緻は何であり何であるべきか ? \S

$(’\iota \mathrm{D}\mathrm{e}- 1\mathrm{m}$ ] $\rangle$ および『ディリシュレの数論講義への補足\sim (IDe-1871, -1879,-18931等) .
これらはすべて 「数」 に関するものである ; また前二者は独創性において, 「イデアル
論」で代表される最後のものを確かに凌駕する. しかしここでは, デデキントの「代数
的数論」 における業績について, それも高木 $-$アルテインの類体論に直接に関連する文
脈にあるものを述べるにとどめる. 従って, 例えば IDe-18921での $\eta$ 関数の考察に現わ
れる 「デデキント和」 についても, また $\text{ウ_{}\mathrm{J}}^{\backslash ^{\backslash }}--$バーとの共著になる 「代数関数」につい
ての興味深い論文 [DW-18821にも触れない.

デデキントに関してここで指摘すべき事柄は次の 5点である :
1. 代数的数論の基本概念の整備と 「イデアル」による –般の代数体の因子論,
2. デデキントのゼータ関数,
3. デデキントの判別定理,

4. 群指標の理論等に関するフロベニウスへの影響,
5. アルティンに対する影響.
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ただし, 第 4項については次節に譲る.
デデキントは, ガウスに倣ったわけでもないのだろうが, 理論的な枠組みが明快にな
るまでは不用意な公表をひかえていたように見受けられる. この点は「預言者」 と呼ば
れたクロネッカーと著しく異なっている. したがって彼が実際に何を見, 何を意図して

いたのかを, 整った論文のなかに見いだすことは容易ではない. 第 1項については, 特

に『ディリシュレの数論講義への補足\sim の最終版 [De-18931の完成度が高い ; しかも
[De-1871], [De-1877a1, [De-1879], $[\mathrm{D}\mathrm{e}- 18\mathfrak{B}]$ と順を追って成熟していく様子が見られ

る. このようなことから, [De-18931こそが彼の最終目的であったと見倣されるかもし
れない. しかし, 彼の代数的数論における「研究計画」は, 必ずしも 「代数的整数

「モデュール」 , 「オーダー」 , 「イデアル」等の概念め抽出とか, それらによる代数

的数論の骨格の基礎づけに最大の主眼があったわけではなかった. 彼にはもっと明確な
数論らしい問題意識があった. 純 3次体に対する白磁公式の探求が彼を強く動機づけて
いたものと思われる.

デデキントが 26歳のときの論文 [De-1857] は, 有限素体上の–変数多項式環における
因子論である. 彼はガウス全集の編纂に関わったが, この研究はガウスの $[\mathrm{G}\mathrm{a}-1801^{*}]$ に

影響を受けたものと思われる. これは 1863年に出版されたガウス全集 II に手書き遺稿
のひとつとして収められ, デデキントの注釈が添えられている ; 『数論研究\sim の–部と

して用意されたものが結局は割愛されてしまった. 実際, セクション番号は冒頭が 330

から始まり, 375で終わっている. デデキントはこれについて, ガウス全集 II の出版に

先だって, すでに [De-18571の脚注で言及している. ガウスはここで, 有限素体上の多

項式の根を, いわゆるフロベニウス同型写像との関連から考察している. -方デデキン

トの [De-18571では, 心眼素誌上の–変数多項式環が有理整数環とのアナロジーを明
確に意識して取り扱われており, 多項式を法とする合同関係が主題となっている. 特に
「素多項式 (eine (irreduktibel Funcfion oder) Primfunkfion) 1 による合同関係から素体の有
限次拡大が得られ, フェルマの小定理の拡張が示される ; またこの環における「平方剰
余の相互法則」が 2次拡大を用いて示されている. これは 60余年の空白を経て, 若き

コルンブルム [Ko-19191とアルティンの学位論文 [Ar-1924a] に引き継がれる. 因みに,

このアルティンの学位論文は有限素坐上の有理関数体の 2次拡大体の数論が主題であり,
第 1部の「算術の部」では平方剰余の相互法則までを, 第 2部の「解析の部」では合同

ゼータ関数を扱っている.
論文【De-1857] では有限素体力の–変数多項式環における因子論を展開しているとい
うものの, デデキントはクムマーの理想数についての仕事 ([Ku-1845, $-1847]$ ) には全く

触れていない. しかし代数的数論に関しての 10年余の沈黙ののち, 彼は, ディリシュ

レの [数論講義\sim 第 2版への補足の 5節 [De-1871] を書き, イデアルによってクムマー

の円分体における因子論を–気に–般の代数的数体にまで拡大した. この補足 X を構

成する 5つの節の内容は次の通りである .
\S 159. Endliche K\"orPer ;

\S 160. Ganze Algebraische Zahlen ;

\S 161. Theorie der Moduln ;
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\S 162. Ganze Zahlen eines endlichen K\"orpers ;

\S 163. Theorie der Ideale eines endlichen K\"orpers.

ここでいう ’Endliche $\mathrm{K}_{\ddot{\mathrm{O}}}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}^{1}$ は有理数面上有限次の代数的数体のことである. 代数体の
「モデュール」 とその「オーダー」については, その雛型が虚 2次体にある ; 前節でも
見たように, 楕円関数の虚数乗法から自然にもたらされる.
デデキント自身の言によるならば, この 1871年頃には, 純 3次体 (とそのガロア閉

包) についての踏み込んだ研究を行なっており, 諸結果は遥かに遅れて [De-1900] とし

て出版されることになる. 彼の直接の問題意識は類数公式にあった. しかしそこから,

-般の代数体に対するデデキントのゼータ関数, 代数的数体の判別式 (Grundzahl ない

し Discriminante) , ガロア拡大におけるイデアルの分解理論, 等を抽出したものと思わ
れる ([De-1877b1, [De-1882], [De-18941, lDe-19001の序文を参照\rangle . 彼が純 3次体を
取り上げた動機については不明であるが, これが彼を非アーベル的な方向へ誘ったこと

は確かであろう ; あるいは, 単なる仮説に過ぎないが, クムマー , クロネッカーに対向

して意識的に非アーベル的なものを目指したのかも知れない.
デデキントが純 3次回 $K$ についてはっきりと書き上げたかったもののひとつは, ディ

リシュレ [Di-1838, $- 1\mathfrak{B}9,$ $-1\Re 21$ にならった類数公式であった. そのために $K$ のゼータ

関数 $\zeta_{K}(s)$ を導入し, その $s=1$ での留数を求め, それが類数, 判別式, 単数規準等で

表示されることを見た ([De-1877bJ では–般の代数体の–般のオーダーの類数等が扱わ
れている) . そこからさらに進んで有限の形の類数公式を得るためには, まず $\zeta_{K}(s)$ を

リーマンの皮一タ関数と何らかの 「$L$ 関数」の積として表す必要がある. しかし, 後に

出版された [De-1900] に見るかぎり, デデキント自身が自分で納得できる–般性を抽出
していたとは思えない. ゼータ関数についての論文 [$\mathrm{D}\mathrm{e}-1877\mathrm{b}\iota$ のあと, [De-1878] では,

特に代数体の判別式について, 一般にその素因数全体がちょうどその体で分岐する素数
の全体と –致すること, 即ち「デデキントの判別定理」を言明する. そしてその証明は

[De-1882] で与えられる. 高木類対論にとって欠かすことができない要点である.
しかし $1\Re 2$年に書き上げられていたイデアルの分解理論 [De-1畿 4] は, なぜかその時

点では発表されなかった.

\S 4 フロベニウス $(_{1849- 19}17)$

1羽 O年, デデキントの友人フロベニウスはクロネッカーの論文 [Kr-lma] に興味を惹

かれ, 代数体におけるイデアルの「クロネッカー式密度」 に関する論文 [Fr-1896a] の草

稿をまとめ, 「フロベニウス予想」 (後の \lceil チ 1 ボタリョフの密度定理\rfloor ) を盛り込ん

だ. そしてそれとともに, その基礎として展開する必要があったイデアルの分解理論に
関して, 耳にしていたデデキントの論文について問いあわせた. フロベニウスの手元に
デデキントからの草稿 [De-18941が届いたのは 1882年であった. しかしこの [De-18944

が公刊されたのは, 遥かに遅れて 134年であった. フロベニウスもこの出版を待った
ものか, [Fr-1896a] の出版は $1\aleph$ 年まで据え置かれた. デデキントが [De-18941の出版

を遅らせた理由は不明である. (また彼がイデアルの分岐理輪, いわゆるヒルベルト理
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論, に手を付けた形跡が見当たらないことも, 今から見れば奇妙に思われる. $\rangle$

それにもかかわらず, このあともデデキントとフロベニウスは文通を重ね, 前節で述

べた意味でデデキントにとって好ましい 「$L$ 関数」 を得るためには不可欠と思われる,

非可換ガロア群の群指標が探求される. ここで求められたものは群指標の「直交関係」
であった. フロベユウスは「群行列式」を用いて群指標の理論 $(\mathrm{I}\mathrm{F}\mathrm{r}- 1\infty \mathrm{b}])$ を 1896年

に確立する. (この時点では, 群の線型表現は群指標の理論においてはまったく現れて
いなかった. $\rangle$ これについてのフロベニウスに対するデデキントの影響はホーキンス

【H-1970, -1974] に詳しいのでここでは立ち入らない. (IM-1989b] も参照のこと. ) か

くして 「 $L$ 軽快 に関しては若きアルティンが時を得てその才能の翼をのびやかに拡げ
るのを待つばかりとなる.
なおデデキントはリーマン全集を編集する際に $\text{ウ_{}\mathrm{J}_{-}}^{\backslash }-$バーと親交を結び, 以来科学上

の交遊を保ち, それは, 例えば $[\mathrm{D}\mathrm{w}_{-}1882]$ に結実する. $\text{ウ^{}\backslash ^{\backslash }}\text{ェ}-$バーの数論に関する興

味はデデキントによってもたらされたものと見てよい (フライ [F-19891を参照のこと\rangle ’

しかしデデキントのヴェ一バーへの書簡は十分には残されておらず, ヴェ一バーの面体

論に関する仕事へのデデキントの影響を知る方途は, エミーネターの嘆息 (デデキン

ト全集 [$\mathrm{D}\mathrm{e}- 1\mathfrak{B}01,$
$\mathrm{I}\mathrm{I}$ , P400) 以降も見いだされていない.

フロベニウスに関してここで指摘すべき事柄は

1. 群指標の理論,

2. 「フロベニウスの予想」 ( $=$ 「チェボタリョフの密度定理」 $\rangle$

である. 第 1項については, すでに述べたことのみに止め, 以下はさらに第 2項につい

て考察する.
代数体の 「フロベニウス自己同型写像」 という名称は, ハセに起因し, 彼が高木

$-$ アルテインの類体論を詳細に解説した『報文 j $[\mathrm{H}\mathrm{a}- 1\mathfrak{B}\mathrm{o}]$ で名付けた「フロベニウス

記号」 と呼応している. これはアルティンの相互法則 $\langle$ [Ar-1924b]$)$ にとって本質的な

ものである. さらに言えば, チェボタリョフによる 「フロベニウスの予想」 ( $=$ 「チェ

ボタリョフの密度定理」) の証明 ([Ts-19261 $\rangle$ の方法がアルティンの相互法則の証明
( $[\mathrm{A}\mathrm{r}- 1927]\rangle$ を産み出したのであった. ハセがフロベニウスの名を採ったのもまさにこ

こに起因する. しかし, 「フロベニウス自己同型写像」そのものは, 円分体に関しては

すでにクムマー [Ku-1846] が遥かに先んじてそれを取りだしており, デデキントは (絶

対) ガロア拡大におけるイデアルの分解理論 ( $[\mathrm{D}\mathrm{e}- 1894]\rangle$ によってその正体を取り出し

ていた. 問題のフロベニウスの仕事 [Fr-18%a] はこの分解理論に本質的に依拠している.

ここでは高木 $-$アルテインの動体論との関わりから, 「フロベニウスの予想」が提示さ

れるまでの道筋のいくらかを辿ってみる.
フロベニウスはクロネッカーの論文 [Kr-1880a1を契機にして群論へと引き直れていっ

た. 彼は [Fr-18%a] の冒頭でその主定理を引用している.

定理 (クロネッカー\rangle : 整数係数の多項式 $F(x)$ に対して, 素数 P を法とする合同式
$F(x)\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ の (重複度をこめた) 根の個数を塑とするとき, すべての素数 $P$ に
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わたる級数

$\sum v_{p}\cdot p^{-1-w}$

の和の $w$ の値が正で無限に小さくなるときの極限値は $\log(1lw)$ の極限値と比例し, 丁
度 $\log(1/w)$ に $F(x)$ の既約因子の個数を掛けたものと –致する.

各整数 $k,$ $0\leq k\leq n=\deg F$ , に対して $F(x\rangle$ $\underline{=}0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$

.
力汀度 $k$ 個の根を持つ素数

を $p_{k}$ と表わすことにすれば, 上の級数は

$\sum k\cdot\sum h^{-1-w}$

となる. そこで次の極限が存在すると仮定する :

$D_{k}= \lim_{warrow 0+}\frac{\sum k^{-1-w}}{\log(1/W)}=\lim_{warrow 0+}\frac{\sum R^{-1-w}}{\sum p^{-1-w}}$

ここで最後の項の分母はすべての素数にわたる和である. このとき, もし定理を認め
るとすれば, 等式

$\sum k\cdot D_{k}=1$

が得られる. この等式こそがフロベニウスを捉えてしまったものであった.

現代の学生, あるいは数学者でさえ, 果たして何人がここに群論に踏み込む着想を得
るだろうか ? じっくりと腰を据えて考察を展開しよう.

さて, 多項式の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ での根について本格的な考察を最初た出版したのはかロアで
ある. もっともガウスはすでに彼の 『数論研究\sim の草稿として有限素体の代数拡大の考
察を用意していたが, 出版に際してこれを割愛したようである ([$\mathrm{G}\mathrm{a}$-1(\infty )川; これにつ

いては上のデデキントの節でも触れた\rangle . 後に彼の全集のなかに出版されるが, 出版の
時期からいえばこれはかロアに遅れることになる. もちろんガロアはこのガウスの仕事
をまったく知ることはなかったろう. しかしさすがにガウスである ; 標数 $P$ の有限素体

$\mathrm{G}\mathrm{F}(P)$ の有限次拡大に対して, $P$ 乗自己同型写像を導入し, 基本的なことをすべて押さ
えている. ただし, 彼の場合は抽象的な有限体の認識を表に出さず, (有理) 整数係数
の多項式を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ のみならず, 「素」多項式による合同関係によって考察している.
方ガロア [GI-1962] はまったく現代風であって, 旗色鮮明である ; 学術論文として

時間を費やして練りあげたものでないだけに, 彼がかかる対象をどのように認識してい
たかが直接に現われている. 彼にとってはもとより有限素体 $\mathrm{G}\mathrm{F}\langle p\rangle$ の真の有限次拡大が
問題であり, $\mathrm{G}\mathrm{F}(p)$ 上の高次既約多項式とその根が問題である. まず, 有理整数の問で
の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ の合同関係については, 混乱を避けてガウスの 『数論研究』流の記号「\equiv 」 を

退け, 等号「 $=$」 のみを用いる. そして与えられた $\mathrm{G}\mathrm{F}\mathrm{t};p$)上の高次既約多項式 $Fx=0$

の「根」 を, 複素数の虚数単位の場合にならって 「思考上の記号の類として」 $\langle$ comme
des esP\’eces de symboles $\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s}\rangle$ 認識し, そのひとつを $i$ と書き, それが $\mathrm{G}\mathrm{F}(p)$ 上
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に生成する拡大体を考察している. 例えば既約多項式 $Fx$ の次数を 2’ とするとき, この

拡大体の要素が, 有理整数の ( の) 代表系から $a,$ $a_{1},$ $a_{2’}\ldots,$ a- を取って
$a+a_{1}i+a_{2}i^{2}+$ ... $+a_{\text{い}1}i$ v-l

の形に–意的に表わされることを示している. 当然 $P$ 乗自己同型写像が本質的に利用さ
れており, フェルマの小定理の拡張を与え, この拡大体の $0$ でない要素がすべて 1の

$p^{\mathrm{V}}- 1$ 乗根であることを見ている ; 従って拡大体が次数 $\mathrm{v}$ のみによること, および各 $v$

に対して $v$次の拡大体 $\mathrm{G}\mathrm{F}(p^{\mathrm{V}})$ が存在することが結論づけられる.
シェネマン [So-1846] が同じころに 「高次合同関係」 を考察している. しかしこれは

(有理) 整数環を素数の高い羅を法にして考察したものであって, 一般の有限体の研究
ではない ; ベルヌーイ数についてのクムマーの–連の仕事ほどには直接の影響はなかっ
たにしても, P-進数への先駆のひとつと見てもよかろう.
いよいよフロベニウス自己同型写像に移ろう.
有限次代数体のガロア拡大 $K/k$が与えられたとし, そのガロア群を $G$ とする ; また

$K$ および $k$ の全整数の環を $\mathfrak{O},$ $0$ と表わす. 体 $K$ の素イデアル撃に対して $\mathfrak{p}=\mathfrak{P}\cap 0$

は $k$ の素イデアルであり, 剰余体翁 $=\mathfrak{O}/\mathfrak{P},$ $\mathrm{f}=.0/\mathfrak{p}$ は有限体である ; これら塁, $\mathfrak{p}$

の下にある (で割り切れる $\rangle$ 有理素数を $P$ とすれば, $\mathfrak{k}$ の標数は $P$ であり, 位数 $q^{=\uparrow \mathfrak{k}}\mathrm{I}$

は $P$ の羅である. さらに $f=[S\mathrm{i}$ :珂を拡大次数とすれば, $S8/f$ のガロア群は禽の $q$ 乗自

己同型写像で生成される位数 fの巡回群である.
もとのガロア拡大 $K/k$ に戻る. ガロア群 $G$ の部分群 $\mathrm{Z}(\mathfrak{P})=\{0\in G\int \mathfrak{P}^{\mathrm{o}}=\mathfrak{P}\}$ を塁
の分解群という. 部分群 $\mathrm{Z}\langle \mathfrak{P}$ ) の各要素は明らかに廃 $/f$ の同型写像を引き起こすが,
この対応で $\mathrm{Z}(\mathfrak{P})$ からガロア群 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{f}\partial/f)$への準同型写像が得られ, $K/k$ の生成元を $\mathfrak{O}$

から選べばわかるように, これは上への写像である. ここで特に鳥の $q$ 乗自己同型写

像に写されるものを塁のフロベニウス自己同型写像と呼ぶ. 一般的にはこれは塁に対
してただ–つ確定するわけではない ; この準同型写像の核を $\mathrm{V}(\mathfrak{P})$ とすれば, それは

$\mathrm{Z}(\mathfrak{P})$ における $\mathrm{V}(\mathfrak{P})$ の剰余類として確定する. (定義から自然な同型写像 $\mathrm{Z}\langle \mathfrak{P}\rangle/\mathrm{V}(\mathfrak{P}\rangle=$

Gal(R/f) がある. この $\mathrm{V}(\mathfrak{P})$ が塁の惰性群である. ) しかし $K/k$で分岐する有限個の

撃を除けば $\mathrm{V}(\mathfrak{P})=1$ となる. 実際, 拡大 $K/k$ における素イデアル $\mathfrak{p}$ の分解は, $\mathfrak{p}=$

$\langle$ $\mathfrak{P}_{1}\mathfrak{P}_{2}\cdots \mathfrak{P}_{\mathit{8}})^{e},$ $\mathfrak{P}_{1}=\mathfrak{P}$ , $g=[G:\mathrm{Z}(\mathfrak{P}^{)}],$ $e=|\mathrm{V}(\mathfrak{P})|$ , であり, $\mathrm{V}(\mathfrak{P})$ の位数 $e$ がわの
分岐指数である ; また $\mathfrak{p}^{\mathrm{O}}=$やであるから, $\{\mathfrak{P}_{1}, \mathfrak{P}_{2}, \cdots, \mathfrak{P}_{g}\}=\{\mathfrak{P}^{\mathrm{o}}|0\in G\}$ である ;
よって, $g=[G:\mathrm{Z}(\mathfrak{P})]$ である. また $f=\mathrm{I}^{\int}\mathrm{a}:\mathrm{f}\mathrm{l}=\iota \mathrm{z}(\mathfrak{P}):\mathrm{v}\langle \mathfrak{P}$ ) $\mathit{1}$ であり, $K/k$での撃の

ノルムは $\mathrm{N}_{K/k}(\mathfrak{P})=$
$\prod \mathfrak{P}^{\mathrm{o}}=\mathfrak{p}^{f}$ で与えられる.

$\sigma\in G$

これらのことは, 特に $K$ と $k$が共に有理数体上のガロア拡大である場合にデデキント
[De-lae2, -18941に見られる ; 群論的なイデアルの分解法則に関する部分は 1894年に
[De-18941として出版された ; しかし, その最後に付けられた日付は 1882年 6月 8日で
ある. 序文には, $1\mathfrak{B}2$年 6月 3日のフロベニウスからの問い合わせに対して, この日

付にこの内容をそのまま送付したものとある ; フロベニウスは, デデキントが 1877年
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の論文 [De-1877b1の \S 27 $\mathrm{b}^{\neg}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{m}_{\mathrm{P}}1\mathrm{e}\mathrm{S}$ emprunt\’es \’a la division du cercle で例示した事柄に

ついて, 利用できそうな–般論を彼に求めたようである. またヒルベルトがこの内容を
含む論文 [Hi-1894] を 1894年 7月 7日付けで発表するというので公表することにした旨
が書かれている. フロベニウスもそのいきさつを, 我々の焦点である【Fr-1896a1の序文
で証言している. デデキントの 1878年の [De-18781では, 「フロベニウス自己同型写像」

はまったく表にはあらわれていないが, 有理素数が代数体でどのように分解分岐する
かが説明されてある ; また, 序文と二箇所の脚注に, 理想数に関する 「ゾロタリョフの

理論」 についての 1974年と 1$S77$ 年のゾロタリョフの報告へのコメントがある. ただし
ゾロタリョフが自分の理論の全体像を公表したものは $1\mathfrak{B}\mathrm{t}1$ 年の [Zo-1880] であるようで

ある ; 彼のこの理論への動機が楕円積分の計算 $(’[\mathrm{z}_{0}- 1\mathfrak{R}4]\rangle$ とその–般化を図るところ

がら来ている, とある. (この楕円積分の計算というのは, アーベル [Ab-1826b1の結

果を有界な有限回の手順で行うためのチェビシェフ [Tc-186月のアイデアに基づく. $\rangle$

もう少し数学に立ち入って「フロベニウス予想」 $\langle$ $\mathfrak{k}\mathrm{F}\mathrm{r}-18\Re \mathrm{a}])$ の内容を見よう.

上記の記号に戻る. 体 $k$ の素イデアル $\mathfrak{p}$ から見る場合, もし最初に取った塁のかわり

に他の精 $=\mathfrak{P}^{o},$ $\mathit{0}\in G$ , を取ったなら, $\mathrm{Z}(\mathfrak{P})$ は $o^{-1}\mathrm{Z}(\mathfrak{P})_{\mathrm{G}}$ で置き換えられる ; 従っ
て $K/k$ で分岐しな\nu 伸に対しては, その上にある $K$の各素イデアルのフロベニウス自
己同型写像全体が $G$ のひとつの共役類となって確定して対応する. (特に $K\mathit{1}k$ がアー

ベル拡大, すなわち $G$ がアーベル群であれば, これらのフロベニウス自己同型写像は

すべて–致し, $\mathfrak{p}$ に対して唯–つ確定する. この両者の量感がアルティンの相互法則の

本質であった. ) このように, 基礎の数体 $k$ の数論的な要素である素イデアルが, ガロ

ア群として与えられた有限群 $G$ の代数的な構造のみで決まってしまう共役類と対応づ
けられる. ここではこれを「フロベニウス対応」 と言うことにしよう.
数論的な要員をさらに整備する. 体 $k$ の素イデアルの集合 $M$ に対して次の極限値

\Delta (胡が存在する場合にこれを $M$の「 (クロネッカー式) 密度」 という :

$\Delta(M)=s$ Jim $0^{\frac{\sum_{\mathfrak{p}\in M}\frac{1}{\mathrm{N}_{k/\mathbb{Q}}\mathfrak{p}^{S}}}{\log\frac{1}{s-1}}}$

もちろん–般の $M$ について密度 $\Delta(M)$ が存在するはずもない. 特 $l_{\mathrm{c}}^{arrow}k$ のすべての素イデ

アルの集合�幻については $\Delta\langle S(k))=1$ となる ; これは $k$ のデデキントのゼータ関数

$\zeta_{k}(s)$ 力 s $=1$ で 1位の極を持つことから従う.

定理 (チェボタリョフ) : 有限次代数的数体のガロア拡大 $K/k$ のガロア群を $G$ とする.

群 $G$ の共役類 $C$ に対し, それとフロベニウス対応する $k$ の素イデアル全体の集合を
$M\langle O$ とすると, その密度は必ず存在して $\Delta(M(c))=|C|/|G|$ で与えられる.

すなわち数論的な密度 $\Delta(M(C))$ が完全に代数的に, いわば共役類 $C$ の群 $G$ 内での「群
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論的な密度」 として確定する.
この定理は実に強力である ; 例えば $G$ の要素 $0$ を与えたとき, $G$の巡回部分群 $\langle 0\rangle$

に対応する $K$ の部分体を $F$ とし, $K/k$ に代えて $K/F$ に定理を適用すれば. $\mathit{0}$ そのもの
をフロベニウス自己向型写像にもつ $K$ の素イデアルが存在する ; のみならず, そのよう
な素イデアル全体の $K$での密度の存在も, 密度そのもの決定される.
密度定理とクロネッカーが主張した「定理」 との関連を見るために, 特別な場合を考
察する ; $k=\mathbb{Q}$ とし, $K/\mathbb{Q}$ を有限次ガロア拡大とする.
さて, $K=\mathbb{Q}(\theta)$ となる代数的整数をとり, $\theta \text{の}\mathbb{Q}$ 上での最小多項式を $F(X)$ としよう.
このとき, 素数 p のガロア拡大 $K/\mathbb{Q}$ での分解様式は $F(x)$ の mod(p) での因子分解で決
定される. すなわち, $K$ におけるイデアルによって素数 $P$ が $p=(\mathfrak{P}_{1}\mathfrak{P}_{2}\cdots \mathfrak{P}_{g})^{e}$ ,
$\mathrm{N}_{K/\mathbb{Q}}\langle$

$\mathfrak{P})=t$ , と分解されることは, $F(X)$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}(\mathrm{p}\rangle$ での因子分解が次数 fの $g$ 個の互
いに素な既約多項式の $e$乗の積であることと対応している. 従ってこの場合, $\mathbb{Z}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$

で $F(X)\underline{=}0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ が根を持つための必要十分条件は, 相対次数 fが 1であることであ
る. しかもこの場合, 根の個数は重複をこめれば必ず【K: $\mathbb{Q}\mathrm{J}$ である. 従って, $\mathbb{Z}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$

で $F(X)\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ が根を持つような $P$ の集合を $X$ とし, それが丁度 $[K:\mathbb{Q}]$ 個の根を
もつ $P$ の集合を $X(\mathrm{f}K:\mathbb{Q}])$ とすれば, $X=X(\mathrm{I}K:\mathbb{Q}])$ である. しかも, このような $P$ のな
かで $e>1$ であるものは $K/\mathbb{Q}$ で分岐するものと –致し, 有限個である. そこで, 密度
の検討には, これらを考慮のそとに置いてもさしっかえない. よって, 我々の素数の集
合 $X$ の密度 $\Delta(X)$ は $f=e=1$ となる素数 $P$ 全体の集合の密度, すなわち, フロベニウス
対応で $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/\mathbb{Q}\rangle$ の単位元に対応する素数全体の集合の密度であって, チェボタリョフ
の定理の $\Delta(M\langle\{1\}))$ と –致する. 従ってこれは存在し, $\Delta(X)=1/[K:\mathbb{Q}]$ である. よっ

てこの場合は, 確かに関係式

$[K: \mathbb{Q}]\cdot \mathrm{j}w+\mathrm{i}\mathrm{m}\frac{\sum_{p}\mathrm{t}\frac{1}{P^{1+w}}}{\log(1./_{\mathrm{W}})}=1$

が成り立ち, 特殊な場合ではあるが, クロネッカーが主張した「定理」が得られる.

始めに触れたように, チェボタリョフによるこの定理の証明の方法が, シュライヤー
[Sr-1927] による分析の助けをも得て, アルティンの相互法則の証明 ( $[\mathrm{A}\mathrm{r}- 1927]\rangle$ に大
きく寄与した. しかし, 高木 $-$アルテインの類体論は直接この定理には拠らずに証明で
き, さらに類体論 (によるアーベル拡大の存在とその特徴づけ\rangle の簡単な応用としてこ
の定理を証明することができる. ただしこのとき, チェボタリョフの方法から抽出され
たものが形をかえて類体論の証明のなかに折り込みずみであるとも言える.

我々は上で素イデアルの集合の密度を, 高木 [T-.1948] に倣って 「 (クロネッカー式)

密度」 と呼んだ. これは, 上の形に定理を定式化したフロベニウスのそもそもの出発点
に起因する. フロベニウスは 1880年のクロネッカ $-[\mathrm{K}\mathrm{r}- 1\mathfrak{B}(\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{I}$ の問題提起によって着
想を得て以来, この定式化を 1896年の [Fr-1896a] によって公表するまでに 16年を費や
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した. (チェボタリョフ [Ts-1926] によって証明が得られるまでになんとさらに 30年が
必要であった. ) 歴史を見る場合の常道ではあるが, これを理解するに当たって, 我々
は当時の数学界の状況を想像を逞しくして捉えておかなければなかろう. たとえガロア
の理論がすでに当時十分の認知を得るに至っていたとしても, 有限群論はまだまだ幼な
かった ; たとえば, 体論抜きでガロアの理論を書き上げたジョルダンの『置換論』

$\langle_{[0}\mathrm{J}\mathrm{o}- 187]\rangle$ の出版は 1870年のことであり, シローの定理 ( $[\mathrm{S}\mathrm{y}- 1872]\rangle$ が出たのはよ

うやく 1872年であった. はたして当時の誰が, 深い数論的現象を記述するに際して有
限群が本質的に有効であると考え得たろう. ガロアの理論からさらに数論的な現象の深
部にまで踏み込んだところにある事象が, ガロア群の代数的構造を用いて簡明かつ明快
に記述されてしまうなどと, 一体誰が予期していたろう.
フロベニウスはこのあと, 上で述べたように $1\Re 2$年にデデキントからイデアルの分
解法則に関しての群論的な分析のノート $\langle_{[\mathrm{D}\mathrm{e}-18}94]\rangle$ を得たあと, 1887年には, 副産
物 (?!) のシローの定理の別証明 [Fr-1887a] とともに, まず群論的な部分 [Fr-l羽 l] を

公表する. これについても, さらにフロベニウスが群指標の理論を独創するに至った背
景にあるディリシユレ [Di-1838, $- 1\mathfrak{B}9$,-18421に発する数論的な問題意識, 特に群指標の
直交関係, についても, すでにで述べた $\langle$

$\mathrm{I}\mathrm{M}-1\mathrm{R}\mathrm{b}]$ 参照) ; 群指標の理論の独創に関
してのデデキントの影響についてはホウキンス [Hk-1970, -19741が興味深い.

\S 5 クロネッカーの仕事について
最初の節の終わりでクロネッカ $-$の仕事についての高木のコメントを引いた. 誤解が
あるやも知れないので, 少し言葉を補っておく. 数学における.「定理」 は厳密な証明が
付けられて始めて「定理」であり, そこで始めて「数学的な言明」, あるいは端的に,
「数学」 になる, とする観点から見れば, このコメントは, まさに見事に, 的確にクロ
ネッカーの仕事の本質を衝いている. 高木は, 必ずしもガウス流を唯–尊んだ訳ではな
いだろうが, 数学者としての自分自身をこの意味で非常に厳密に律していたものと思わ
れる. しかも, 例の彼の「高木節」 とでも言うような語り口の背景に, 今日の並の「数
学者」 には想像もつかないほどの深く広い数学的教養を身に付けていた. 彼の常識は,
我々のものとはまったく異なっているのだ. そう単純に 「ヤマ」 などという言葉づかい
に乗ってしまうわけには行かない.
また数学史からの観点からすれば, そのように端的に切り捨てるわけには行かない.
例えば「厳密な証明」 にしても, それは当然その時点での数学界のレヴェルと相対的で
しかありえない. 高木も 「この予言者の名を冠して [クロネッケル』$\sim$ 式密度の称呼を用
いたのであ」 り, クロネッカーを単に「数学」の観点からアッサリと切り捨てられるわ
けではなかった.

とはいえ, クロネッカーの論文の多くは, 特に彼がその構築をライフワークとした代
数的数論に関するものについては, 現代から見れば, 十分に「数学的」 に書かれている
と言えるものではないかもしれない ; 恐らく当時の常識からしても. しかし, 例えば現
代の物理学者達の論文と対比して見ればわかりやすい. クロネッカーは, いまだ定義も,
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概念すらはっきりとはしていない, しかし彼にとって現代の物理学者達の見るものより
も遥かに厳然, 確固として存在する 「数学的な事実」 を発見し, それを報告しようとし
た. 彼が見たもの自体は, 例えば「一般的な関数」 , 「一般的な無限級数」 と言ったあ
やふやな, 捉え所のない新参者とは異なり, 新しいとはいえ, どこから見ても伝統的で
歴とした数学であった. 彼はそこに薪しく驚嘆すべきものを発見し, それを, 書き方と
しては「数学的」ではな $\vee\supset$ かたにせよ, なんとか報告したのであった. そこに自身の数
学者としての全身の重みをかけていた.
例えば, 有理数体上のアーベル多項式の根が 1の累乗根の有理整数係数の有理式とし
て表わされることを「発見」 して, 躊躇わずにそれを 「定理 $\langle \mathrm{s}_{\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{Z}}\rangle$ 」 として報告した

$\langle_{15}\mathrm{K}\mathrm{r}- 183$]). 有限体の扱い方を例にとれば, 彼は決してガロア流を採らず, あくまで
もガウス流にこだわり続けたろう. それは, 彼の代数体における因子論 ([Kr-lae21; 高
木 [T-19481, 附録 (三) 参照) からも想像がつく. 例えば彼は, 師でもあったクムマー
の理想数の与え方 (lKu-1845, -18471) に満足せず, そのように本質的なものは「明確な
数学的なもの」によって表示すべきであるとした ; (そしてその嗅覚は確かであった) ’

まず虚 2次体について, それを虚数乗法として持つ楕円関数の「特異モデュライ」から
得られる本物の数として虚 2次体の理想数を具現すること, および, それらの数によ
る虚 2次体の拡大が不分岐であること, を発見した $\langle_{[\mathrm{a},18}\mathrm{K}\mathrm{r}- 1857-62]\rangle$ ; さらに 「単
項化定理」 に基づく 「類体」の存在を信じて彼の代数的数論構築ひとつの大きな指針と
し, 一般の代数的数体に対して「単項化定理」を彼の流儀で定式化した $([\mathrm{K}\mathrm{r}- 1\Re 2])$ .
クロネッカ $-$ は, デデキントに比べれば, たしかに明蜥さにおいて遅れをとる. しかし,
ヒルベルトがそこから出発して彼の頭体論の構想へと進んだことは明らかである. しか

もまた, $\text{ウ_{ェ}^{}\backslash }-$バーも高木も, 先ず「クロネッカーの青春の夢」に盛付けられたのであっ
た $([\mathrm{M}- 1994]\rangle$ .
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