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1 問題

$j(\tau)$ を楕円モジュラー関数とする. まず, 1969年に Mahler が証明した結果 (の特別

な場合) を述べよう.

定理 (Mahler [6]) $\alpha$ を零ではない複素数とするとき, 4つの関数

$e^{\alpha\tau},$ $j(_{\mathcal{T}}),$ $j/(\tau),$ $j^{J\prime}(_{\mathcal{T}})$

は $\mathrm{C}(\tau)$ 上代数的独立である.

本稿で扱うのは, この定理を–般化した次の問題である.

問題 $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{m}$ を零ではない複素数とし, $\beta_{1},$

$\ldots,$

$\beta_{n}$ を零ではない複素数で $|\arg\beta_{l}1$ -

$\arg\beta_{\mathit{1}_{2}}|<\pi(1\leq\ell_{1}<\ell_{2}\leq n)$ をみたすものとする. このとき $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{m},$
$\beta_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{n}$ につい

ての適当な条件の下で, $m+3n$ 個の関数

(1) $e^{\alpha_{k^{\mathcal{T}}}},$ $j(\beta_{\mathit{1}}\tau),$ $j’(\beta lT),j^{J}J(\beta l\mathcal{T})$ $(k=1, \ldots, m;\ell=1, \ldots, n)$

の $\mathrm{C}(\tau)$ 上での代数的独立性を証明せよ.

ここで $\beta_{\ell}(\ell=1, \ldots, n)$ の偏角についての条件は, $j(\beta_{\ell}\tau)$ たちが同じ領域で定義できる

ためのものである. また, この問題を解くためには次の 2条件が必要である :

1o $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{m}$ は有理数体上 1次独立.
$2^{\mathrm{o}}\beta\ell_{1}/\beta_{l_{2}}(1\leq\ell_{1}<\ell_{2}\leq n)$ はどれも有理数ではない.

実際, 条件 $1^{\mathrm{O}}$ は $e^{\alpha_{1}\tau\ldots,\alpha_{m}\cdot\tau},e$ が $\mathrm{C}(\tau)$ 上代数的独立になるための必要十分条件であり,

条件 $2^{\mathrm{o}}$ は $j(\beta_{l_{1}}\mathcal{T})$ と $j(\beta_{\ell_{2}}\tau)$ が $\mathrm{C}$ 上代数的独立であるための必要条件である. 後者は,

モジュラー多項式から従う (Lang [5], Chap. 5を参照のこと). さらに, これらの 2条件

が (問題を解くための) 十分条件でもあることが予想される. 以下で述べるように (定理

1 の系), $m=1,$ $n=2$ の場合には確かに予想が成り立つ (ただし, $m=1$ のとき 1 $0$ は

無内容).
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注意 1 Mahler [6] の結果は, $j(\tau)$ に対してだけでなく, ある条件をみたす旧型関数
$f(\tau)$ に対して, $e^{\alpha\tau},$ $f(\tau),$ $f’(\tau),$ $f^{J\prime}(\tau)$ の $\mathrm{C}(\tau)$ 上での代数的独立性を主張するものであ
る. また, Mahler が $f(\tau)$ に課した条件は, Nishioka [8] によって緩められた. $.|$

.

注意 2 $j(\tau)\text{の}\backslash q$-展開を $J(q)$ とおく. $q$ が $0<|q|<1$ をみたす代数的数のと
き, Barre, Diaz, Gramain, Philibert [2] が証明したように $J(q)$ は超越数であり, さら

に Nesterenko [7] が証明したように $J(q),$ $DJ(q),$ $D2J(q)$ は代数的独立である (ただし,

$D=q \frac{d}{dq})$ . Bertrand [3] は, これを–般化して次のような予想をした :
$q_{1},$

$\ldots,$
$q_{n}$ が $0<|q\ell|<1$ をみたす代数的数で, かつ, これらのどの 2つも乗法独立なら

ば, $J(q_{1}),$
$\ldots,$

$J(q_{n})$ は代数的独立である.
$qp=e^{2}\pi i\beta_{l}$ とおくと, 卯についての条件は, $\beta_{1},$

$\ldots,$

$\beta_{n}$ のどの 2つの比も有理数ではない,

と読み換えられる. よって, $J(q_{l})=j(.\beta_{l})$ に注意すると, 上述した我々の予想 (の–部)

は, Bertrand の予想の関数に対する類似物とみなすことができる.

2 結果

本稿の主結果は, 次の定理である.

定理 1 $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{m},$
$\beta_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{n}$ を零ではない複素数で, 次の 2つの条件のうちの少なく

とも–つをみたすものとする. このとき, (1) の $m+3n$ 個の関数は $\mathrm{C}(\tau)$ 上代数的独立

である :
(i) $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{m}$ は有理数体上 1次独立で, かつ $0<|\arg\beta l_{1}-\arg\beta_{p}2|<\pi(1\leq\ell_{1}<\ell_{2}\leq n)$

をみたす.

(ii) $m=1$ であり, かつ $\beta_{1},$

$\ldots,$

$\beta_{n}$ は有理数体上 1次独立で同じ偏角を持つ.

系 $\alpha$ を零ではない複素数とし, $\beta_{1},$ $\beta_{2}$ を, 比が有理数ではない複素数で $|\arg\beta_{1}$ -

$\arg\beta_{2}|<\pi$ をみたすものとする. このとき, 7つの関数

$e^{\alpha\tau},j(\beta_{1^{\mathcal{T}}}),j’(\beta_{1^{\mathcal{T}}}),j^{\prime J}(\beta_{1}\mathcal{T}),j(\beta 2\mathcal{T}),j/(\beta_{2}\mathcal{T}),j’’(\beta 2^{\mathcal{T}})$

は $\mathrm{C}(\tau)$ 上代数的独立である.

もう –つ, $j(\tau)$ の導関数を含まない次の結果を述べておく :

定理 2 $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{m}$ を零ではない複素数とし, $\beta_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{n}$ を零ではない複素数で $|\arg\beta_{\ell_{1}}-$

$\arg\beta_{l_{2}}|<\pi(1\leq\ell_{1}<\ell_{2}\leq n)$ をみたすものとする. これら $m+n$ 個の数が有理数体上
1次独立のとき, $m+n$ 個の関数

$e^{2\pi i\alpha \mathcal{T}},$

$\ldots,$

$e12\pi i\alpha m\tau,j(\beta_{1}\mathcal{T}),$ $\ldots,i(\beta n^{\mathcal{T})}$

は $\mathrm{C}(\tau)$ 上代数的独立である.

定理 1 の証明は, $j(\tau)$ の保型性を使った Mahler に負う議論および Kronecker の近似
定理 (Hardy-Wright [4], Theorem 442) を使った議論からなる. 定理 2 の証明は, $j(\tau)$

の $q$-展開を使うだけでできる. 詳しくは, [1] をご覧ください.
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