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導入

$b$ 群 $G$ が次を満たすと仮定する。

(i) $G$ の不変領域を $\Delta_{G}$ とする。 このとき、 $\infty\in\Delta_{G}$ である。
(ii) $G$ の極限集合 $\Lambda(G)$ の対数的容量は 1である。
(iii) $R:=\Delta_{G}/G$ は種数 $P$ のコンパクトリーマン面である。
(iv) $\sigma_{G}:=\{\gamma_{j}\}_{j1}^{k_{0}}=$ を $R$ 上の $G$ から得られた分割曲線系 (次の章参照) と

する。 このとき $R- \bigcup_{j=}^{k_{0}}\gamma 1\dot{j}$ の成分にパンツを含む。

定理の主張を述べる為に少し記号を準備する。 $R- \bigcup_{j1^{\gamma j}}^{k_{0}}=$ の成分である
パンツを { $P_{1},$

$\ldots$ , Ps}、耳の境界となる測地線を $\gamma_{k,j^{\text{、}}}$

.
その長さを l妬と

する。

[主定理] 次の不等式が成立する。

Area
$( \mathrm{C}\backslash \Delta c)\geq\pi\sum A(R;\iota_{k,1}, lk,2, \iota k,3)k=1$ (1)

ここで、 Area$(E)$ は集合 $E\subset \mathrm{C}$ のユークリッド面積、

$A(R;lk,1, \iota_{k},2,\iota k,3):=16\{\sum_{i=1}^{3}a(\sinh^{2}(\iota_{k},j/2),$ $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(R)+\delta(k,j))\}^{-1}$

$a(x,d):=x\cosh^{2}d(X\cosh^{2}d+1)^{2}/(1+x)$

$\cosh(\delta(k,j)):=\frac{(L_{k,1^{+}}^{2222}LL_{k},+2L_{k},1L_{k},2L_{k},-1)^{1}/k,2^{+}33}{\sinh(\iota k,j/2)}$

ここで、 $L_{k,m}=\cosh(\iota_{k,m}/2)(m=1,2,3)$ そして diam$(R)$ は $R$ の双曲的
直径である。特に $M>0$ と $l_{k,j}<M,$ $j=1,2,3$ となる $゙k\in\{1, . . , , s\}$ が
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存在すれば、 $R$ と $M$ のみに依る正の数 $K$ が存在して、

Area$(\mathrm{c}\backslash \Delta_{G})\geq K$

が成り立つ。

今 $\hat{\mathrm{C}}\backslash \Lambda(G)$ の無限遠点を含む成分 $\triangle c$ は単連結であるので、上の条件

(ii) は次の条件 $(\mathrm{i}\mathrm{i}’)$ に言い替えられることが知られている (cf. Ahlfors [2,
$\mathrm{p}27])$

。

$(\mathrm{i}\mathrm{i}’)\Sigma:=\{|z|>1\}\cup\{\infty\}$ から $\Delta_{G}$ への等角写像 $f$ で、 無限遠点の近傍で

$f(z)=z+O(1)$ となるものが存在する。

次の系は Gronwall の面積定理 (Sugawa [12, p.10]) により明らかである。

系 1. $G$ を終端. $b$ 群、 $f$ を条件 $(\mathrm{i}\mathrm{i}’)$ の様にとる。 $f$ が $z=\infty$ で展開

$f(z)=Z+b0+ \sum_{n=1}^{\infty}b_{n}z^{-}n$

を持てば、

$n \sum_{=1}^{\infty}n|b_{n}|2\leq 1-\sum A(R;\iota_{k,1}, lk,2, \iota_{k,3})k=l1$ (2)

が成立する。

このことから次の系も得る。

系 2. $G,$ $f$ を上の系のようにとる。 このとき

$|| \{f, -\}||\leq\frac{3}{2}(1-\sum_{k=1}^{S}A(R;lk,1, \iota k,2, lk,3))^{1/}2$ (3)

である。 ここで、 $s_{f}$ は $f$ のシュワルツ微分

$\{f, z\}=(\frac{f’’(z)}{f’(z)}.)’-\frac{1}{2}(\frac{f’’(z)}{f(z)},)^{2}$ ,

$||-||$ はその双曲的上限により定義される $S_{f}$ のノルムである :

$|| \{f, -\}||=\sup_{z\in\Sigma}(|z|^{2}-1)^{2}|\{f, z\}|/4$ .

このノートは次のように構成される。第 1章ではクライン群、特に b-群に

関する言葉の定義を諸性質を与える。第 2章では主定理を証明するための補
題を与える。第 3章では主定理を証明する。第 4章では、 主定理の用いてコ

コンパクトフックス群のタイヒミュラー空間の Bers 境界内にある、終端 b-

群の列の極限が全退化群であるための十分条件も与える。
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1 準備

この章の内容は Abikoff [1], Bers [3], [4], 伊藤, 今吉, 小森, 宮地, 山本 [7],

Kra [9], Maskit [ $14|,$ [ $15|$ を参照せよ。

$G$ をメビウス変換群 M\"ob $(\hat{\mathrm{C}})$ の部分群とする。 $\Omega(G)$ を $G$ の不連続領域

とする。 このノートでは $G$ がクライン群であるとは $\Omega(G)\neq\emptyset$ を満たすも

のとする。
$\Delta$ を $\Omega(G)$ の成分とする。 $G_{\Delta}$ で $\Delta$ の固定化群、即ち、 $G_{\Delta}=\{g\in G|$

$g(\Delta)=\Delta\}$ とする。 $\Omega(G)$ の成分 $\Delta$ で、 $G_{\Delta}=G$ を満たすとき、 $\Delta$ と $G$ の

不変成分という。有限生成クライン群 $G$ が単連結な不変成分を持つとき、 $G$

を $b$ 群という。 この時、 $b$ 群の不変成分は高々 2個しかないことが知られて

いる。それの–つを $\Delta_{G}$ と書く (二つのときは適当に–つとる) 。

非初等的 $\mathrm{b}$ 群 $G$ が正則 (regular) であるとは式

HArea$(\Omega(G)/G)=2\mathrm{H}\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(\Delta c/G)$

を満たすときにいう。 ここで、 $\mathrm{H}\mathrm{A}\Gamma \mathrm{e}\mathrm{a}(x)$ は $X$ の双曲的面積である。 非初

等的 $\mathrm{b}$ 群 $G$ が全退化群であるとは $\Omega(G)=\Delta_{G}$ であるときにいう。最後に、

群 $G$ が終端 $\mathrm{b}$ 群であるとは、 $G$ は正則な $\mathrm{b}$ 群であり、かつ不変成分以外の

$\Omega(G)$ の成分 $\Delta$ の固定化群 $G_{\Delta}$ が三角群、即ち、 各 $G_{\Delta}$ が階数 2の主合同

部分群
$\langle_{Z\vdash\not\simeq Z}+2, Z-\neq z/(-2_{Z+}1)\rangle$

と M\"ob $(\hat{\mathrm{C}})$ -共役である、ときにいう。
$\Sigma:=\{|z|>1\}\mathrm{U}\{\infty\}$ とする。 $\mathrm{b}$ 群 $G$ に対して、 $f$ を $\Sigma$ から $\Delta_{G}$ へ

の等角写像とする。 $H:=f^{-1}Gf$ を $G$ のフックス群モデルという。放物的

元 $g\in G$ が潜在的放物型変換であるとは、ある双曲型元 $h\in H$ が存在して

$g=fhf^{-1}$ となるときにいう。 このとき、 $f$ による $h$ の軸の像を $g$ の軸と

いい、 $A_{g}$ と書く。 これは、 $g$ によって決まり、 $H$ , 即ち $f$ の取り方によらな

い。 相異なる $G$ 内の潜在的放物型変換 $g_{1},$ $g_{2}$ について、 $A_{g_{1}}=A_{\mathit{9}2}$ である

か、 $A_{g_{1}}\cap A_{g_{2}}=\emptyset$ が知られている。特に $g_{1}$ と $g_{2}$ が $G$ 内で共役でなければ
$A_{\mathit{9}1}\cap A_{\mathit{9}2}=\emptyset$ である。 $\Delta_{G}$ からすべての潜在的放物型変換の軸を除いたも

のを、 $\bigcup_{i=1}^{\infty}\Delta_{i}$ ( $\Delta_{i}$ は連結成分) とする。各 $\Delta_{i}$ を構造領域という。そして、

$\Delta_{i}$ の $G$ 内での固定化群 $G_{\triangle:}$ を $G$ の構造部分群という。 さらに $G$ が正則

な $\mathrm{b}$ 群の場合、 $G_{\Delta_{i}}$ はある $\Omega(G)-\triangle c$ の成分の固定化野であり、 逆に、任

意の $\Omega(G)-\Delta_{G}$ の成分の固定化群はある構造部分群 $G_{\triangle_{i}}$ に–致する事が知

られている。特に、 $G$ が終端 $\mathrm{b}$ 群のときには、 $G$ のすべての構造部分群は三

角群である。更に、 $G$ のすべての構造部分群が全退化群の時 $G$ は全退化群

である。

$G$ の元 $g$ が原始的であるとは、方程式研 $=g$ を $G$ 内で考えたとき、根

が $n=\pm 1$ かつ、 $h=g^{\pm 1}$ であるときにいう。
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$G$ を $\mathrm{b}$-群とする。 このとき、 $G$ 内に原始的潜在的放物型変換 $g_{1},$ $\ldots,$ $g_{k_{\text{。}}}$

が存在して次が成立する。

(i) $i\neq j$ であれば、 $g_{i}^{\pm 1}$ と $g_{j}^{\pm 1}$ は互いに共役でない。
.

(ii) $G$ 内の任意の潜在的放物型変換はある $g_{i}$ のべきに $G$ 内で共役である。

この $\{g_{k}\}_{k}k_{0=1}$ を $G$ の潜在的放物型変換の基底という。 $\pi$ を $\Delta_{G}$ から $\Delta_{G}/G$

への射影とするとき、 $\gamma_{i}:=\pi(A_{g}.\cdot)_{\text{、}}\{\gamma_{i}\}_{i=}^{k_{0}}1$

.
は $\Delta_{G}/G$ 上の互いに交わらず

かつ自由ホモトピックでなく、 $\Delta_{G}/G$ の点に変形出来ない曲線族である事が

知られている。更に、 曲線族 $\{\gamma_{i}\}_{i=1}^{k_{0}}$ は $\{g_{i}\}_{i=1}^{k_{0}}$ の取り方に依らず、 $G$ のメ

ビウス変換の共役類にのみに依存する。 この曲線族をこのノートでは $G$ か

ら得られた分割曲線系という。 $G$ が $\Delta_{G}/G$ が種数 $p.\text{のコンパクトな面であ}$

る終端 $\mathrm{b}$-群とすると $k_{0}=3P-3$ である。 この際、 $\Delta_{G}/G-\bigcup_{i=1}^{3p-3}\gamma_{i}$ の各成

分 $P_{k}(k=1, \ldots, 2p-2)$ はパンツ、即ち球面から 3つの円板を除き、 さら

にその境界は (ボアンカレ) 測地線であるような面と境界付きリーマン面と

して等角同値な面、である。 この構成法から各 $k=1,$ $\ldots,$ $2p-2$ に対して、
$\pi^{-1}(P_{k})$ の成分は構造領域であることがわかる。

2 いくつかの補題

ここでは主定理を証明するためのいくつかの補題を与える。

放物的元 $A,$ $B\in \mathrm{M}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}(\hat{\mathrm{C}})$ で固定点 Fix$(A),$ $\mathrm{F}\mathrm{i}_{\mathrm{X}(B)}$ が異なり、更に、 $AB$

が放物的元となるものとする。このとき、群 $F=\langle A, B\rangle$ は三角群になる (下

の補題 4をみよ) 。 特に、 $F$ はフックス群である。 ここで、 $\Omega(F)$ は無限遠

点 $\infty$ 含むと仮定する。 $\Omega_{0}(F)$ を $\Omega(F)$ の成分で、 無限遠点を含まないほう

とする。 このとき、 次が成立する。

補題 1. $\Omega_{0}(F)$ のユークリッド面積は次で与えられる :

Area$(\Omega 0(F))$ $=$ $4\pi/\{2(cAcB+CB^{C}AB+cAB^{C}A)-(_{C_{A^{+c}B^{+}}}22)c^{2}AB\}$

$\geq$ $4\pi/(c_{A^{+}B}^{2}C^{2}+c_{AB})2$

ここで、 $g(z)=(az+b)/(cz+d)$ , (ad-bc $=1$ ) に対して、 $c_{g}=|c|$ と書く。

この補題は次の二つの補題からすぐにわかる。

補題 2. [cf. Kra [9, $\mathrm{p}570,\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}12.1]$] 放物的元 $A,$ $B\in \mathrm{M}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}(\hat{\mathrm{C}})$ で

固定点 Fix $(A),$ $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(B)$ が異なり、更た、 $AB$ が放物的元となるものとする。

この時、 Fix$(A)=a,$ $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(B)=b,$ $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{X}(AB)=c$ とすると、 $A,$ $B,$ AB は

$\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathrm{c})$ の表現で $A=M(a, b, c),$ $B=M(b, c, a),$ $(AB)-1=M(c, a, b)$ と

書ける。 ここで、

$M(ab)’ c)=[_{\frac{-\frac{2a(b-c)}{2(b-\mathrm{C})^{(}(a-b)a-C)}-}{(a-b)(a-c)}}^{-1}$ $-1 \frac{2a^{2}(b-c)}{(a-,+\frac{b)(a-2a(b\sim c)c)}{(a-b)(a-C)}}.]$
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である。

補題 3. 三辺の長さが $x,$ $y,$ $z>0$ の三角形の外接円の面積は次で与えられる :

Area
$(D)= \frac{\pi}{2(_{\overline{x}^{7}}1+_{\overline{y}^{T}}11+_{\overline{z}^{T}})-(\overline{y}zzxxy=\tau\tau x2+\#+_{\pi^{z^{2})}}2}$

次はよく知られている (cf. Kra [9]) 。

補題 4. $A,$ $B\in \mathrm{M}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}(\hat{\mathrm{C}})$ を放物型元として次を満たすとする。

(i) $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{X}(A)\neq \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(B)$
。

(ii) AB は放物型元である。

このとき、 群 $\langle A, B\rangle$ は三角群である。

補題 5. $A\in \mathrm{M}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}(\Sigma),$ $(A(\infty)\neq\infty)$ と放物型元 $g\in \mathrm{M}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}(\hat{\mathrm{C}})$ が次を満たす

とする :

$z=\infty$ の近傍において $f(z)–Z+O(1)$ なる $\Sigma$ 上の単葉関

数 $f$ が存在して、 $\Sigma$ 上 $g\circ f=f\circ A$ を満たす。

この時、次が成立する。

$c_{g}^{2} \leq\frac{4(1-|A’(0)|)}{\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(A)|A(\mathrm{o})|^{3}}$, (4)

[証明] $A(\infty)\neq\infty$ なので、 $g(\infty)\neq\infty_{\text{、}}$ したがって、 $c_{A},$ $c_{g}\neq 0$ である。

$\{b_{k\iota}\}_{k,l=1}\infty$ を $f$ の Grunsky 係数とする。Grunsky 係数の定義から、

$g(\infty)-g-1(\infty)=f(A(\infty))-f(A^{-}1(\infty))$

$=(A( \infty)-A-1(\infty))\exp\{-\sum_{k,l=1}^{\infty}bk\iota A(\infty)-k(A^{-}1(\infty))^{-l}\}$

$=(A( \infty)-A-1(\infty))\exp\{-\sum_{k,l=1}^{\infty}bk\iota\overline{A(0)}k\overline{A^{-1}}((0))^{\iota}\}$ .

である。今、 計算により、

$|A( \infty)-A-1(\infty)|^{2}=\frac{\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(A)|A’(0)|}{1-|A(0)|},$.
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であるので、 Grunsky の不等式 (Sugawa [12, $\mathrm{p}.41]$ ) により次が成立する。

$\frac{|\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(g)|}{c_{g}^{2}}=|g(\infty)-g-1(\infty)|2$

$=|A( \infty)-A-1(\infty)|2\exp\{-2{\rm Re}(_{k,l=1}\sum^{\infty}b_{k}\downarrow\overline{A(\mathrm{o})}^{k}(\overline{A^{-}1(0)})^{l}\mathrm{I}\}$

$\geq\frac{\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(A)|A\prime(\mathrm{o})|}{1-|A(0)|},\exp\{-2(_{k}\sum_{=1}^{\infty}\frac{|A(0)|^{2k}}{k}\sum_{=k1}\infty\frac{|A^{-1}(0)|.2k}{k}.\cdot.)^{1/}2\}$

$= \frac{\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(A)|A’(0)|}{1-|A(0)|},\exp\{-2\sum_{k=1}^{\infty}\frac{|A(0)|^{2k}}{k}\}$

$= \frac{\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(A)|A’(0)|}{1-|A’(0)|}\exp \mathrm{f}^{2\log}(1-|A(\mathrm{o})|^{2})\}$

$=. \frac{\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(A)|A’(0)|(1-|A(\mathrm{o})|^{2})^{2}}{1-|A(0)|},=\frac{\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(A)|A’(\mathrm{o})|^{3}}{1-|A(0)|}$,

ここで、 $\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(g)=4$ なので式 (4) を得る。 口

3 主定理の証明

$G$ を $R=\Delta_{G}/G$ が種数 $P$ のコンパクトリーマン面となる $\mathrm{b}$ 群とする。
$\{\gamma_{i}\}_{i=}^{k0_{1}}$ を $G$ から得られた分割曲線系とする。 $\{P_{1}, \ldots, P_{s}\}$ を $R\backslash \sigma c$ のパ

ンツである成分とする。ここで、 $P_{k}$ の境界となる測地線を $\{\gamma k,i\}_{i}=1,2,3$ と書

く。 各 $k=1,$ $.‘$ . $,$

$s$ に対して、 $\{\dot{G}_{k,i}\}_{i=1}\infty$ を $P_{k}$ のリフトとなる構造領域の

固定化群となる構造部分群の族とする。
$f$ を $\Sigma$ から $\Delta_{G}$ への等角写像で、無限遠点の近傍で $f(z)=z+O(1)$ と

正規化されているものとする。 $H:=f^{-1}Gf$ , Hk,i=f-lGk,がとする。作り
方より、 $H_{k,i}$ は $\Sigma$ に作用する $(0,0,3)$ 型のフックス群である。耳は $\Sigma/H_{k,i}$

の—–ルセン核と同–視できる。

補題 6. 各 $k=1,$ $\ldots,$
$s$ に対して、次を満たす $H$ の部分群 $H_{k,i_{k}}$ と $H_{k,i_{k}}$

の生成元系 $\{C_{k,j}\}_{j=}1,2,3$ が存在する :

(i) $\pi\circ f(\mathrm{A}_{\mathrm{X}}(o_{k},j))=\gamma_{k,j}(j=1,2,3)$ である。 ここで. $\mathrm{A}\mathrm{x}(C_{k},j)$ は $C_{k,j}$

の軸である。

(ii) $C_{k},{}_{3}C_{k},{}_{2}C_{k},1=id$

(iii) $d(C_{k,j})\leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(\Delta_{G}/G)+\delta(k, j)$, ここで、

$\cosh(\delta(k,j))=’\frac{(L_{k,1}^{2}+L_{k}^{2}L2+k,32Lk,1L_{k},2Lk,3^{-}1)^{1/2}2^{+}}{\sinh(\iota_{k,j/2})}$,

$l_{k,m}$ は $\gamma_{k,m}$ の双曲的長さ、 $L_{k,m}=\cosh(l_{k,m}/2)(m=1,2,3)$ そして、

diam$(\Delta_{G}/G)$ は $(\Delta_{G}/G)$ の双曲的直径である。
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この補題を証明するために双曲幾何からの次の補題を与える。少し計算を
必要とするが、証明は省略する (Buser [6] の $\mathrm{p}40$ , Theorem 243及び、双

曲直角五角形に関する公式 (Buser [6] $\mathrm{p}39$ . Theorem 234) を参照せよ)
。

補題 7. 直角双曲六角形 $D$ , その辺を順番に $a,$ $\gamma,$ $b,$ $\alpha,$ $c,$ $\beta$ とする。 $a$ と

$\alpha_{\text{、}}$
$b$ と $\beta_{\text{、}}c$ と $\gamma$ にそれぞれ直交する $D$ 内の測地線 $d_{a},$ $d_{b},$ $d_{c}$ について、

次が成立する :

(1) 三線 $d_{a},$ $d_{b},$ $d_{c}$ は $D$ 内の–点で交わる。

(2) 各辺の長さを同じ記号で書くとき、

$\cosh d_{a}=\frac{(L_{a}^{22}+L_{b}+L^{2}2L_{a}C^{+}L_{b}L_{c}-1)^{1/2}}{\sinh a}$ ,

ここで、 $L_{a}=\cosh a,L_{b}=\cosh b,$ $L$
。

$=\cosh c$ である。

[補題 6の証明] $\pi\circ f=\hat{\pi}$ とする。 $R:=\Sigma/H,$ $p0:=\hat{\pi}(\infty)$ とする。

今、 $k=1,$ $\ldots,$ $2p-2$ を固定する。 各 $P_{k}$ を構成する、 2枚の等長的な直
角双曲六角形を $D_{k},$ $D_{k}’$ とする。 $D_{k}$ の辺を境界に沿っての順番に $\gamma_{k,1}’,$ $\alpha k,1$ ,
$\gamma_{k,2}’,$ $\alpha k,2,$ $\gamma k,3’,$ $\alpha_{k,3}$ とする。 ここで、 $\gamma_{k,j}’$ は $P_{k}$ の境界 $\gamma_{k,j}$ の–部であると
する。そして、 $d_{k,j}$ で、 $\gamma_{k,m}’$ と $\alpha_{k,j}$ と直交する $D_{k}$ 内の (したがって、 $P_{k}$

内の) 測地線とする。 この時、 補題 7により、三線 $d_{k,1},$ $d_{k,2},$ $d_{k,3}$ は $D_{k}$ 内

の–点惣で交わり、さらに、それらの長さ $\delta(k$ ,のは補題 6内の式、

$\cosh(\delta(k,j))=\frac{(L_{k,1}^{2}+L^{22}+L_{k}+2L_{k},1L_{k},2Lk,3^{-}1)^{1/2}k,2,3}{\sinh(lk,j/2)}$ ,

を満たす。

各 $j=1,2,3$ について、 $d_{k,j}$

,

の–部と $\gamma_{k,j}$ を結ぶことにより、鎌を基点
に持つ $P_{k}$ の基本群 $\pi_{1}(P_{k},p_{k})$ の元 $[\tilde{C}_{k,j}/]$ で、 $\pi_{1}(P_{kp_{k}},)=\langle[\tilde{C}_{k,j}’]\rangle$ かつ関

係式 $[\tilde{c}_{k,1}’][\tilde{c}_{k,2}’][\tilde{c}_{k,3}/]=1$ を満たすようにとることが出来る。

さて、 直径の定義により、 $p0$ と森を結ぶ測地線 $\beta_{k}$ で、 その長さが直

径以下のものがある。 このとき $[\tilde{C}_{k,j}]=[\beta_{k}\tilde{C}_{k,j}\beta^{-1}k]$ は $\pi_{1}(R,p_{0})$ の元であ

る。 $p0$ を通る閉曲線に対して、 $\infty$ を始点とするリフトとなる曲線から定義
される $\pi_{1}(R,p_{0})$ と $H$ との標準的同型により、 $[\tilde{C}_{k,j}]\in\pi_{1}(R,p_{0})$ に対して、

$C_{k,j}\in H$ をとる。 $H_{k}’:=\langle C_{k},, {}_{1}C_{k},2, C_{k,2}\rangle$ とする。構成法から群 $H_{k}’$ はある

$H_{k,i_{k}}\}_{\mathrm{c}}^{}$ –致する。 ここで、 $\beta_{k}$ の $\infty$ を始点とするリフトの終点を $\tilde{p}_{k^{\text{、}}}$ $\triangle_{k}^{l}$

を $\tilde{p}_{k}$ を含む、 $\hat{\pi}^{-1}(P_{k})$ の成分とする。 この時明らかに $H_{k}’$ は $\triangle_{k}’$ の固定化

群である。 $H_{k}’$ は $\triangle_{k}’$ の固定化群であり、 $\triangle_{k}:=f(\Delta_{k}’)$ は $G$ の構造領域であ

る。 更に、 $\hat{\pi}(\triangle_{k}’)=P_{k}$ なので、 $\pi(\triangle_{k})=P_{k}$ である。 したがって、 $f^{-1}H_{k}’f$

は $\pi^{-1}(P_{k})$ のある成分に関する固定化群 $G_{k,i_{k}}$ と–致する。構成法から、群
$H_{k,i_{k}}$ とその生成系 $\{C_{k,j}\}_{j=}^{3}1$ は補題 6の主張を満たす。 口
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[主定理の証明] 簡単な計算により双曲的元 $A\in \mathrm{M}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}(\Sigma)$ に対して、

$|A’(0)|=4/(\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(A)-4\tanh 2(d(A)))\cosh^{2}(d(A))$ . (5)

が成立することがわかる。各 $k=1,$ $\ldots,$
$s$ について補題 6のように $H$ の

部分群 $H_{k,i_{k}}$ と $H_{k,i_{k}}$ の生成元系 $\{C_{k,j}\}_{j2,3}=1$, をとる。明らかに $G_{k,i_{k}}$ $:=$

$f^{-1}H_{k,i_{k}}f$ は $G$ の構造部分群である三角群で、 $g_{k,j}:=f^{-1}Ck,jf$ は $G_{i,k}$ の

生成元でかつ $g_{k,1},$ $g_{k,2}$ そして $g_{k,3}=\{gk,1gk,2\}^{-}1$ は放物型である。したがっ

て、 5と式 (5) により、

$c_{\mathit{9}k,j}^{2} \leq\frac{4(1-|c_{k}\prime,j(0)|)}{\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(ck,j)|C_{k,j}(\mathrm{o})|^{3}},$

.

$\cdot$

:.

$=. \frac{(\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(c_{k,j})-.4.)(\mathrm{t}\mathrm{r}2(c_{k,j})-4\tan\grave{\mathrm{h}}^{2}(d(Ck,j)))^{2}\cosh^{6}(d(c_{k,j}))}{16\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(o_{k,j})}.\cdot$

$= \frac{(\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(C_{k,j})-4)((\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(c_{k,j})-4)\cosh^{2}(d(ok,j))+4)2\cosh^{2}(d(c_{k,j}))}{16\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(C_{k,j})}$

$=c(\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(ck,j),$ $d(c_{k},j))/16$

である。故に補題 1, 6と各 $k=1,$ $\ldots,$
$s$ について上のことが成立し、そして

$k\neq l$ であれば $\Omega_{0}(G_{k,i}k)\cap\Omega_{0(}G_{l},il)--\emptyset$ であるので主定理が成立する。 口

4 主定理の応用

この章では主定理を用いて、ココンパクトフックス群 $G$ のタイヒミュ

ラー空間 $T(G)$ の Bers 境界内にある、終端 b-群の列の極限が全退化群であ
るための条件を与える。その前に主張と証明白で用いる記号と言葉を定義す

る。 $G$ は $\Sigma$ に作用しているとする。 $B(G)$ を $G$ に関する $\Sigma$ 上の 2次微分

に双曲的上限 $||-||$ によるノルムを入れることで定義されるバナッハ空間と
する。Bers の埋め込みにより $T(G)$ は $B(G)$ の部分領域と考える。その相対

境界 $\partial T(G)$ を Bers 境界と呼ばれる。 $\varphi\in\overline{T(G)}$ に関して、 $\Sigma$ 上の単葉関数
$W_{\varphi}$ を次を満たすものとする :

$\circ z=\infty$ の近くで、 $W_{\varphi}(z)=z+o(1)$ である。

$\circ\{W_{\varphi}, z\}=\varphi,$ $z\in\Sigma$
。

$\chi_{\varphi}(g)=W_{\varphi}g(W_{\varphi})-1,$ $g\in G$ とする。 このとき、 $\chi_{\varphi}$ は $G$ と $G_{\varphi}:=$

$W_{\varphi}G(W_{\varphi})^{-1}$ の問の同型を与える。 $\varphi\in\partial T(G)$ について、 $G_{\varphi}$ は $\Delta_{\varphi}$ $:=$

$W_{\varphi}(\Sigma)$ を不変成分とする $\mathrm{b}$-群である。以下、 $\varphi\in\partial T(G)$ について、 $G_{\varphi}$ が

終端 $\mathrm{b}$-群もしくは、全退化群であるとき、 $\varphi$ が終端 b群もしくは、全退化群
であるという。

.
終端 b-群 $\varphi\in\partial T(G)$ について、 $C_{\varphi}$

.
を $G_{\varphi}$

.
の潜在的放物的元より得られ

る $R:=\Sigma/G$ 上の極大分割曲線族とする。 $\Phi:=\{\varphi_{n}\}_{n1}^{\infty-}=$ を $\partial T(G)$ 内の終
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端 $\mathrm{b}$-群により構成される列とする。 $G$ の元 $g$ が次の (1)$-(3)$ も満たすとき、
$\Phi$ に関して無限交差性を満たすと言う :

(1) $g$ は原始的双曲面元である。

(2) $g$ の軸から与えられる $R$ 上の測地線 $\gamma_{g}$ は単純閉曲線である。

(3) 任意の $L>0$ について

$\#\{C\in\bigcup_{n=1}^{\infty}c\varphi_{n}|l(C)>L, i(C, \gamma_{g})\geq 1\}=\infty$

が成立する。 ここで、 $\#\{-\}$ はその集合の濃度、 $l(C)$ は $C$ の双曲的長
さそして、 $i(C, \gamma_{g})$ は $C$ と $\gamma_{g}$ の交点数である。

以上の準備の下で、 この章で証明する命題を与える。

定理 1. $\Phi:=\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ を $\partial T(G)$ 内の終端 b群により構成される列とする。
$\Phi$ は $\varphi_{0}\in\partial T(G)$ に収束するとする。更に次を仮定する

(1) $narrow\infty$ のとき、 Area$(\mathrm{C}\backslash \Delta_{\varphi_{n}})arrow 0$ である。

(2) $g\in G$ が $\Phi$ に関して無限交差性を満たすとする。 このとき正の数 $\epsilon(g)$ ,
$N(g)$ が存在して、 $\chi_{\varphi_{n}}(g)$ が斜航的であるような $n>N(g)$ について
$|\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(x_{\varphi_{n}}(g))-4|>\epsilon(g)$ が成立する。

このとき、 $\varphi_{0}$ は全退化群である。

定理の証明のために次の補題を与える。

補題 8. $\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}\subset\partial T(G)$ を終端 b群により構成される列とする。 このと
き、 次を満たす部分列 $\{\varphi_{n_{j}}\}_{j=1}^{\infty}$ がとれる :{ $C_{1},$

$\ldots,$
$c_{3p-\mathrm{s}\}}$ なる $R$ 上の測

地線からなる極大分割曲線系、斜 $k_{0}\in\{0,1, . , . , 3p-3. \}$ そして、 $R$ 上の自

己同相写像 $f_{j}$ が存在して、次の (1) から (4) が成立する。

(1) $C_{\varphi_{n_{j}}}=\{f_{j}(C_{k})\}_{k1}3p-3=$ 。

(2) $k_{0}>0$ のとき、 $1\leq k\leq k_{0}$ であれば、 $jarrow\infty$ で、 $|l(fj(C_{k}))|arrow\infty$ で

ある。

(3) $k_{0}<3p-3$ のとき、 $k\geq k_{0}+1$ であれば、 $j\geq 1$ について $f_{j}(C_{k})=C_{k}$

である。

(4) 各 $f_{j}$ は $R\backslash \cup k\geq k_{0}+1ck$ の成分を固定する。

さらに加えて、 $\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ について、 $narrow\infty$ のとき、 Area$(\mathrm{C}\backslash \triangle_{\varphi_{n}})arrow 0$

を仮定すると次が成立する。

(5) $R\backslash \cup k\geq k_{\text{。}}+1Ck$ の成分はパンツではない。

[証明] コンパクトリーマン面上の極大分割曲線系から得られるグラフ (cf.

Kra [9] and 伊藤, 今吉, 小森, 宮地, 山本 [7, 第 3章] $)$ の個数は有限個なので、
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$\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ の部分列 (それも同じ記号で書く) を適当にとって $C_{\varphi_{n}}$ から得られ

るグラフはすべて–致するとしてよい。
ここで、 $C_{\varphi_{1}}=\{C_{1}^{l}, \ldots, c_{3p-3}’\}$ とすると次が成り立つ。

(a) 各 $n$ について $h_{n}$ なる $R$ の自己同相写像が存在して、 $C_{k,n}’:=h_{n}(C_{k}’)$

は $R$ 上の測地線であり、 $\{C_{k,n}/\}_{k=}^{3p}-3=c_{\varphi}1n$ である (cf. Buser [6])。

更に適当に部分列をとり (同じ記号で書く) 、 そして必要ならば {C\’i,. .. ,
$C_{3p-\mathrm{s}}’\}$ の番号を適当に変えることにより、次を満たすとしてよい。

(b) 数 $k_{0}\in\{0,1, \ldots, 3p-3\}$ と正の数 $M$ が存在して、

(b-1) $narrow\infty,$ $1\leq k\leq k_{0}$ のとき、 $l(C_{k,n}’)arrow\infty$ である。

(b-2) $k\mathit{0}+1\leq k\leq 3p-3$ のとき、 $\mathit{1}(C_{k,n}’)<M$ である。

ここで、 $k_{0}=0,3p-3$ もありうるがそのときはそれぞれ (i), (ii) は起こ
らないとする。

$R$ 上の、長さが $M$ 以下であるような単純閉測地線のなす集合 $C_{M}$ は有限集
合なので (cf. Buser [6]) $\text{、}$ 帰納的に次のような $.\{\varphi_{n}\}_{n=1}\infty$ の部分列 $\{\varphi_{n_{j}}\}_{j=1}^{\infty}$

がとれる。

(c) $k\geq k_{0+}1$ について、

(c-1) $j,$ $l\geq 1$ であれば $C_{k,j}’=C_{k,\iota}’$ である。

(c-2) $P$ を $R \backslash \bigcup_{k\geq+}k_{\text{。}}1C_{k}’$ の成分とすると $h_{n_{j}}(P)=h_{n_{k}}(P)$ が成立する。

$k_{0}=3p-3$ の時は (c-1) は起こらない。

実際 (c) は次のようにして示される。 $k_{0}=3P-3$ の時は明らかに (c-1) は
起こらない。 このとき、 $R \backslash \bigcup_{k\geq 1}$

.
$k\text{。}+C/k$ の成分は $R$ 自身であるので、 (c-2) も

明らかである。以下 $k<3p-3$ で考える。 (b-2) により、 $\{C_{k_{\text{。}}+n}’\}1$, $n=1\infty\subset C_{M}$

である。 したがって、適当に部分列をとる (同じ記号で書く) と $j,$ $l\geq 1$ に

ついて $C_{k_{0}+1,j}’=C_{k\mathrm{o}+1,l}’$ と出来る。 同様にこの部分列について $k=k_{0}+2$

にこの操作をおこなう。この操作を $k=3p-3$ まで繰り返すと (c-1) が成立
するように $\{\varphi_{n}\}_{n=1}\infty$ の部分列がとれる。 ここではそれも同じ記号で書く。

分割 $R \backslash \bigcup_{k\geq k}\text{。}+1C_{k}$’を $P_{1},$
$\ldots,$

$P_{s}$ と書く。 (i) により分割 $R\backslash \cup k\geq k\text{。}+1C\prime k,n$

は $n$ に依らない。 さらにその分割は $h_{n}(P_{1}),$
$\ldots,$

$h_{n}(P_{s})$ と–致する。した

がって、適当に $\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ の部分列 (同じ記号で書く) をとると $j,$ $l\geq 1$ に

ついて $h_{j}(P_{1})=h_{l}(P_{1})$ が成立するように出来る。 したがって上の議論と同

様に (c-2) を満たすように $\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ の部分列がとれる。それを $\{\varphi_{n_{j}}\}_{j=1}^{\infty}$ と

書く。

(c) のようにとった部分列 $\{\varphi_{n_{j}}\}_{j=1}^{\infty}$ について $f_{j}:=h_{n_{j}}\circ(h_{n_{1}})^{-1},$ $C_{k}$ $:=$

$C_{k,n_{1}}’=h_{n_{1}}(C_{k}’),$ $k=1,$ $\ldots$ , $3p-3$ とする。
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以下、 この様にして得られた $\{\varphi_{n_{j}}\}_{j=1}^{\infty},$ $\{C_{k}\}_{k1}3p-3=$ ’数 $k_{0}$ そして $\{f_{j}\}_{j=1}^{\infty}$

が補題の主張 (1) $-(4)$ を満たすことを示す。

(1) について :. $f_{j}$ の定義により $f_{j}(C_{k})=C_{k,n_{j}}’$ である。 (a) により、
$C_{\varphi_{n_{j}}}=\{C_{k,n_{j}}’\}_{k=1}^{3p3}-$ なので主張を得る。

(2) について : $g_{k,j}\in G$ を $f_{j}(C_{k})$ に対応するの元とする。 この時、

$|\mathrm{t}\mathrm{r}(gk,\iota)|=2\cosh(\iota(c’k,n_{j})/2)$ なので (b-1) により明らかである。 $k_{0}=0$

の時は (b-1) が起こらないので、 この (2) も起こらない。

(3) について : (c-1) により、 $k\geq k_{0}+1$ であれば $j\geq 1$ について

$f_{j}(C_{k})=C_{k}$ であるので主張を得る。 $k_{0}=3p-3$ の時は (b-2) が起こらな
いので、 この (3) も起こらない。

(4) について : $f_{j}$ の定義と (c-2) より明らかである。

以上より補題の主張の前半を得た。

後半を証明する。 $R\backslash \cup k\geq k_{\text{。}}+1Ck$ の成分にパンツ $P$ があると仮定する。

$j\geq 1$ について、 $\{C_{k}\}_{k=k+1}3p-30\subset C_{\varphi_{n_{j}}}$ であることから、 $P$ は $R\backslash C_{\varphi_{n_{j}}}$ の

成分でもある。 したがって、 $P$ に対応する $G_{\varphi_{n_{j}}}$ の構造部分群 $H_{n_{j}}$ で三角

群になるものがある。 (b-2) により $P$ の境界の成分の双曲的長さは $M$ 以

下であり、面 $R=\Sigma/G$ は固定されているので、主定理により、 ある定数

$K=K(R, M)>0$ が存在して、

Area$(\mathrm{C}\backslash \Delta_{\varphi_{n_{j}}})\geq K$

である。 これは仮定に反する。 したがって、主張 (5) を得る。 口

[定理 1の証明] $\Phi$ の部分列をとっても極限となる $\varphi_{0}$ は変わらないので、

定理 1の仮定 (1) により、始めから $\Phi$ に関して、補題 8の主張の (1) $-(5)$

を満たすような $R$ 上の極大曲線族 $\{C_{1}, \ldots, C_{3p-3}\}$ , 数 k。そして $R$ の自己

同相写像の族 $\{f_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ がとれると仮定しておく。 (5) より $k_{0}\geq 1$ である。

$k_{0}=3_{P}-3$ の場合も同様に証明できるので、以下、 $k_{0}<3p-3$ と仮定する。

ここで無限交差性の定義により、 $g\in G$ がこの部分列について無限交差性を

満たせば、 もとの列についても無限交差性を満たすことを注意しておく。

佛を $C_{k}$ に対応する $G$ の原始的双曲的元、 $1\leq k\leq k_{0}$ について $g_{k,n}$ を

$f_{n}(C_{k})$ に対応する原始的双曲言元とする。 $P_{1},$
$\ldots$ , P。を $R \backslash \bigcup_{k=}^{\mathrm{s}_{p}3}-k\mathrm{o}+1c_{k}$ の

成分とする。 $\pi$ を $\Sigma$ から $R$ への被覆写像、 $\overline{P}_{i}$ を $\pi^{-1}(P_{i})$ の成分とする。 $H_{i}$

を君の $G$ での固定化群とする。 $G_{i,n}:=\chi_{\varphi_{n}}(H_{i}),$ $G_{i,0}:=\chi_{\varphi\text{。}}(Hi)$ とする。

各丑はパンツではないので、終端 b群の構造より $G_{i,n}$ は $\Delta_{\varphi_{n}}$ を含む不変

領域を持つ終端 b-群である。

初めに、 { $G_{i,0\}_{i}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}=1$ が $G_{\varphi\text{。}の構造部分群_{の}代表系であ_{る}ことを示す。明らか}$

に、 $k\geq k_{0}+1$ について $\chi_{\varphi_{0}}(g_{k})$ は G\mbox{\boldmath $\varphi$}。の潜在的放物的元なので、 $\{G_{i,0}\}_{i=}^{S}1$

が $G_{\varphi_{0}}$ の構造部分群の代表系であることを示すには各 $G_{i,0}^{\wedge}$ が潜在的放物的
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元を含まないことを示せばよい。実際この場合、 $\{\chi_{\varphi_{0}}(gk)\}_{k}\geq k_{\text{。}}+1$ は $G_{\varphi\text{。}の}$

潜在的放物的元の基底になり、そして $G_{i,0}=\chi\varphi 0(H_{i})$ より、 $i\neq j$ であれば

$G_{i,0}$ と $G_{j,0}$ は $G_{\varphi 0}$ 内で共役でなく、各 $i$ について $G_{i,0}$ は

$\Delta_{\varphi_{0}}\backslash \cup\in^{c}\cup k\geq ko+1\mathrm{A}\mathrm{x}(g\chi\varphi\text{。}(gg_{k}g-1))$

の成分の固定化群であり、逆にその成分の固定化群はある $G_{i,0}$ に共役であ

るであるからである。 $\chi_{\varphi 0}(g)$ が潜在的放物心元になるような原始的双曲面

元 $g\in G$ の軸により定義される $R$ 上の測地線 $\gamma_{g}$ は単純閉曲線である (cf.

Maskit [14] $)$ 。以上より、 $\{G_{i,0}\}_{i=}s1$ が G\mbox{\boldmath $\varphi$}。の構造部分群の代表系であるこ
とを示すには、原始的双心的元 $g\in G$ をその軸により得られる $R$ 上の測地

線 $\gamma_{g}$ が単純閉曲線でかつある $P_{i}$ に含まれるものについて、 $\chi_{\varphi 0}(g)$ が斜航

的であることを示せばよい。

この事を示す前に、 このような $g$ が $\Phi$ について無限交差性を満たすこと

を示す。 $g$ が無限交差性の定義の (1), (2) を満たすことは明らかなので、 (3)
を示す。

任意の $L>0$ 固定する。 $g$ が $\Phi$ に関して無限交差性を満たすことは、 $L>$

$l(\gamma_{g})$ の場合を調べれば十分である。列 $\Phi$ は補題 8の主張の (5) を満たすので、
$\varphi_{n}$ が終端 $\mathrm{b}$-群であることより、各 $n$ について $C_{\varphi_{n},i}:=\{C\in C_{\varphi_{\mathfrak{n}}}|C\subset P_{i}\}$

は空集合ではない。補題 8の主張の (2) により、任意の自然数 $q$ について十

分大なる $n(q)$ をとると、 $n\geq n(q),$ $C\in C_{\varphi_{n},:}$ について、 $l(C)>qL$ が成立

する。 ここで、 $n(q)<n(q+1)$ としてよい。 $C_{\varphi_{n}\mathrm{t}q)}$ は極大分割曲線族であり
かっ $\gamma_{g}$ は $C_{\varphi_{n},i}$ に含まれないので、各 $q$ について、 $i(C(q), \gamma_{g})\geq 1$ となる

$C(q)\in C_{\varphi_{n(q)^{i}}}$, が存在する。以上により、

$\#\{C\in\bigcup_{n=1}^{\infty}C\varphi_{n}|l(C)>L, i(C, \gamma_{g})\geq 1\}\geq^{\#}\{C(q)|q>0\}=\infty$

したがって、 $g$ は列 $\Phi$ について無限交差性を満たす。
ここで、数 $n(1)$ の定義により $n\geq n(1)$ ならば、 $\gamma_{g}$ は $C_{\varphi_{n},:}[]’$.含\xi れ

ないので、 この $n$ について $\chi_{\varphi_{n}}(g)$ は斜航的である。故に、定理 1の仮定

(2) により、 正の数 $\epsilon(g),$ $N(g)$ が存在して、 $n> \max\{N(g), n(1)\}$ につい

て、 $|\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(x_{\varphi_{n}}(g))-4|>\epsilon(g)$ が成立する。 このとき $\chi_{\varphi_{n}}(g)arrow\chi_{\varphi\text{。}}(\mathit{9})$ なの

で $|\mathrm{t}\mathrm{r}^{2}(x_{\varphi_{\text{。}}}(g))-4|\geq\epsilon(g)$ が成立する。 $G_{\varphi\text{。}がねじれがなく}\chi_{\varphi\text{。}が}\Pi\overline{\mathrm{p}}$型で

あるので、 $\chi_{\varphi 0}(g)$ は斜航的元である。

したがって、 $\{G_{i,0}\}_{i}^{S}=1$ は $G_{\varphi\text{。}の構造部分群の代表系であるので、}$ $G_{i,0}$ は

擬フックス群であるか潜在的放物的元を含まない全退化群である (cf. Maskit
[15] $)$。ここで、 $G_{i,0}$ は擬フックス群と仮定する。今までの議論により、 $G_{i,0}$

の放物的元はある $\chi_{\varphi\text{。}}(gk),$ $k\geq k_{0}+1$ と共役なので、 $G_{i,0}$ から $G_{i,n}$ へ

の同型 $\chi_{\varphi_{n}}\circ(x_{\varphi\text{。}})^{-}1$ は放物的元を放物的元にうつす。 $\varphi_{n}arrow\varphi_{0}$ なので

$\{\chi_{\varphi_{n}}\circ(\chi_{\varphi_{0}})-1\}_{n>}0$ は $G_{i,0}$ 上の恒等写像に収束する。擬フックス群は擬等角

安定 (cf. Bers [4]) なので、十分大なる $n$ について $G_{i,n-}$は擬フックス群で
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ある。 これは、 $G_{i,n}$ が終端 $\mathrm{b}$-群であることに反する。したがって、 $G_{i,0}$ は全

退化群である。以上より $G_{\varphi\text{。}のす_{べ}ての構造部分群は全退化群である}$。よっ

て、 $G_{\varphi\text{。}は全退化群である}$。
$\square$

定理 1に関連して、次を注意しておく。

[注] (1) $\{\varphi_{m}\}_{m=1}^{\infty}\subset\partial T(G)$ を終端 b-群からなる列で、潜在的放物的元

を持たない全退化群 $\varphi\in\partial T(G)$ に収束するとする。このとき、 $\{\varphi_{m}\}_{m=1}^{\infty}$ は

定理 1の仮定 (1), (2) を満たす。

(2) 任意の $\varphi\in\partial T(G)$ に対して、 $\varphi$ に収束する終端 b-群からなる列
$\{\varphi_{m}\}_{m=1}^{\infty}\subset\partial T(G)$ で

Area$(\mathrm{C}\backslash \Delta_{\varphi_{n}})arrow 0$ , $narrow\infty$

なるものが存在する。

(3) 任意の潜在的放物承元を持つ全退化群 $\varphi\in\partial T(G)$ に対して、 $\varphi$ に収

束する終端 $\mathrm{b}$-群からなる列 $\{\varphi_{m}\}_{m=1}^{\infty}\subset\partial T(G)$ で

Area$(\mathrm{C}\backslash \Delta_{\varphi_{n}})arrow 0$ , $narrow\infty$

かつ定理 1の仮定 (2) を満たさないものが存在する。

[証明] (1) サーストンの定理 (cf. 谷口, 松崎 [13, p.166, 定理 436]) よ

り、 全退化群 $\varphi\in\partial T(G)$ に対して、 Area$(\mathrm{C}\backslash \triangle_{\varphi})=\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(\Lambda(G_{\varphi}))=0$ で

ある (このことは $G_{\varphi}$ が潜在的放物的元を持つとしても成り立つ) 。 そして、

領域の族 $\{\Delta_{\varphi_{n}}\}_{n=1}^{\infty}$ は $\triangle_{\varphi}$ に点 $w=\infty$ に関して、カラテオドリ核収束する

ので $($ cf. 須川 [12, $\mathrm{p}.8])_{\text{、}}\{\varphi_{m}\}_{m=1}^{\infty}$ は定理 1の仮定 (1) の満たすことがわ

かる。定理 1の仮定 (2) を満たすことは、 $G_{\varphi}$ が潜在的放物的元を持たない

ことからわかる。 口

(2) 任意の $\varphi\in\partial T(G)$ に対して、 $\varphi$ に収束する全退化群の列 $\{\psi_{n}\}_{n=1}^{\infty}\subset$

$\partial T(G)$ がある (cf. Bers [4])。各 $\psi_{n}$ について上の (1) を用いると終端 b-群
$\varphi_{n}\in\partial T(G)$ で、 Area$(\mathrm{C}\backslash \Delta_{\varphi_{n}})<1/n$ かつ $||\psi_{n}-\varphi_{n}||<1/n$ なるものが

ある。 この列 $\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}\subset\partial T(G)$ は上の主張 (2) を満たす。 口

(3) $\varphi\in\partial T(G)$ に対して、 $\varphi$ に収束する潜在的放物的元を持たない全退化

群の列 $\{\psi_{n}\}_{n=1}^{\infty}\subset\partial T(G)$ がある。 $\{g_{n}\}_{n=1}^{k}\text{。}$ を $G_{\varphi}$ の潜在的放物的元の基底

とする $\mathrm{o}L0=\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}1\leq k\leq k_{\text{。}}\{|tr(\mathit{9}k)|\}$ とする。 このとき、補題 8の証明を応

用すると、 各 $n$ について終端 b-群 $\varphi_{n}\in\partial T(G)$ で、 Area$(\mathrm{C}\backslash \Delta_{\varphi_{n}})<1/n$ ,
$||\psi_{n}-\varphi_{n}||<1/n$ , そして、 $\{h_{k}^{n}\}_{k1}^{3}p-3=$ を $G_{\varphi_{n}}$ の潜在的放物毎期の基底とする

と. $|tr(h^{n}k)|>nL_{0}$ を満たすものが存在する。そのような $\{\varphi_{m}\}_{m=1}^{\infty}\subset\partial T(G)$

は明らかに主張 (3) を満たす。 口
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最後に、主定理の応用ではないが、定理 1の仮定 (2) について、次のこ

とを注意しておく。

[注] (4) $\dim T(G)>1$ とする。 このとき、 $\partial T(G)$ 内の極限を持つ終端
$\mathrm{b}$-群の列で、定理 1の仮定 (2) を満たすが、その極限が全退化群でないもの

が存在する。

この注意を証明するために次の補題を与える。

補題 9. 双曲的解析的有凸型のリーマン面 $R$ とその部分領域 $P$ を $R$ と同相

で、 包含写像 $i$ は $P$ と $R$ の同相写像とホモトピックとする。 $S$ を $R$ と同

相な解析的有限型のリーマン面で、 $P$ から $S$ への単射正則写像 $h$ で、 その

写像は $P$ から $S$ への同相写像とホモトピックとする。 このとき $R$ と $S$ に

依らない数 $K_{0}>1$ と、 $R$ から $S$ への $K_{0}$擬等角写像 $g$ で、 $g\circ i$ が $h$ とホ

モトピックなものが存在する。

[証明] $T(R)$ を $R$ のタイヒミュラー空間とする。 この補題の証明内では

$T(R)$ の点を面 $S$ と $R$ から $M$ への擬等角写像 $f$ の対の同値類 $[M, f]$ で表

わす。 このとき、 $P$ から面 $M$ への単射正則写像 $h_{P}$ でその写像は $P$ から

$M$ への同相写像とホモトピックなものが存在する時、 $R$ から $M$ への擬等角

写像 $f_{P}$ で $f_{P}\circ i$ が $h_{P}$ とホモトピックなものが存在すること容易にわかる。

そのような $[M, f_{P}]$ の集合の $T(R)$ 内の閉包を $X(P)$ とする。

ここで、 $X(P)$ が $T(R)$ 内のコンパクト集合であることを示す。 $R$ の単

純閉測地線全体を $C=\{C_{1}, C_{2}, \ldots\}$ .とする。 $P$ 内の $P$ の双曲構造に関す

る $C_{i}$ とホモトピックな測地線の長さを $l_{i}$ とする。 この時、双曲計量の縮小

原理によって、 $l_{i}>0$ であり、 $[S, g]\in X(P)$ に対して、 $L_{S}(g(c_{i}))\leq l_{i}$ が

成立する。 ここで $S$ 内の単純閉曲線 $\gamma$ について、 $L_{S}(\gamma)$ は $\gamma$ とフリーホ

モトピックな測地線の長さである。 したがって、 $X(P)$ は $T(R)$ の部分集合

$\hat{X}:=\{[S, g]|L_{S}(g(c_{i}))\leq l_{i}, i=1, \ldots\}$ 含まれる。 ここで、 $\hat{X}$ はコンパク

トなので $($ cf. Kerchoff $[8])_{\text{、}}X(P)$ もそうである。

このとき、タイヒミュラー距離に関する $X(P)$ の直径を diam$T(R)(X(P))<$
$\infty_{\text{、}}K_{0}:=e^{2}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}_{T}(R)(X(P))$ とすればこれは明らかに $R$ と $S$ に依らない。 さ

らに主張を満たす $g$ が存在することは明らかである。 口

[注意 (4) の証明] $R=\Sigma/G$ 上の分割曲線系 $C:=\{C_{1}, \ldots, C_{k_{\text{。}}}\}$ を、

$R \backslash \bigcup_{k}C_{k}.\text{の成分を}$ $P_{1},$ $\ldots P_{S_{\text{。}}とすると}s_{0}\geq 2$ かつ $P_{1}$ はパンツでなく、 $P_{s}$

$(s\geq 2)$ はパンツであるものをとり固定する。 これは $\dim T(G)>1$ より存

在する。
$P_{1}$ の無限—–ルセン拡張により得られる面 (cf. Bers [5]) $R_{1}$ と包含写

像 $i$ そして、 $\Sigma$ に作用する $R_{1}$ のフックス群を $\Gamma_{1}$ とする。 $\partial T(\Gamma_{1})$ の終端

$\mathrm{b}$-群の列 $\{\psi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ で、 潜在的放物型元を持たない全退化群 $\psi 0\in\partial T(\Gamma_{1})$ に

収束するものをとる。 $C\psi_{n}:=\{C_{1,n}’, \ldots, C_{k_{1}}’,\}n$ とする。各 $C_{i,n}’$ とフリー

101



ホモトピックな $P_{1}$ (したがって $R$ ) 内の測地線を $C_{i,n}$ とする。 明らかに、
$C_{n}:=\{C_{i},, {}_{n}Cj\}_{i}=1,\ldots k_{1}j=1,\ldots,k_{0}$ は $R$ 上の極大分割系である。 このとき終端
b-群 $\varphi_{n}\in\partial T(G)$ を $C_{\varphi_{n}}=C_{n}$ なるようにとる。適当に部分列をとり、列
$\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は $\varphi_{0}\in\partial T(G)$ に収束するとしてよい。以下、 この列 $\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が

注意 (4) を満たすことを示す。
$\varphi_{0}$ が全退化群でないことは次のことよりわかる : $g_{j}\in G$ を $C_{j}$ に対応す

る原始的双曲型元とすると $\chi_{\varphi_{\mathfrak{n}}}(g_{j})$ が潜在的放物型元なので $\chi_{\varphi_{0}}(g_{j})$ もそう

である。 したがって、 $C_{\varphi\text{。}は}\{C_{j}\}_{j1}^{k_{0}}=$ を含む。故に、 $R\backslash \cup c\in C_{\varphi_{\text{。}}}C$ はパンツ
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を含み、 これに対応する G\mbox{\boldmath $\varphi$}。の構造部分群 $F$ は三角群即ちフックス群で
ある。 したがって、 $\varphi_{0}$ は全退化群でない。

最後に、列 $\{\varphi_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が定理 1の仮定 (2) を満たすことを示す。 これを示
すには君に対応する G\mbox{\boldmath $\varphi$}。の構造部分群が潜在的放物型元を持たない全退化
群であることを示せば十分である。
ここで、 $\Sigma$ から $R$ への射影を $\pi$ と書くとき、 $\pi^{-1}(P_{1})$ の成分 $\tilde{P}_{1}$ で $\infty\in\tilde{P}_{1}$

なるものが存在しているとしてよい。そして、 $n\geq 0$ に対して、 $\tilde{P}_{1}$ の $G$ 内

の固定化群を $H_{1}$ とする。 $G_{n}:=\chi_{\varphi}n(H_{1})$ とする。 $n\geq 1$ について、 $G_{\varphi\text{。}は}$

終端 $\mathrm{b}$-群であることと、 $\tilde{P}_{1}$ の定義により、 $G_{n}$ は $\infty\in\Delta_{G_{n}}$ なる終端 b-群
である。 さらに同型 $\chi_{\varphi_{n}}\circ(\chi_{\varphi 0})^{-1}|c_{0}$ によって、 $\{G_{n}\}_{n}$ は $G_{0}$ に代数的に
収束している。

ここで、 $S_{n}:=\Delta_{G_{n}}/G_{n}$ とし、その射影と $W_{\varphi_{\mathfrak{n}}}|_{\overline{p}_{1}}$ により自然に与えられ
る $P_{1}$ から $S_{n}$ への単射正則写像を $h_{n}$ と書く。 このとき、ホモトピー類とし
て $C_{G_{n}}=h_{n}(\{c_{1,n}, \ldots, c_{k_{\text{。}}},n\})$ である。 さらにこの写像は $P$ から $S_{n}$ への

同相写像とホモトピックである。したがって、補題 9により、数 $K_{0}>1$ と

$R_{1}$ から $S_{n}$ への $K_{0}$-擬等角写像 $g_{n}$ で、 $g_{n}\circ i$ が $h_{n}$ とホモトピックであるも
のが存在する。 このとき構成法により、ホモトピー類として $Cc_{n}=g_{n}(C\psi_{n})$

である。

ここで $P_{1}=\tilde{P}_{1}/H_{1}$ から $R_{1}=\Sigma/\Gamma_{1}$ への包含写像にリフトである $\tilde{P}_{1}$ か

ら $\Sigma$ の中への単射正則写像 $\sim i$ を–つ固定する。 この $i\sim$ により $H_{1}$ から $\Gamma_{1}$

への同型 $\xi$ が $h\in H_{1}$ に対して、 $\xi(h)\circ i\sim=i\circ h\sim$ で定義される。次に $h_{n}$

の定義により、その $\tilde{P}_{1}$ から $\Delta_{G_{n}}$ の中へのリフトのーつとして $W_{\varphi_{n}}|_{\overline{p}_{1}}$ が

とれる。 このとき、 $g_{n}\circ i$ と $h_{n}$ はホモトープなので $\Sigma$ から $\Delta_{G_{n}}$ への $g_{n}$

のリフト $\hat{w}_{n}$ でそれが誘導する $\Gamma_{1}$ から $G_{\psi_{\mathfrak{n}}}$ への同型 $\hat{\eta}_{n}$ が $\hat{\eta}_{n}\circ\xi=\chi_{\varphi_{n}}$

を満たすものが存在する。 このとき、 $w_{n}:=\hat{w}_{n^{\circ}}W_{\psi^{-1}n}\text{、}\eta_{n}(g)=w_{n}gw_{n}^{-1}$ ,
$g\in G_{\psi_{n}}$ とする。 定義より $w_{n}$ は $\Delta_{\psi_{n}}$ から $\Delta_{G_{n}}$ の上への Ko擬等角写像
で、 $\eta_{n}=\chi_{\varphi_{n}}\circ(\chi\psi_{n}\circ\xi)-1$ が成立する。さらに $\eta_{n}$ は型を保つ。 $G_{\psi_{n}}$ と $G_{n}$

は終端 $\mathrm{b}$-群なので、標準的な議論により $w_{n}$ はリーマン球面の $K_{0}$ 擬等角写
像に拡張される。 この拡張も同じ記号で書く。
今明らかに $H_{1}$ 内で共役で無い原始的双曲的元 $g_{1},$ $g_{2}\in H_{1}$ で、 $\alpha_{i}^{0}$ $:=$

$\chi_{\varphi\text{。}}(g_{i}),$ $\beta_{i}^{0}:=\chi_{\psi_{\text{。}}}0\xi 1(g_{i})(i=1,2)$ が斜航型元であるものが存在する。 さ
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らに $\alpha_{i}^{n}:=\chi_{\varphi_{n}}(g_{i})arrow\alpha_{i}^{0},$ $\beta_{i}^{n}:=\chi\psi_{n}\circ\xi_{1}(g_{i})arrow\beta_{i}^{0}$ である。 したがって、

十分大なる $N_{0}$ と正の数 $d$ が存在して、 $n\geq No$ に対して、 $\alpha_{i}^{n},$ $\beta_{i}^{n}$ は斜

航的であり、 $\{x_{i,n}, y_{i,n}\},$ $\{a_{i,n}, b_{i},n\}$ をそれぞれ $\alpha_{i}^{n},$ $\beta_{i}^{n}$ の固定点とすると、

$k(xi,n’ xi,0),$ $k(a_{i,n},$ $a_{i},\mathit{0}^{)},$ $k(y_{i,n}, y_{i},0),$ $k(b_{i},n’ b_{i},0)<d(n\geq N_{0},$ $k(-, -)$ は

球面距離) かつ $\{x_{i,0}, y_{i,0}\}_{i=1}^{2}$ と $\{a_{i,0}, b_{i},0\}_{i=}^{2}1$ の異なる 2点は $n\geq N_{\mathit{0}}$ $\cup\{0\}$

において、球面距離が $4d$ 以上と出来る。 $w_{n}(\{x_{i},n’ yi,n\})=\{a_{i,n}, b_{i,n}\}$ であ

ることから、 Lehto-Virtarnen [11] の pp. 69-70, 定理 4.1, 42と同様の議論

により、列 $\{w_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は球面上の非定値 $K_{0}$-擬等角写像 $w_{0}$ にコンパクト集合

上一様収束する部分列 $\{w_{n_{\mathrm{j}}}\}_{j=1}^{\infty}$ を含む。 $w_{n}G\psi_{nn}w-1=G_{n}$ であったので、

$w_{0}G_{\psi_{\text{。}}}w_{0}^{-1}.=$ Go である。即ち $c_{\mathit{0}}$ は $G_{\psi_{\text{。}}と擬等角}\Pi\overline{\mathrm{p}}$型なので $\backslash$

,
以上より、

$G_{0}$ は潜在的放物型元を持たない全退化群である。 . 口
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