
情報理論的数理経済の試み

東京理科大学 松岡 隆志

概要

資本市場の計量分析、及びそのファイナンス理論、 あるいはゲーム理論などの分野に情報理
論の立場から新しい解析の視点、及び新しい指標を導入しようとする我々の試みを紹介する。
ここでは、 現在のファイナンス理論を中心にその主な基礎概念、解析手法を簡単に振り返り、
そこに情報量という数理概念の必要性とその適用の可能性を論じる。 また、 実際にいくつかの
情報量をファイナンス解析に適用した具体例を紹介する。

1. 序章 -六確実性下の経済学

現実の社会における人間の行動様式において重要な問題の–つは、頻繁に直面する不確
実な事態に対して、如何にその行動を決定するかという問題である。その不確実性は、 主

に状況に対する人間の不完全な知識と不完全な情報から生じるものと考えられる。 自然科

学が、 ニュートンの決定論的な自然観の導入にもかかわらず、統計力学という確率的なも

のの見方を必要としたのはまさにその理由によるが、人間の行動やその結果から生じる事

象ははるかに複雑であり、 それ故に予想し難いものである。それ故、経済現象を数理的に

解析していくということは、 その経済現象に伴なう不確定さ、複雑さを数理的に解析して

いくということもできる。現在、 こうした数理的経済研究と呼べる試みは、様々な視点か

ら精力的に行われており、それらには、確率論や統計的手法をベースとする最近のファイ

ナンス理論 [1]やゲーム理論を用いたミクロ及びマクロ経済における経済主体の行動原理の

研究 [2]、あるいはカオス理論を適用した非線形動力学的な資本市場解析$[3|$ $\text{などが挙げられ}$

る。

ところで、 そうした最近の多くの数理的経済研究においても、 「情報」 という概念は非

常に重要なものと位置づけられている。例えば、市場の経済主体に知られる情報の不均等

さが個々の経済主体の利得 (効用) にどういつだ影響を及ぼすかを考察するゲーム論的な
市場の情報構造の研究などは、 まさに市場における情報の価値を数理的に評価しようとす

る試みである。 しかしながら、 こうした研究の多くにおいては、 あくまで「情報」 は常識

的な言葉の意味にとどまっており、 そこに情報そのものを数量的に把握し解析するという

考え方は導入されていないように思われる。そこで、 我々が提案する情報理論的アプロー

チとは、情報理論の基本概念である幾つかの情報量 (エントロピー、相互エントロピー etc)

を、 さまざまな経済現象がもつ確率的特徴 (不確定さ、複雑さ) を捉えうる指標として活

用しようという企てである。

C. E. Shannon に始まる情報理論においては、情報の量的把握という抽象は、 エントロ
ピーという数理概念を用いてなされる。彼は、 ある不確定さを伴なう系に対して、その系

の持つ不確定さの解消がその系からの情報の獲得だと考え、不確定な事象系が有する情報
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量 (エントロピー) を、 その不確定さ (その事象系が持つ確率分布) に依存する形で与え

た。周知のように、エントロピーという概念は、熱現象の非可逆性を表す統計力学的な状

態量としての側面に加え、Shannon の仕事をきっかけに\tau 確率事象系の不確定さを計る情

報量としての二つの側面から、その概念的基礎が深められ、今日、様々な分野に適用され

ている $[4,5]$。よって、 この情報理論の汎用性の高さから、不確実性下の経済現象において

も、 その不確定さをエントロピーやいくつかの情報量を用いて定箪的に解析できる可能性

が存在するのである。

それでは、 この情報理論を経済現象の解析にどのように適用できるだろうか。まず、 情

報理論の重要な基本概念図を以下に示し、その簡単な説明を試みてみよう。

情報理論の基本概念図

入力状態 $arrow$ チャネル $arrow$ 出力状態

(初期状態) (終状態)

$\rho$ $arrow$
$\Lambda^{\mathrm{x}}$

$arrow$ $\Lambda^{*}\rho$

情報量 ; $S(p)$ $I(p;\Lambda^{\dot{*}})$

Shannon の情報理論は、雑音のある通信路を通して如何に効率よく情報を伝送するかと
いう通信の問題に端を発しているが、その問題を議論するためには、二つの確率事象系 (例

えば、 入力系と出力系) を用意し、 また、 上述のエントロピーに加え、 二つの事象系の間

の情報のやり取りを示す相互エントロピーという情報量が重要となる。このとき、入力系
が持つ情報量が、入力状態 $P$ (古典系の通信システムを議論する場合は、入力情報源の状
態を表現する確率分布が対応する。 ) のエントロピー $S(p)$であり、 その入力状態 $P$ は二つ

のシステム間の伝送システムを表現するチャネル左を通して出力状態亙 $P$へと変化し、 相
互エントロピー $I(p;\Lambda^{*})$ は、 チャネル左を通して入力系から出力系へどれだけ正確に情報

が伝わったかを示す量である。すなわち、 $S(p)$ と $I(p;\Lambda*)$の関係を考察することでチャネ

ル $\Lambda^{*}$の通信効率などが議論される。 ここで、例えば、入力状態 $\rho$ を何らかの物理的なシス

テムの初期状態と考えれば、 チャネル\Lambda *はその物理系の内在的な力学変化の要因や外部か

らの影響を考慮したダイナミクスを表すものとして用意することができ、 よって、 この情

報理論の基本的枠組みを用いて、様々な系の状態変化のダイナミクスを情報量の変化とい
う観点から解析することが可能となる。

例えば、株式変動を考察の対象に持つような経済システムにおいては、 状態 $\rho$ は株価変

動の確率分布であり、チャネル左はマーケットの外生的、内生的要因などを反映するよう
な推移確率行列が対応する ( $*$ そういうチャネルを特定することは、非常に難しい問題で
はあるが) 。そのとき、株価変動の確率的特性を計量する指標としてエントロピー $S(p)$や

相互エントロピー $I(p;\Lambda^{*})$ を計算することができる。

現在、我々は経済の問題に対して、 まず大きく分けて、次の三つの視点から情報理論に
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よるアプローチを試みようと考えている。

(1) 金融資産市場の不確実性 (資産変動に伴う市場の確率的特性) を情報理論的観点か

ら実証的に検証し $[6,7,8]\text{、}$ 資本市場の機能と資産の価格形成のメカニズムの解析を行

い、 ポートフォリオなどへの適用が可能な情報論的時系列モデルを考案する $[9,10]$。

(いわゆるファイナンス理論の分野は、高精度な多量のデータが使用できる分野であ

り、 数理的な研究の対象として非常に適している。 )

(2) 金融資産の変動は、市場を構成する非常に多くの様々な経済主体の意思決定の結果

によって生じる現象である。 よって、その変動の因果関係は、経済主体の複雑な相互

依存の関係のあり方に強く依存すると考えられるが、従来の多くの数理的手法におい

ては、効率的市場仮説 (ランダムウォ $-$ ク) などの単純化 (理想化) された仮説が用

いられている。資産変動の理論的根拠を考察するためにも、従来のゲーム論的な市場

モデル (例えば、Cournot のモデルなど) において、情報理論的な観点から経済主体

の相互依存の有り様を解析する [111。

(3) 一般均衡理論は、市場における多くの経済主体の相互作用によって、市場が-つの

均衡状態を形成し、それに伴う均衡価格が形成されるということを厳密に数学的に示

すものである。では、そうした均衡価格を具体的にどうやって見つけるかという問題

は、 非凸-非線型最適化問題の-つと考えることができるが、その $-$つの解法が 1960

年代に H. Scraf[12]等によって考案されている。ただし、 Scrafのアルゴリズムには

均衡解が複数存在する場合、その全てを求めることはできないという欠点がある。そ

こで情報理論の観点から、均衡解を求める効率的なアルゴリズムを開発する [13, 141。

(1) と (2) は非常に関係が深いが、それに比べれば (3) は現在のところ個別の問題と捉

えることができる。

以下、 (1) を中心にポートフォリオ問題を例に取りあげ、我々の情報論的アプローチ

の要点を解説してみよう。

今、 時点 t までのデータ (情報) を用いてあるポートフォリオ $P_{f}$ を組んだとすると、時

点 $t+1$における利得 $R_{t+1}(P_{t})$に対する効用の期待値は、効用関数を $U$ として次で与えられる。

$E_{t+\mathrm{l}}[U(R(r+\iota P)’)]=U(E_{f+1}[R_{t}(+1P)(])+.F(p(P_{t}))$

ここで、$E_{t+1}[\cdot]$は時点 $t+1$ における期待値を時点 t までの情報を基に計算することを示して

いる。 また、 $\rho(P_{t})$はポートフォリオ $P_{f}$ のリスクを評価する指標であり、 $F(\rho(P_{\mathit{1}}))$ は $p(P_{t})$

の適当な関数である。ポートフォリオ戦略の決定は、目標期待利得を $E_{\gamma+1}[R,(t+\iota P_{t})]=M$ と

適当に設定し、 その条件下で、期待効用 $E_{f+1}[U(R(t+1P_{r}))]$が最大になるように $F(\rho(P)’)$ を

最小にする $P_{t}^{*}$ を選択することによって行われる。H. Markowitz は、 ポートフォリオセレ

クションに関するその先駆的な研究において、投資家はその期待利得の最大化だけを基準

にその行動を決定すべきでなく、分散にも注目すべきであることを指摘した [15]。彼は、

ポートフォリオのリスク評価として分散を用いるためには、複数の証券がいかなる相関を

もって変動するかを計測することが有効であると主張し、 そのために共分散という指標を
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導入したのである。すなわち、彼の方法に準じれば、 $p(P_{f})$はポートフォリオを構成する銘

柄間の共分散行列、あるいは銘柄間の相関係数によって与えられる。

さて、 以上のような従来のモデルは、次のような市場の確率的仮説を前提とする。すな

わち、株価や収益率などの変動は正規分布に従う独立な確率過程 (ランダムウォ $-$ ク) に

従うというものである。 よって、我々は市場の効率性という仮定に基づいて、 金融資産が

従う分布を近似的に特定しその解を導く。 しかしながら、 果たして実際の資本市場におい

てランダムウォークは常に成立する仮定といえるだろうか ?
この問いに対して、 我々は、 エントロピーやそれとは異なる情報量として状態のフラク

タル次元 [16,171という指標を用いた新しい統計的解析手法を導入し、実証的な検証を行っ

ている [6,7,8,9,10]。現在までに得られた結果 (詳しくは 3節を参照) は、 日経 225などの

インデックスといわれる指標、あるいは $\mathrm{S}\mathrm{O}\mathrm{N}\mathrm{Y}\text{、}$ NEC などの個別銘柄いつれにおいても、

その株価変動には明らかな時系列相関が存在するというものである。すなわち、上記の指

標を用いると、金融資産の変動に存在するある種の時系列相関をその不確定さの度合いに

応じて数量的に計測することが可能になる。

よって、我々流の情報理論的なポートフォリオモデルへのアプローチとは次のような問

題を解く事であると考えることができる。
(a) $E_{t+}[]]$を計算する確率分布を時点 t までの時系列相関の有り様から推定する。

(b) 各銘柄の時系列相関の類似性を評価できる指標として、 $\rho(P_{f})$ を情報量を用いて新た

に導入する。

(c) $(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$を踏まえ、情報論的ポートフォリオモデルを考案する。

金融資産の変動はその背後に多数の人間の意思決定というメカニズムを有するものであ

り、 もし、 我々が万能な神のごとき情報処理能力を持つとすれば、必要なパラメータを全

て含んだ非線形な微分方程式を解く事によって、決定論的にその系列相関の有り様を理解

し将来を予測することが可能である。 しかし、 それは現実においては当然不可能なことで

あり、 よって、 その–つの妥協案として経済の分野においても、 自然科学同様、確率的な

手法が大きな力を発揮する。系列相関の影響を最小限に押さえるという点で、 ランダムウ

ォークの仮説は確率的手法の便宜性を最大限に活用するものには違いないが、ここで、我々

は情報量を用いれば、従来の確率的モデルの中にその系列相関の影響をより的確に反映し

たモデルの構築が可能となり、 よってそれはより確からしい経済予測を与えるものにな.p)

得ると考えている。

以下、本稿では、状態のフラクタル次元を用いたファイナンス解析の結果 $1^{6,7,8,9}$ , 10] を

幾つか報告する。

2. 状態のフラクタル次元の定式化

一般に、資本市場のカオス解析の $-$つの指標として採用されているフラクタル次元 (相

関次元) は、 周知のように Mandelbrot が構築したフラクタル幾何学 [18] において、幾何
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学図形の持つ複雑さを定量的に示し得る指標とみなせるが、彼のフラクタル次元は図形に

自己相似という性質を付加しない限り厳密には計算することはできない。すなわち、

Mandelbrot のフラクタル次元を用いて現象を厳密に解析しようとすると、その現象に対応

した自己相似集合を用意することが必要になる。 よって、 自然の持つフラクタルという性

質を幾何の範躊の中だけで取り扱うのでなく、 より多くの理論の中で議論していくために

は、 その概念の適切な $-$般化が有用となる。 この目的のために、M. Ohya は、 A. N.
Kolmogorov の確率変数の\epsilon -エントロピー [19] を–般の量子力学系の状態に拡張すること

によって、Mandelbrot のフラクタル次元の概念を–般の状態空間上で定式化した [161 。

2. 1 定義

以下、離散的な確率空間 (古典離散系) 上の状態のフラクタル次元の定式化を簡単に振
り返るが、最初に幾何学図形のフラクタル次元の $-\text{つで}.\ovalbox{\tt\small REJECT}_{)}\text{る容量次元}d_{C}(X)$ を、 次に示し

ておこう。

$d_{C}(X) \equiv\lim_{arrow \mathcal{E}0}\frac{\log N(\epsilon)}{\log(1/\epsilon)}$ (2.1)

ここで、 $N(\epsilon)$ は、 集合 X $(\subset R^{d})$ を直径\epsilon の凸集合で被覆するのに必要なその母体の最
小個数である。情報理論の観点からすれば、 (2.1) 式において、分子の $\log N(\mathcal{E})$は距離空

間上の訃エントロピー [201と呼ばれる。確率空間上の状態のフラクタル次元は、 確率分布

に対する \epsilon -エントロピーを定式化することによって与えられる。

古典離散系は $n$個の事象からなる集合 $X=\{x_{12},\chi,\cdots,\chi_{n}\}$ と、その事象の生起する確率分

布 $P= \{p\iota’ P2.’\cdots,p_{n}\}(\sum Pip_{i}=1,\geq 0)$の組 (X, $P$)で表される。 (X, $P$) を完全事象系と呼
び、確率分布 $P$をその系の状態と呼ぶ。いま、 二つの完全事象系 (X, $P$), $(\mathrm{Y},Q)$の複合事

象系 $X\cross \mathrm{Y}$の合成状態 (i $.\mathrm{e}.$ , 同時確立分布) $\Phi$ を $\Phi=\{r(i,j);1\leq i, j\leq n\}$ とする。 ここで、

入力空間 (X, $P$)から出力空間 $(\mathrm{Y}, Q)$へ状態が変移するという視点に立てば、初期状態 $P$か

ら状態 $Q$への推移確率行列 $(p(j^{1}i))$を用いて同時確率分布を表すことが可能である (i.e.,
$\Phi=\{r(i,j)\}=\{p(j^{1}i)p_{i}\})$ 。このとき、 $(p(j1i))$は $P$ を Qへ変換するチャネル $\Lambda^{*}$ と考える

ことができ (i.e., $Q= \Lambda^{*}P(q_{j}=\sum_{i=1}^{n}p(j|i)p_{i})$ )
$\text{、}$
初期状態 $P$ とチャネル $\Lambda^{*}$ に関する相互エ

ントロピー $I(P;\Lambda^{*})$ は、 次で与えられる。

$I(P; \Lambda)*=\sum p(j^{1}i)pi\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{o}\frac{p(j1i)\cdot p_{i}}{p_{i}\cdot q_{j}}$

相互エントロピーは、入力状態 $P$に含まれる情報がチャネル $\Lambda^{*}$ を通してどれだけ正確に出.
力状態 $Q$に伝送されるかを示す情報量である。以下簡単のため、 $n=m<\infty$ として議論する。

.
いま、 $C$をチャネル全体の集合とし、状態 $P$に関するチヤネル $\Lambda^{\mathrm{v}}$‘の同値類 $C(P;\Lambda^{*})$ を

$C(P;\Lambda^{\cross}.\cdot)\equiv\{\Gamma^{*}\in C;\Gamma^{\mathrm{A}}P=\Lambda^{*}’ P\}$

と与える。 このとき、状態 $P$ の\epsilon $-$ エントロピー $S(P;\mathcal{E})$ は、
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$S(P; \mathcal{E})\equiv\inf\{J(P;\Lambda^{*});\Lambda^{*}$
.

$\in c,||P-\Lambda^{*}P||\leq \mathcal{E}\}$

ただし、 $||P-Q|| \equiv\sum_{i=}^{n}1|Pi-q_{i}|$かつ、

$J(P; \Lambda^{\cdot})*\{=\sup I(P;\Gamma^{*});\Gamma^{*}$

.
$\in c(P;\Lambda^{*}.)\}$

$J(P;\Lambda^{*})$は極大相互エントロピーと呼ばれるが、状態 $P$ を状態 $Q$に変化させるチャネルは

ただ–つとは限らないため、その相互情報量が最大になるもので与えられる。通信理論で
は、 相互エントロピーは入力状態 $P$から出力状態Qへ移すことのできる情報量を示すもの

としてその通信効率などが議論されるが、 よって、 我々はその移すことのできる情報量は

大きい方を良しとするのである。また、 $\epsilon$ -エントロピー $S(P;\epsilon)$ は、 状態 $P$から $\epsilon$ 近傍の別

の状態 Q (i.e., $||P-Q||\leq \mathcal{E}$ ) に最低限移すことのできる情報量を表わしている。

この状態の訃エントロピーを用いて古典離散系の状態のフラクタル次元が定義される
[16]。

[定義 2-1]

(1) オーダー $\epsilon$ の容量次元 ; $d_{C}(P; \mathcal{E})\equiv\frac{S(P,\mathcal{E})}{1}$

$\log\frac{1}{\epsilon}$

(2) オーダー $\epsilon$ の情報次元 ; $d_{J}(P; \epsilon)\equiv\frac{S(P,\mathcal{E})}{S(P)}$

ただし, $S(P)$は状態 $P$のエントロピー (i.e. $S(P)=- \sum_{1i=}^{n}pi\log P_{i}$ ) 。

さて, いま, チャネル $\Lambda^{*}$ に対応する推移確率行列 $(p(j|i))$で, $||P-\dot{\Lambda}^{\dot{4}}P||=\epsilon$ のとき,

$\sum_{i=1}p(j|i)np_{i}=\{$

$q_{k}=p_{k^{+\frac{\mathrm{c}}{2}}}(1\leq k\leq n)$

$q_{j}=p_{j}-\mathcal{E}(jj\neq k)$

(2.2)

$( \sum_{j\neq k}\mathcal{E}_{j}=\mathcal{E}, 0\leq\epsilon_{j}\leq\epsilon/2)$

と与えられるものを考える。

$<$定理 $2.2>[21,22]$ チャネル $\Lambda^{*}$ を式 (22)で与えられるチャネルの集合に限り、かつ距離
$\epsilon \text{が}\epsilon\leq\min\{pi\}$ を満たすとき、

$S(P; \epsilon)=s(P)-\log+P\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{g}\mathrm{m}‘ 0\mathrm{X}\mathrm{l}\mathrm{o}p+\frac{\epsilon}{2}\log\frac{\epsilon}{2(n-1)}$ (2.3)

ここで、 $p_{\max}= \max\{p_{1},\cdots, p_{n}\}$。

3. 資本市場の確率的特性
株価などの確率変数が、 ランダムウォ $-$ クに従うとする理論は、効率的市場仮説を前提
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とする。効率的市場仮説とは、 市場を構成するプレーヤー (投資家など) が合理的である

という前提に基づき、基本要因に関する情報や過去の価格データなどの公開情報が全て瞬

時かつ適切に市場に反映され均衡価格が形成されるというものである。 よって、今日の価

格の変化は予期できない今日のニュースにのみ依存し、過去の値に依存しない独立な変動

とみなせる。すなわち、収益率の時系列デーダは十分な数のデータが収集されれば、 中心

極限定理からその極限において、 それは正規分布に従う独立な確率過程となるのである。

1900年の L. Bachelie$T[23]$ に始まるとされるランダムウォ $-$ クの理論は、 1940年代まで

はその先見性ゆえの停滞を見せたものの 1950年以降多くの実証的研究も提出され $[24]_{\text{、}}$

1980年代には効率的市場仮説は–般的な事実として広く承認されるようになった。実際、

様々な経済変数がランダムウォークに従うという仮定は、 その線形性ゆえに統計的解析手

法を容易にし大きな力を発揮する。

その–方面、収益率の時系列データから得られる確率分布の正規性、独立性に関して疑

問を投げかける実証的な研究もまた数多く存在する。 B. B. Mandelbrot は、 1880年忌ら

1958年にわたるアメリカの木綿市場を調べ、その価格は Levy law の下で変動する可能性

を示した [25]。彼は、 そうした実証的ないくつかの研究を背景に、確率変数が独立な正規

分布に従わないとする場合のボラティリティ一の評価を $\mathrm{R}/\mathrm{S}$ 解析という手法を用いて明ら

かにできることを提言し、収益率の確率分布が無限分散という特徴を持つ安定パレート分

布のグループに属する可能性を示唆した [261。Mandelbrot 以降、 Levy law に関する実証

的な研究には、 日次の収益率に対する E. J. Fama の解析 [27]を始めとして、最近のもの

では R. B. Olsen のグループ [28]等が挙げられる。 こうした研究の多くは, 資本市場の確

率分布に平均近くの高いピーク (high peak) と分布の袖のより多くの観察値 (fat tail) が

存在することを示すものであり、市場の収益率の分布が近似的に正規でかつ独立であると

いう仮定には、疑問の余地があることを示唆しているようにも思われる。例えば、 図 3-1

は、 E. E. Peters によるアメリカ市場の 500企業の平均収益率 (今日の株価を過去 (例え

ば前日) の株価で割った値) の頻度グラフ (1928年 1月 \sim 1989年 12月) と正規分布の違

いを示したグラフである $13\rceil_{\circ}$
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実際の収益率の頻度には、平均付近での high peak と平均から大きく離れた fat tail が見

て取れる。Peters は、 $\mathrm{R}/\mathrm{S}$ 解析によってこのような確率分布の特徴を持つ収益率の変動に

は 4年間という長期の相関が存在する可能性を示した。彼はこれらの検証を通して、市場

はある種のトレンドに従って長期的に循環するシステムであると主張している。

以上、我々は二つの視点に立って資本市場における数理研究の流れを概観してきたが、

効率的市場仮説の是非に関して、 そのどちらかの立場だけを強硬に主張することには、 あ

まり多くの実りがあるとは思われない。従来の効率的市場仮説を支持する研究者の中にお
いては、 より柔軟な視点として、収益率の分散が無限であることは認めないものの、分布

の high peak という特徴は正規分布の関連性に於いて既存の理論の枠内で検討される必要

性を認める立場もある。 また、 最近の数理ファイナンス理論では、市場の確率的特性をよ

り忠実に再現するモデルの構築が様々な視点から行われており、必要に応じて正規性の仮

定と非正規性の特徴をうまく組み合わせるといった試みの有用性も示されつつあるように

思われる。要は、市場に存在する確率的な特徴を如何に計量的に適切に把握し、それを実

際の証券市場や資産運用においてどれだけ有用に適用できるかということにある。

以下、我々は状態のフラクタル次元という指標を用いて、収益率分布の high peak 等に

代表される特徴を直接定量的に解析した結果を紹介する [6,7,8] 。

3. 1 状態のフラクタル次元から捉えうる株価変動の時系列相関と階層構造 [6,7,8]

本稿で対象とするデータは、次の 2種類。

(1) 日経 225および、 $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{C}_{\text{、}}\mathrm{T}\mathrm{O}\mathrm{Y}\mathrm{O}\mathrm{T}\mathrm{A}\text{、}$ SONY の 83年 1月から 95年 12月までの毎

日の終値。

(2) 東証 1部上場からランダムに選出した 40銘柄の 87年 4月から 97年 11月まで

の毎日の終値。

以上のデータに対して、次で定義される対数収益率を計算し、その頻度分布を特定する。

日次対数収益率 $={\rm Log}$ (今日の終値/前日の終値)

日次対数収益率は、今日の終値と前日の終値を比較して得られるが、その比較する過去の

株価との計測期間を、例えば、 5日前とすればそれを週次対数収益率と呼び、 その計測期

間は、 一般に、 月次 (20日前株価の終値との比較値) のものが多く使われているようで

ある。 これは、 効率的市場仮説を前提とすれば、 その計測期間の違いに関わらず、得られ

る分布は同–の正規分布と近似的に了解できる事、および、 日次、 週次クラスのデータの

量は非常に膨大になるという 2点が挙げられる。 しかし、 前述したように、効率的仮説が

常に成立するとは限らないものとすれば、 計測期間の違いという視点も必要になってくる

はずである。そこで、我々は対数収益率に対し、 その頻度分布を次の二つの視点から特定

した。
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*分布を特定する期間 (標本数) を変化させ、 分布の持つ情報量 (情報次元) の推移を考

察する。

*対数収益率の計測期間を変化させ、分布の持つ情報量 (情報次元) の推移を考察する。

今回の解析では、上記の方法で得られた分布に対して、式 (23)で与えられる $\epsilon-$ エント

ロピーの評価式を用い、収益率のフラクタル次元としてオーダー $\epsilon$ の情報次元を計算した。

図 32は計測期間 20日の日経 225の収益率分布 (i.e.,月次分布) の標本数を 83年 1月か

ら 95年 12月まで、順次 1年間づっ増やしていったときの分布変化に対する情報次元の推

移、および (平均 O、分散 1) の正規乱数を独立に発生させた系列の累積分布の標本数変化

に対する情報次元の推移を示したグラフである。ここで、 正規乱数分布の 1年間に相当す

る標本数は、 日経 225の累積分布の標本数との対応から 260個としている。 また、 グラフ

の縦軸は情報次元の絶対値ではなく、各標本数の情報次元の値から平均値を計算し、 その

平均値からの差として表している。 また、 今回、我々が得られた全ての収益率分布におい
て、 定理 22の条件 $\epsilon\leq\min\{p_{i}\}$ を満たす\epsilon の値の最大値は、 $\epsilon=0.000229$であったので、

以下で示される情報次元の値は、 全てオーダ\epsilon $=0.000229$の情報次元の値である。

図 3.2 日経 225および正規乱数の標本数変化に対する情報次元の推移

正規乱数から得られる分布の情報次元は、標本数の増加に伴ってほぼ単調に増加し、 そ

の変動幅は小さくなっていく。この結果は、情報次元が確率分布の持つ複雑さを定量的に

示すものだと考えれば、非常に自然な結果である。つまり、分布を特定する標本数を増や

すことによって次第に分布の偏りが平均化され、分布の持つ不確定さは増大し、 よって情
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報次元も増大する。 さらに、 その値がある変動幅に収まるのは、中心極限定理が示すよう

に、 標本数の増加に伴いその累積分布は正規乱数が従う正規分布に収束していくからと考

えられる。仮に、市場の価格変動が同–の正規分布に従う独立な確率過程 (以下、 i.i.d. と

呼ぶ。) であるならば、 日経 225から得られる収益率分布に対しても、 その情報次元は正

規乱数と同様の変化を示すはずである。 ところが、 日経 225の情報次元の推移は正規乱数

とは明らかに異なる変化をしている。よって、 日経 225の系列を i.i.d. とみなすことは難し

いように思える。 そこで、 日経 225系列の非独立性をより確かに検証するために、次のよ

うなスクランブルテストを行った。株価の観察値を実際に生じた時系列の順序と全く異な

るようにランダムに混ぜ合わせ、 そのランダムな系列から月次の収益率分布を特定し情報

次元を計算した。その結果を正規乱数のものと比較したのが図 33である。このグラフも、
$\mathbb{R}\backslash .\mathrm{q}_{-}2$ と同横にその値は平灼値からの差で示してある $\cap$

図 3.3 スクランブル後の日経 225の情報次元の推移

日経 225の系列が $\mathrm{i}.\mathrm{i}$.d.であれば、観測値の順序に相関がないからデータをスクランブル

してもその得られる分布の特徴に変化は見られないはずである。 しかし、図 33の結果は、

スクランブルの前とスクランブルの後では情報次元の推移が大きく異なることを示してい

る。 また、 スクランブル後の日経 225の情報次元の推移は、独立な正規乱数の変化と同様

の単調増加な変化とみなせる。以上の結果は、株価の系列が生起する順序には何等かの時

系列相関が存在しており、 その系列相関が観測値をスクランブルすることによって壊され

独立な系列に変化したと考えれば説明できる。

次に、情報次元が株価の収益率分布によく見られる 「 $\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}}}\mathrm{a}\mathrm{k}$」 という分布の持つ局所
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的な特徴をよく評価する指標であることを示そう。図 $3.4_{\text{、}}3.5_{\text{、}}3.6$ は、 $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{C}_{\text{、}}\mathrm{T}\mathrm{O}\mathrm{Y}\mathrm{O}\mathrm{T}\mathrm{A}\text{、}$

SONY の月次の収益率に対して、その収益率分布の標本数増加に伴う、high peak、エント

ロピー、情報次元の変化の様子を比較したものである。

図 34月次収益率分布の標本数変化に対する high peak の変化

図 35月次収益率の標本数変化に対するエントロピーの変化

図 3.6月次収益率の標本数変化に対する情報次元のに変化

high peak のオーダーとエントロピー、情報次元のオーダーがそれぞれ常に–致してい

るわけではないが、8年間の分布を中心に–度 3銘柄の high peak の値が接近し、その後

離れていくという変化の様子は、明らかに情報次元の方がエントロピーに比べ同様の変化
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をしていることが分かる。すなわち、収益率の分布に現れる high peak という特徴を情報

量という視点から解析するには、情報次元の方がエントロピーより適していると考えるこ
とができる。これは、確率分布の high peak という局所的な性質を情報次元は良く評価す

るということであり、情報次元はエントロピーとは異なる側面から確率分布の複雑さを計

量するのである。

いま、株価の系列に時系列相関が存在するということを前提にすれば、 high peak とい

う特徴は平均近くの事象が独立な系列よりもより多く生起するという意味で、 過去との相

関の度合いを示す典型的な特徴とも考えられる。この前提に立てば、情報次元が分布のhigh

peak をうまく評価することから、その系列相関の度合いをよく計量しうるとの見方も可能
であろう。

次に、分布の計測期間を変化させて情報次元の推移の様子を考察する。図 37は、 日経

225の収益率分布の計測期間を、 1腰 5日、 10日、 15日、 20日、 40日と変化させたと

きの情報次元の推移の様子を示したグラフである。ここで、各計測期間の情報次元の値は、
昼右の煙太勤 B 1在闇 $\mathrm{v}\{\mathrm{a}\mathrm{h}\rceil$ -q 任閤外のデータで孝れそれ計篁した平均値である $\cap$

図 37 計測期間の変化に伴う情報次元の推移

情報次元の値は、分布の計測期間を長くするにつれて増大する傾向が見られる。つまり、
系列相関の度合いが次第に弱まり、株価の変動がランダムになっていく様子を示している。
これは、 時間の経過とともに過去の株価が現在の株価に及ぼす影響が次第に弱くなってい

くということで、ある意味で自然な結果である。収益率分布の計測期間の変換は、 -種の

時間に対するスケール変換と見ることもできるから、 そのスケールの違いによって生じる

情報次元の変化は、株価変動の階層構造的な時系列相関の有り様を示すものと考える事が

でき、 その株価の系列が従うダイナミクスの特徴を示すものと言える。

図 38は、バブル崩壊の時期が、 日経 225のダイナミクスの構造変化によって特徴付け

られることを示したグラフである。
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図 3.8 情報次元を用いたバブル崩壊の特徴付け

図 38では、バブル前後の情報次元の変化の様子を詳しく解析するために、計測期間が 1

日、 5日、 10 $\text{日_{、}}15$ 日、 20日、 40日の分布それぞれに対し、標本数を 1週間分つつ増や

した時の分布変化に対する情報次元の推移を示している。1990年 3月中旬から下旬を境に、

時系列相関の階層構造の有り様が大きく変化しているのが分かる。 3月下旬後の情報次元

の推移においては、計測期間が長くなるほどその情報次元の値も大きくなるという自然な

構造が壊れているように見える。バブル崩壊という現象が、株価のダイナミクスそのもの

に変化をもたらしていると考えることもできるし、 逆にダイナミクスに何らかの変化が生

じたことによってバブル崩壊という現象がもたらせたとみることもできよう。

以上、本節では、状態のフラクタル次元が、株価変動に存在する時系列相関を計量しう

る指標となることを示し、株価変動のダイナミクスの階層構造的な側面を定量的に特徴付

けられることを解説した。次節では、個々の銘柄株の系列相関の階層構造の類似性 (すな

わち、個々の銘柄株のダイナミクスの類似性) という視点から銘柄株の分類を行った結果

を紹介する $[9, 10]$。

4. 情報次元を用いた株価変動の分類とその評価$[9, 10]$

本節で対象とするのは、以下に示す 40銘柄である。
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41 銘柄分類
我々は、情報次元によって捉えられる株価変動の特徴を反映させた分類を行いたい。 そ

こで、各対象銘柄に対して、87年 4月 1日から 95年 3月 31日までのデータを用いて収益

率分布の計測期間を 1日から 200日まで 1日ごとに変化させた分布の情報次元を計算し、
その情報次元の系列の類似性をクラスター分析により分類する。ここで、 グループ問の距

離の与え方は最長距離法、 クラスター間の距離には相関係数を用いる。 また、情報次元を

用いた分類の比較として、従来の手法、すなわち、任意の計測期間の株価変動系列 (ここ

では、 20日の株価変動系列) の相関係数を用いて同様にクラスター分析で分類する。

図 4.1 ?訳 SONY の株価系列に対して、 1日から 200日までの計測期間の変化に伴う情

報次元系列を計算した結果である。

図 4.1 計測期間の変化に対する SONY の情報次元の推移

SONY の情報次元の値は、計測期間が長くなるにつれて単調に増加するというよりは、

周期的な変動をしているように見える。 これは、 ある程度時間が経過すると、再び過去の

株価の影響が強くなるといった長期の系列相関の存在を示唆するものであり、系列相関の

有り様に二重の意味での階層構造が存在しているとも考えれらる。以上のような系列相関
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の階層構造は、個々の銘柄によって微妙にあるいは大きく異なっており、情報次元による

クラスター分析はこのような系列相関の類似性を反映したものと考えることができる。

情報次元および従来の手法を用いた分類は、それぞれ次のように大きく 3つのグループ

に分類される。

〈情報次元による分類〉

$<$従来の手法による分類 $>$

4.2 ポートフォリオリタ一.‘Jによる銘柄分類の評価

情報次元による分類と従来の手法による分類から、簡単なポートフォリオを作成し、 そ

のリターンを考察することにより、 両者の分類の比較を行う。

以下の手順でポートフォリオを構築する。

(1) 各銘柄から 1銘柄ずつ選択する。
(2) 等ウェイトポートフォリオを構築する。

このようなポートフォリオのリターンを、95年 4月から 97年 11月まで $1\nearrow f$ 月ことに月

末時点で計測し、 それぞれの分類の全ての組み合わせから作られるポートフォリオリター
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ンの平均を比較する。

以下に示した表がその結果である。平均\mu は考えられる全てのポートフォリオのリター

ンの平均、 標準偏差\mbox{\boldmath $\sigma$} はその平均からのばらつきを示す。

(注) 最終列 $\mathrm{O}$ : 情報次元の $(\mu-\sigma)$ の方が大きい. $\Delta$ : 同じ. X: 情報次元の $(\mu-\sigma)$ の方が小さい.

この表から、標準偏差について比較すると、約 1年半までは情報次元による分類の方が

小さいケースが多い。すなわち、各ポートフォリオのリターンが平均近くに集まり同様な

パーフォマンス特性を持つことを示している。また、 マイナスのばらつきを考慮した上で
のリターン $(\mu-\sigma)$ を比較すると、約 1年半までは情報次元が高いケースが多い。 これらの

結果は、 ポートフォリオの銘柄選択をする場合、情報次元による分類が従来の手法を用い

た分類よりも、約 1年から 1年半ぐらいのスパンでポートフォリオの銘柄選定に依らず、

リターンに関して類似したポートフォリオを構築できることを示唆している。すなわち、

情報次元による分類が従来の分類よりも、 選択する際の各グループの銘柄がより類似した

時系列相関構造 (類似したダイナミクス) を持つので、各グループから任意の銘柄を取り

出して構築されるポートフォリオもまた同様のパーフォマンスが実現したみることができ

る。 ただし、 このような傾向は、約 1年半くらいのスパンに対するものであり、 それ以降

のリターンの評価は、逆に従来の手法の方がよいという結果が得られている。 このことに
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関しては、個々の銘柄の株価変動を特徴付けるダイナミクスそのものが変動していると考
えれば、短期の未来では情報次元を用いた分類によってダイナミクスの類似性がある程度

は捉えきれるものの、 ダイナミクスが変化するので、次第に過去の時点での分類では銘柄

の類似性をうまく捉えきれなくなるためという見方ができる。 よって、 (今回の結果によ

れば) 1年前ら 1年半くらいの期間でそのつど新しい過去のデータを含めて情報次元によ

る分類を更新していけば、従来の手法よりも恒常的にリターンの評価を上げることも可能

であると考えられよう。
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