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1. はじめに

今田 通信ネットワークの普及により膨大なデータを高速に演算処理をする必要
性が日増しに高まってきたが, このような要求に答えるために現在の電気信号を用

いた論理的に非可逆なコンピュータに代わって論理的に可逆な量子系の状態変化を
うまく制御して計算を行う新たなコンピュータの登場が叫ばれるようになってきた.
このように, 状態の重ね合わせという量子力学の原理を用いて高速に並列計算する
ことができるものと期待されている量子コンピュータ [3,5,7,8]の研究は, 近年盛んに

行われている分野の –つである. この量子コンピュータの理論的な研究は, 1985年
のドイチ [31による量子チューリングマシンの研究から始められた. この研究は, 微

視的な状態に付随する量子効果を利用した新たなコンピュータを作ることに関わっ
てくる. 特に, 1994年にショアー [11]によって提案されたアルゴリズムは, エンタン
グルド状態 [2] と係わる離散フーリエ変換を用いて高速に整数を因数分解することを
可能にし, 量子コンピュータの–つの可能性として注目されている.
これらの量子コンピュータの研究の多くは状態ベクトルを用いて記述されており,

量子状態として純粋状態のみを取り扱うことができた. しかしながら, 量子情報理

論などで情報伝送を議論する際には, 量子状態として純粋状態より –般的な混合状

態を用いているので, 量子コンピュータの理論を構築する場合にも純粋状態だけで
はなく混合状態をも含めた定式化が望ましいと考えられる.
ところで, 量子コンピュータの動作過程は, 量子力学の原理に従って状態変化を

与えるユニタリ変換で表される計算過程と最終状態を観測して計算結果を取り出す
観測過程に大きくわけることができる. この計算過程と観測過程を状態ベクトルを
用いて記述すると別々の取り扱いが必要になってくる. しかし, 計算過程と観測過

程はどちらも状態の変化として捉えることができるので同–の数理表現を使って統
的に取り扱うことができれば, より有用であると考えられる. つまり, 計算開始

の時点から, 計算が終了し, 計算結果を得るまでの量子コンピュータの動作過程を

同じ数理表現で表すことができることになる. この状態変化を取り扱う数理的道具
がチャネル理論である. このチャネル理論の研究においては, ホレボーによって半

古典的 (–方が古典系の) チャネルが導入され, さらに大矢によって量子力学的 (完全

な量子系における) チャネルやリフティング [1]を用いた定式化がなされている. 特に,

光通信過程との関連では, 大矢による減衰過程のチャネルモデルの数理的な定式化
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の研究をあげることが、できる.
本論文では, 量子コンピュータで取り扱う量子状態を混合状態をも取り扱うこと
ができる密度作用素で表し, 状態変化を与える数理的表現として量子チャネル理論
[9]を用いて, 量子コンピュ一丁の動作過程を記述し, とくに, ショアーの因数分解
アルゴリズムを量子チャネルを用いて再定式化することを主な目的とする.
本論文では, 2節において量子チャネルについて復習し, 3節において量子アル
ゴリズムの具体例としてショアーの因数分解アルゴリズムの概念$[4,11]$について簡単
に説明し, 4節では, ショアーのアルゴリズムを量子チャネルを用いて再定式化す
る.

2. 量子チャネル

この節では, 量子コンピュータの計算過程および観測過程を数理的に統– して記
述するために, 量子力学系の状態変化を取り扱う量子チャネル理論 [9]を復習する.

チャネルは数学的には入力を出力に変換する写像として表現され, 量子力学系の
状態変換を記述す $\text{る}$

. チャネルを量子チャネルと呼ぶ.

図チャネルの概念

今, $7\{,\mathcal{H}_{2}$ をそれぞれ入力系, 出力系のヒルベルト空間とし, $\mathrm{B}(\mathcal{H})$ を $\mathcal{H}$ 上の

有界線形作用素の全体の集合, $\mathfrak{S}(\mathcal{H})$ を $\mathcal{H}$ 上の密度作用素の全体の集合 (k $=1,2$)
とする. このとき, 以下のチャネルが定義されている : .

[定義 1] 量子チャネル
$\mathfrak{S}(\mathcal{H})^{\text{か}ら}\mathfrak{S}(\mathcal{H}_{2})$への写像 $\Lambda^{*}$を量子チャネル, あるいは単にチャネルと呼ぶ.

[定義 2] 線形量子チャネル

量子チャネル $\Lambda^{*}$がアフィン性を満たすとき, このチャネルを線形量子チャネル

.と呼ぶ. ここで, アフィン性とは,

$\sum_{n}\lambda_{n}=1$
$( \forall\lambda_{n}\geq 0)\Rightarrow\Lambda^{*}(\sum_{n}\lambda_{n}\rho n)=\sum_{n}\lambda_{n}\Lambda(*\rho_{n})$ $(\forall p_{n}\in \mathfrak{S}(H))$

を満たすことをいう.

[定義 3] 完全正チャネル
量子チャネル $\Lambda^{*}$ の共役写像 $\Lambda:\mathrm{B}(\mathcal{H}_{2})arrow \mathrm{B}(H)$ が完全正写像であるとき, この
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$\Lambda^{*}$ を完全正チャネル (CPチャネル) と呼ぶ. ここで写像 A が写像 $\Lambda^{*}$ の共役写
像であるとは

$\mathrm{t}\mathrm{r}\Lambda^{*}(p)A=\mathrm{t}\mathrm{r}\rho\Lambda(A)(\forall p\in \mathfrak{S}(H),\forall A\in \mathrm{B}(\mathcal{H}_{2}))$

を満たす場合をいい, 写像 A が完全正写像であるとは

$\sum_{j,k=1}^{n}B^{*}.\Lambda(jk)A_{j}AB*k\geq 0$ $(\forall n\in \mathrm{N},\forall A_{j}\in \mathrm{B}(\mathcal{H}_{2}),\forall B_{j}\in \mathrm{B}(Xt))$

を満たす場合をいう.

[定義 4] ユニタリチャネル
$\mathcal{H}$ をヒルベルト空間とし, $U:\mathcal{H}arrow \mathcal{H}$ を $\mathcal{H}$ 上のユニタリ作用素とする. この

ユニタリ作用素 $U$による状態変化を記述する量子チャネル $\Lambda_{U}^{*}$を次式のように定義

する.

$\Lambda_{U}^{*}(\rho)=U\rho U^{*}$ $(\forall\rho\in \mathfrak{S}(\mathcal{H}))$

[定義 5] 射影チャネル
$\{P_{n}\}$を $P_{n}=P_{n}^{2}=P_{n}^{*}$ $(\forall n)$かつ

$I= \sum_{n}P_{n}$
を満たすヒルベルト空間 $\mathcal{H}$上の射影作用

素の集合とする. 状態 $\rho\in \mathfrak{S}(\mathcal{H})$ を $\{P_{n}\}$を用いて観測するとき, この観測過程によ
る状態変化を記述する量子チャネル $\Lambda_{me}^{*}$を次式のように定義する.

$\Lambda_{me}^{*}(\rho)=\sum_{n}P\rho nnP$
$(\forall\rho\in \mathfrak{S}(\mathcal{H})\mathrm{I}$

ユニタリチャネルは量子コンピュータ上での計算過程を記述するチャネルであり,

射影チャネルは射影作用素を用いた観測過程を記述する観測チャネルである. この

ように, ユニタリチャネルと観測チャネルを用いて量子コンビュ–.タ上での計算を
つのチャネルとして数学的に定式化できる. また, ショアーのアルゴリズムを量

子チャネルで定式化する際に用いるリフティングは, 次のように定義される.

[定義 6] リフティング
ニつのヒルベルト空間を $\mathcal{H},\mathcal{K}$ とする. このとき, 連続写像 $\mathcal{E}^{*}$が

$\mathcal{E}^{*}:$ $\mathfrak{S}(\mathcal{H})arrow \mathfrak{S}(\mathcal{H}\otimes \mathcal{K})$

で定義されるとき, この写像 $\mathcal{E}^{*}$をリフティングと呼ぶ田.
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3. ショアーの因数分解アルゴリズム

この節では高速に因数分解することができるショアーのアルゴリズム $[4,11]$につい

て簡単に説明する.
このショアーの因数分解アルゴリズムは, 素数でない整数 $Z$ が与えられたときに

その因数を求めるアルゴリズムであり, 次式を用いて $r$を得るアルゴリズムである.

$\mathrm{Y}^{r}\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Z)$ (3.1)

ここで, $\mathrm{Y}$ は $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\mathrm{Y},Z)=1$ を満たすものとして与えられる定数である. 今, $r$ が偶

数であるとき

$\mathrm{Y}^{r}\equiv 1$ (mod $Z$) $\Leftrightarrow(\mathrm{Y}^{\frac{r}{2}})^{2}\equiv 1$ (mod $Z$) $\Leftrightarrow(\mathrm{Y}^{\frac{r}{2}}-1)(\mathrm{Y}^{\frac{r}{2}}+1)\equiv 0$ (mod $Z$)

であり, この等式から $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}((\mathrm{Y}^{\frac{r}{2}}-1),Z)$ または $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}((\mathrm{Y}^{\frac{r}{2}}+1),z)$ が整数 $Z$ の因数であ

る. 但し, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}((\mathrm{Y}^{\frac{r}{2}}\pm 1),Z)\neq Z$ であるとする.

この $\sqrt[\backslash ]{}\backslash$ョアーのアルゴリズムは量子コンピュータ上で, (3.1)式の $r$ を高速に求め

るアルゴリズムであり, この $r$ を求めることができれば上述したように $Z$ の因数が

わかる. このアルゴリズムで最も重要な変換が次に示す離散フーリエ変換である. $q$

次元ヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ 上の離散フーリエ変換は $|0\rangle$, $|1\rangle$, $\cdots,|q-2\rangle$, $|q-1\rangle$ を $\mathcal{H}$ の基底

ベクトルとして次式のように定式化される.

$DFT_{q}$ : $|a\rangle$ $arrow\frac{1}{fq}\sum_{C=0}^{\iota}\mathrm{e}q-\mathrm{x}\mathrm{p}(\frac{2\dot{\varpi}ac}{q})|_{C\rangle}$

この変換は冗の 1つの基底/\‘‘ $\text{ク}$

.
トル $|a\rangle$ を, $\mathcal{H}$ 上のすべての基底ベクトル $\{|c\rangle\}$ が

等確率で重ね合わされたベクトルに変換するものである.
上述したように, ショアーのアルゴリズムは因数分解自体を行うアルゴリズムで

はなく, 因数を得るための手がかり $r$ を求めるアルゴリズムであることに注意が必

要である.

4. 量子アルゴリズムの量子チャネルによる再定式化

この節では, 量子アルゴリズムの具体例としてショアーのアルゴリズムを量子チャ
ネルを用いて再定式化する [8].

まず 計算過程を記述するために次の $\mathcal{H}(=\bigotimes_{1i=}^{N}\mathrm{C}^{2})$ 上の完全正規直交系 $\{e_{i}\}$ を用

いる.
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$.e_{0}=|0\rangle[eggx]|0\rangle\otimes\cdots\otimes|\mathrm{o}\rangle\otimes|\mathrm{o}\rangle$

$e_{1}=|1\rangle\otimes|0\rangle\otimes\cdots\otimes|\mathrm{o}\rangle\otimes|\mathrm{o}\rangle$

$e_{2}=|0\rangle\otimes|1\rangle\otimes\cdots\otimes|0\rangle\otimes|0\rangle$

(4.1)...
$e_{2^{N}-}=|20\rangle\otimes|1\rangle\otimes\cdots\otimes|1\rangle\otimes|1\rangle$

$\mathrm{s}e_{2^{N}-1}=|1\rangle\otimes|1\rangle\otimes\cdots\otimes|\iota\rangle\otimes|1\rangle$

ここで, $e_{i}$ は添字 $i$. の二進展開から作られる $\mathcal{H}$ 旭状態ベクトルを表している. 以
下では, この $e_{i}$ を

$|i\rangle\equiv e_{i}$

と記述する. (つまり, 以下で記述されている $.|0\rangle$, $|.1\rangle$ は (4.1)式の右辺の $|0\rangle$, $|1\rangle$ と

は異なるものである. ) ショアーの因数分癬アルゴリズムは量子チャネル理論を用
いると次の 1\sim 9の手続きによって再定式化される.

1. 因数分解したい整数を $Z$ とする.

2. $Z$ から $Z^{2}\leq 2^{N}<2Z^{2}$ を満たす $N$ と $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\mathrm{Y},Z)=1$ を満たす $\mathrm{Y}$ を与える.

3. 入力状態を $\rho_{0}=|0\rangle$$\langle 0|(=|e_{0}\rangle\langle.e_{0}|)$ とする.

4. 部分等距離チャネル $=$ :

$\Lambda_{F}^{*}(.\rho_{t})=\sum_{k,k\prime}UF,k.k\rho EEtk’.UF,k*$
, $(\rho_{t}=|t\rangle\langle f|,E_{k}=|k\rangle\langle k|)$

を用いて入力状態 \rho 。を変換する.

$\Lambda_{F}^{*}(p\mathrm{o})=\sum_{k,k\prime}UF,kE_{k}\rho 0EU_{F,k}^{*}\prime U_{F,0}=\rho k’0U_{F,0}^{*}=\frac{1}{2^{N}}2N-\sum^{1}k=02^{N}1k=0\sum_{\prime}^{-}|k\rangle\langle k’|$

ここで, ユニタリ作用素 $U_{F,k}$ は離散フーリエ変換に対応しており次式のようにな
る.

$U_{F,k}|k \rangle=\frac{1}{\sqrt{2^{N}}}2^{N}\sum_{0j=}^{-}1\exp(\frac{2mjk}{2^{N}}\mathrm{I}^{1j}\rangle$

5. リフティング $\mathcal{E}^{*}:$ $\mathfrak{S}(\mathcal{H})arrow \mathfrak{S}(\mathcal{H}\otimes \mathcal{K})$

$\mathcal{E}^{*}(\rho)\equiv\sum_{jj,\prime}E\rho j\otimes E_{j},|\mathrm{Y}j\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Z\rangle\langle \mathrm{Y}^{j’}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} z|$

$(\forall\rho\in \mathfrak{S}(\mathcal{H}))$

を用いて, 状態 $\Lambda_{F}^{*}(\rho_{0})$ を変換する (但し $E_{j}=|j\rangle\langle j|$ ) .

$\mathcal{E}^{*}(\Lambda_{p}^{*}(\rho 0))=\frac{1}{2^{N}}\sum_{k=0\prime}^{1}\sum_{k=0}|k\rangle 2^{N}-2N-\iota\langle k’|\otimes|\mathrm{Y}k\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Z\rangle\langle \mathrm{Y}k’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Z|$
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6. $M=\{m;\langle m,m’\rangle=\delta_{mm},,m=\mathrm{Y}^{k}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Z,0\leq k\leq 2^{N}-1\}$ , $\tilde{M}=\{|m\rangle;m\in M\}$ , $\mathcal{K}=\overline{Iinsp}\tilde{M}$

とし, 射影作用素 $P_{m}$ を

$P_{m}=|m \rangle\langle m|,\sum P_{m}=Im$

とする. ここで, $\overline{linSp}\tilde{M}$ はベクトル集合必の線形結合で張られる空間で, さら

に, その空間の閉包をとった空間 (この空間はヒルベルト空間である) を表す.
また,

$J_{m}\equiv\{k;m=\mathrm{Y}^{k}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Z\}$ , $\bigcup_{m}|J_{m}|=2N$ , $|M|=r$ , $|J_{m}|= \frac{2^{N}}{|M|}=\frac{2^{N}}{r}$

とし, 観測チャネル $\Lambda_{me\langle \mathcal{K})}^{*}$ を

$\Lambda_{me(\mathcal{K})}^{*}\rho\equiv\sum_{m\in M}(I\otimes P_{m})\rho(I\otimes P_{m})$

と定義する. この観測チャネルで状態 $\mathcal{E}^{*}(\Lambda_{F}^{*}(p_{0}))$ を変換する.

$\Lambda_{me(\mathcal{K})}^{*}(\mathcal{E}^{*}(\Lambda_{p}^{*}(\rho 0)))=\frac{1}{2^{N}}\sum\sum_{\in m\in MkJ_{-}k}\sum_{\prime\in J-}|k\rangle\langle k’|\otimes p|m\mathrm{Y}k\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{d}z\rangle\langle \mathrm{Y}^{k}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} z|\prime Pm$

ここで, $m$ は $m=\mathrm{Y}^{k}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} z)$ を満たす整数であり, この等式が成り立つ最小の $k$

の値を $l$ とする. また, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\mathrm{Y},Z)=1$ であるから $\mathrm{Y}^{r}\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} z)$ $(r=|M|)$ を満たす
$r$ が存在する. このことから

$\mathrm{Y}^{\iota}(1-\mathrm{Y}jr)\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} z)$ $(\cdot$. $\mathrm{Y}^{jr}\equiv 1$ mod Z)
$\Leftrightarrow \mathrm{Y}^{l}-\mathrm{Y}^{jr+}\iota\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} z)$

$\Leftrightarrow \mathrm{Y}^{l}\equiv \mathrm{Y}^{jr+\iota}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{z})$

という合同式が成り立つ. この関係を用 $\mathrm{A}1$ることに ck り状態 $\Lambda_{me(\mathcal{K})}^{*}(\mathcal{E}^{*}(\Lambda(*\rho_{0}F)))$ は

$\Lambda_{me(\mathcal{K})}^{*}(\mathcal{E}^{*}(\Lambda*F(\rho_{0})))$

$= \sum_{m\in M}\frac{1}{2^{N}}(\frac{2^{N}}{\sum_{j=0}^{r}}11|jr+\iota\rangle(,\frac{2^{N}}{\sum_{j=0}^{r}}1)\langle j’\iota|\otimes\gamma+|m\rangle\langle m|$ $( \cdot.\cdot|J_{m}|=\frac{2^{N}}{|M|}=\frac{2^{N}}{r})$

と書き換えることができる.

7 6. で得られた状態に部分トレース $\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathcal{K}}$ をとる.
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$\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathcal{K}}\Lambda^{*}(me(\mathcal{K})\mathcal{E}*(\Lambda*F(\rho_{0})))=(\sqrt{\frac{r}{2^{N}}}|j\gamma+\iota\frac{2^{N}}{\sum_{j=0}^{r}}1\rangle 1(\sqrt{\frac{r}{2^{N}}}’\langle j’\gamma+l|)\frac{2^{N}}{\sum_{j=0}^{r}}1$

8. この状態を再び $\Lambda_{F}^{*}$ で変換する.

$\Lambda_{F}^{*}(\mathrm{t}\mathrm{r}\Lambda_{me}(\mathcal{K}(\kappa)(*\mathcal{E}*\Lambda(*)F\rho_{0}))\mathrm{I}=(\frac{1}{\sqrt{r}}\sum_{s=0}^{r-1}\exp(\frac{2\dot{m}ls}{r})|S\cross\frac{2^{N}}{r}\rangle 1(\frac{1}{\sqrt{r}}\sum_{S=}^{1}e\mathrm{x}\gamma-\prime 0\mathrm{p}(-\frac{2\dot{m}l_{S’}}{r})\langle s\prime \mathrm{X}\frac{2^{N}}{r}|)$

9. 最後に観測チャネル $\Lambda_{me(\mathrm{H})}^{*}\rho$
$\equiv\sum_{a=0}^{r-\iota}P_{\mathcal{O}}’\rho P_{a}$’を用いて変換を行う.

但し $P_{a}’=|a \frac{2^{N}}{r}\rangle\langle a\frac{2^{N}}{r}|$ , $\sum_{a=0}^{\prime-1}p_{a}\prime I=$ である.
$-$

$\Lambda_{me(\mathcal{H})}^{*}(\Lambda_{F}(**(\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathcal{K}e(\kappa)}\Lambda_{m}\mathcal{E}*(\Lambda(*\rho F\mathrm{o})))))$

$= \frac{1}{r}\sum_{a=0S}^{-1}\sum\gamma r=0S-1r\sum_{=}’-\iota 0\exp(\frac{2\dot{\varpi}ls}{r})\exp(-\frac{2\dot{m}I_{S’}}{r})P|aS\cross\frac{2^{N}}{r})\langle s’\cross\frac{2^{N}}{r}|P_{a}’$

$= \sum_{a=0}^{r-\iota}\frac{1}{r}|\mathit{0}^{\frac{2^{N}}{r}})\langle a\frac{2^{N}}{r}|$

以上より, この因数分解アルゴリズムの量子チャネル $\Lambda^{*}{}_{sFact}Po$ は次のように定式

化できる.

$\Lambda_{sF}^{*}\rho aCr0=\Lambda_{me}(*\Lambda((\mathcal{H})*F\mathrm{t}\mathrm{r}\mathcal{K}e(\Lambda_{m}^{*}(\kappa)(\mathcal{E}*.\Lambda(*\rho F\mathrm{o})))))$

5. まとめ

本論文では, 量子コンピュータの計算過程を記述する量子状態を, 量子情報理論

などで情報伝送の議論をする際に用いられている混合状態で表し, 量子コンピュー

タの入力から出力までの動作過程をチャネル理論という同–の数学的表現を用いて
取り扱うことができた. さらに, その–例としてショアーの因数分解アルゴリズム

を量子チャネルを用いて再定式化した. 本論文において, チャネル理論を用いた混

合状態をも取り扱える再定式化により量子コンピュータの動作過程は, より的確に
捉えることができた. このことによって, 量子計算理論と量子情報理論との関連性

をより厳密に調べることが可能になるものと思われる. このような量子計算過程に
関する我々の最近の研究の成果として $[6, 10]$などがある.
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