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1 はじめに

Hilbcrt 空間 $H$ で定義され.\acute $(-\infty., \infty]$ に値をとる関数 $.f$

. が凸であるとは. $H$ の任意の
要素 $x,$ $y$ および非負な数\alpha , \beta (ただし, $C\lambda’+.\dot{\mathrm{x}}\mathit{3}’=1$ ) に対して

$t\cdot(\alpha X+o_{y}$. $\mathrm{I}\leq o^{\mathit{1}}t\cdot(X)+\beta.f\cdot(y)$

が成立するときをいう. また, ある $x\in H$ に対し.\acute $f\cdot(x)<+\infty$ となるとき, 関数 $f$
. は

proper であるという. 「 $r$ 個の下半連続な凸関数 $g_{i}$ の制約式

$g_{i}(x)\leq 0$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$r$

を満たす $x\in H$ の中で, 下半連続で凸な目的関数 $f$ を最小にする点 $x_{0}$ を見つけよ」 とい

う凸最小化問題において

$Ci=\{x\in H : g_{i}(x)\leq 0\}$ , $.i=.1,2_{l}\ldots$ .
$,$

$’$
’

とし, $S=\mathrm{n}_{i=1}^{r}c_{i}$. とすると, $C_{i}’(i=1,2_{b}\ldots. , r)$ と $S$ は閉凸集合になるが.\acute 上の問題は「閉
凸集合 $S$ の中で, 下半連続で凸な関数 $f$ を最小にする謡 $x_{0}$ を見つけよ」 という問題にな
る. さらに

$g(x)=\{$
$f(x)$ $(\forall x\in S)$

$\infty$ $(\forall x\not\in S)$

と定義すると, 「 $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}$ 空間 $H$ において, $g$ を最小にする点 $x_{0}$ を見つけよ」 という問題
になる. そこで -般的には, Hilbert 空間 $H$ 上で定義され, $(-\infty, \infty]$ に値をとる下半連続
で proper な凸関数 $g$ に対して\sim を最小にするという問題を考えればよいことになる. い
ま $g$ の劣微分

$\partial g(x)=\{x^{*}\in H : g(y)\geq g(x)+(x^{*}, y-X), \forall y\in H\}$ , $\forall x\in H$

は, $H$ から $H$ への m増大作用素になる. そこで, この m増大作用素 $A=\partial g$ に対して.B 初
期値問題

$\{$

$\frac{cdu(t)}{dt}+Au(t)\ni 0$ , $0<t<\infty$

$u(0)=x$

を考える. これは–意の解 $u$ : $[0, \infty)arrow H$ をもつ. いま $A$ の定義域 $D(A)$ の元 $x$ と $t\geq 0$

に対して
$S(t)x=u(t)$
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で $S(t)$ を定義すると) $S(t)$ は $D(A)$ 上の非拡大写像. すなわち

$||S(t)X--s(t).\dot{y}||\leq||x-.y.||$ . $\forall x_{:}.\iota/\in D(\mathrm{a}4)$

となり, $D(\mathrm{z}4)$ の閉包 C. 上に–意に拡張できる. また $F(S(t))$ を写像 $S(t)$ の不動点の集合
とすると

$0 \in\partial g(x0)\Leftrightarrow g(_{X_{0}})=111\mathrm{i}_{11}gx\in H(_{X)}\Leftrightarrow x_{0}\in\bigcap_{t\geq 0}F(s_{(t)})$

であることも知られている. さらに i $nl$-増大作用素 $A=\partial g$ の resolvents $.J_{\lambda}.=(I+\lambda \mathrm{z}4)^{-\iota}$ ,
$\forall\lambda>0$ はすべて非拡大写像となり, 任意め $\lambda>0$ に対して

$0\in A(x_{0})\Leftrightarrow.J_{\lambda}x_{0}=x_{0}$

であることも簡単な計算によってわかる. そこで, 「 $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\Gamma \mathrm{t}$ 空間 $H$ 上で定義された下半
連続で $\mathrm{P}^{\mathrm{r}\mathrm{o}}1^{)\mathrm{e}\mathrm{r}}$ な凸関数 $g(x)$ を最小にする点 $x_{0}$ を見つけよ」 という問題は興味あるいろ
いろの問題に発展する. ここでぽ, $\lceil_{g}$ を最小にする点 $x_{0}$ が存在する」 という仮定の下に,
その $x_{0}$ を求める方法と大いに関係のある非拡大写像または非拡大写像族に関する不動点
近似法をいくつか紹介する. 特に, 最近, 塩路-高橋 [38] によって得られた Banach 空間にお
ける Halpern 形の強収束定理やそれを写像族の場合まで証明した強収束定理は i 写像の定
義域にコンパクトを仮定していない点が興味あるものと思われる. また $C_{i}’(i=1,2, \ldots, r)$

が与えられたとき 「 $H$ から $C_{i}$, への距離射影君のみを使って, $S=\mathrm{n}_{i=1}^{r}C,i$ の元を求めよ」
という凸制約商題を, ここでは上の強収束定理や Reich の弱収束定理 [33] 用いて議論する.

2 準備
$E$ を Banach 空間とし, $C$, を $E$ の空でない時勢集合とする. このとき, $C$, 上の写像 $T$

は) 任意の $x,$ $y\in C.$ に対して i $||TX-^{\tau_{y}}||\leq||x-y||$ を満たすとき, 非拡大であるといわ
れる. C. 上の写像 $T$ に対して, $F(T)$ は $T$ の不動点の全体を表し, $R(T)$ は $T$ の値域を表
す. $D\subset C$ とし, $P$ を C. から $D$ の上への写像とする. このとき, $P$ がサニーであるとは

$x\in C$. と $t\geq 0$ に対して, $Px+t(x-PX)\in C$. であるならば

$P(Px+t(x-PX))=Px$

がつねに成り立つことである. また $C$ から $C$. への写像 $P$ が $P^{\underline{9}}=P\dot{\text{を}満たすとき}$

retraction であるといねれる. Banach 空間におけるサニー非拡大 retraction は Hilbert 空
間での metric projection を拡張した概念である. また $C$. の部分集合 $D$ に対して, C. から
$D$ の上への非拡大 retraction が存在するとき, $D$ は $C$, の非拡大 retract といわれる.

Banach 空間 $E$ に対して, $E$ の凸性の modulus $\delta$ は, 任意の $\underline{r}(0\underline{<}_{6}\leq 2)$ に対して

$\delta(_{\overline{\mathcal{E}}})=\inf\{1-||\frac{x+y}{2}.|| : ||x||\leq 1, ||y||\leq 1, ||x-.y||\geq\hat{\mathrm{c}}\}$

で定義される. Banach 空間 $E$ は, 任意の $\epsilon>0$ に対してその modulus が $\delta(\epsilon)>0$ である

とき, 一様凸であるといわれる. また, $E$ は $||x||=1.,$ $||y||=1$ となる $x_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\backslash y\in E(x\neq y)$ に
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対して.\acute つねに $||x+y||<2$ であるとき. 狭義凸であるといわれる. -様凸な Banach 空間

は狭義凸である. $E^{*}\text{を}.E$ の共役空間とするとき, $E$ が $E=(E^{*})^{*}$ を満たすなら, $E$ は回

帰的であるといわれる. 一様凸な Banach 空間は回帰的であることも知られている.
.. Banach 空間 $E$ の元 $x$ とその共役空間 $E^{*}$ の元 $x^{*}$ に対して; $(x, x^{*})$ によって $x$ におけ

る $x^{*}$ の値 $x^{*}(x)$ を表すとき, $E$ 上の duality 写像 $.J$ は.\tilde つぎのように定義される:

$.J(x)=\{x^{*}\in E^{*}:(X, X^{*})arrow-||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$ , $\forall x\in E$ .

Hahn-Banach の定理を用いることによって, 任意の $x\in E$ に対して $.J(x)\neq\underline{)}$ であること

が証明される. この duality 写像 $.J$ は $E$ のノルムの微分可能性とも大いに関わりをもつ.
いま $U=\{x\in E:||x||=1\}$ とするとき, 任意の $x_{l}.y\in U$ に対して

$1\mathrm{i}\mathrm{n}1tarrow 0^{\frac{||x+ty||-||x||}{t}}$ $(*)$

が常に存在するとき, $E$ のノルムは G\^atcaux 微分可能であるといわれる. このとき, Banach
空間 $E$ は smooth であるともいわれる. 任意の $.\uparrow/\in L^{-}$ に対して極限 $(*)$ が $x\in U$ に対して

一様に存在するとき, $E$ のノルムは uniformly $\mathrm{C}_{\mathrm{T}}\hat{\mathrm{a}}\mathrm{t}\mathrm{e}.\mathrm{d}J\mathrm{u}\mathrm{X}$ 微分可能であるといわれる. 任意

の $x\in U$ に対して, 極限 $(*)$ が $y\in U$ に対して–様に存在するとき, $E$ のノルムは Fr\v{c}chct

微分可能であるといわれる. $E$ が smooth であるなら, duality 写像 $.J$ は–価となり, $E$ の

ノルムが $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}1)^{V}$ Gteaux 微分可能なら, $.J$ は $E$ の有界集合上で–様連続である. また
$E$ のノルムが Fr\’echet 微分可能ならば, $.J$ は norm-to-norrll 連続である [46].

3 強収束定理
$C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とし, $T$ を $C$, から C. への非拡大写像とする. $\mathrm{H}‘ \mathrm{a}1_{\mathrm{P}^{\mathrm{G}}}\mathrm{r}\mathrm{n}[]$

は Hilbert 空間でつぎの問題を考えた: $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ とし

$x_{1}=x\in C,$ , $X_{n+1}=c\lambda_{n}^{\mathit{1}}X+(1-(y_{n})\tau xr\iota$ $(\uparrow\iota=1,2,3, \ldots)$

とするとき, どのような条件の下で $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に収束するか.

これに対して, $\mathrm{t}1^{\tau}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[5\overline{/}]$ はつぎの定理を証明した.

定理 3.1 (Wittmann) $\{\alpha_{n}\}$ を $[0,1]$ の元\alpha n の実数列で

$narrow\infty^{C}1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}x_{n}^{\mathit{1}}=0$ , $\sum_{n=\iota}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<+\infty$

となるものとする. $C$, を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, $T$ を $C$, から $C$, への $F(T)\neq\phi$

となる非拡大写像とする. $x\in C$ とし, $x_{1}=x$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-C\lambda’)n\tau x$
。 $(n=1,2.3, \ldots)$

とする. このとき, $\{X_{7\iota}\}$ は $T$ の不動点 $x_{0}$ に強収束する. また $x_{0}=Px$ である. ただし $P$

は $H$ から $F(T)$ の上への metric projection である.
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$\backslash \backslash ^{-}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}_{\mathrm{l}1}1^{\cdot}\mathrm{d}$ nn の定理で $Cl’= \frac{1}{\gamma 1}$ とし.\acute $T$ をアフィンとすると
$i$

それはつぎの Baillon の非線

形エルゴード定理 [3] と –致する. ..,,.

定理 32 (Baillon) $C$. を Hilbert 空間における閉凸集合とし, $T$ を $C$, から $C$, への

$F(T)\neq\zeta)$ となる非拡大写像とする. このとき, 任意の $x\in C$, に対して

$S_{n}x= \frac{1}{\mathrm{t}l}\sum_{k=0}^{-1}T^{k}Xrl$

.

は, $T$ の不動点に弱収束する.
Baillon の定理は弱収束どまりであるのに対し, Wittmaarn の定理は強収束までいえる.

最近.\acute 塩路高橋 [38] は $\backslash 1^{7}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ の定理を Banach 空間の場合まで拡張するつぎの定理を

得た. Halpern の問題を Banach 空間の場合で解くことは, これまで open にされていた.

定理 33 $\{\mathfrak{a}_{r}^{0},\}$ を $[0., 1]$ の元 $\alpha_{n}$ の実数列で

$?\iotaarrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{I}11\mathfrak{a}n=0_{!}$. $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ : $\sum_{\gamma’=1}^{\infty}|\alpha_{n}+1-\mathfrak{a}_{n}^{\mathit{1}}|<+\infty$

となるものとする. $E$ を –様凸で–様 G\^ateaux 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とす

る. $C$ を $E$ の閉凸部分集合とし, $T$ を $C$, から $C$, への $F(T)\neq\acute{Q}$ となる非拡大写像とする.

$x\in C$, とし, $x_{1}=X_{J}$.

$x_{r\iota+1}=\alpha_{n}X+(1-(1_{n}^{\mathit{1}})\tau X$ $(n=1,2,,3_{\mathit{1}}. \cdots.)$

とする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点 $x_{0}$ に強収束する. また $x_{0}=Px$ である. ただし, $P$

は $C$, から $F(T)$ の上へのサニー非拡大な retraction である.

この定理の証明には, $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}[34]$ , 高橋-上田 [55] による増大作用素の $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{o}1\backslash ’\prime \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}$ に関係す

るつぎの定理が用いられた.

定理 34 $E$ を -様凸で–様 G\^ateaux 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし, $C$, を

$E$ の空でない閉店部分集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像とし, $x\in C$ とする. こ

のとき, $0<t<1$ となる任意の $t$ に対して .

$\sim t7=tx+(1-t)\tau z_{t}$

を満たす元 $z_{t}$ が–意に定まるが, $tarrow \mathrm{O}$ とするならば $\{z_{t}\}$ は $Px$ に強収束する. ただし,

$P$ は $C$ から $F(T)$ の上へのサニ一非拡大 retraction である.

方, 清水-高橋 [37] は複数の非拡大写像に対する共通不動点近似法を考案し, つぎの
2つの定理を証明した. 定理を述べる前に定義を $-$つ与えておく. $C$ を Banach 空間 $E$

の閉凸集合とし, $\{S(t) : 0\leq t<\infty\}$ を $C$, 上で定義された写像の族とする. にのとき,
$\{S(t) : 0\leq t<\infty\}$ がつぎの 4つの条件を満たすならば $C$, 上の非拡大半群と呼ばれる:

(1) $S(t+s\mathrm{I}x=S(t)s(S)X, \forall t, S\in[0.\infty)" x\in C,\cdot$

(2) $s(0)_{Xx,\forall}=X\in C,$ $\cdot,$.
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(3) 任意の $x^{\backslash },$ $\in C.$ に対して, $t\mapsto S(t)r$. tよ連続である;

(4) $||S(t)X-s(t).\iota/||\leq||x-,v||.’\forall t,$ $\in[0_{\mathit{1}}.\infty].\prime x,$ $y\in C$ .

定理 35 $H$ を Hilbert 空間とし.\acute $C$ を $H$ の閉凸集合とする. $S_{\mathit{1}}.T$ を $C$ から C. への 2

つの可換な非拡大写像とし, $F(S)\cap F(T)\neq()$ とする. $\{\alpha_{l},\}$ を

$0\leq a_{r},$ $\leq 1$ , $narrow\infty^{0}1\mathrm{i}_{111}\mathcal{T}1=0$ , $\sum_{n=\mathrm{t}}^{\infty}(\},t=\infty$

を満たす実数列とする. このとき, $x_{1}=X\in C..$,

$x_{rl\dagger} \iota=a_{n}’x+(1-a,, )\frac{2}{(1\iota+1)(\prime\iota+2)}\sum_{=k0}^{1}\tau i+j\sum S=kiT^{j}\backslash \gamma j\eta$
$(\mathrm{t}l=1_{\mathrm{J}}.2_{:}3\ldots)$

で定義される帳面 $\{x_{\iota},\}$ は $F(S)\cap F(\tau)$ の元 $Px$ に強収束する、ただし, $P$ は C. から $F(T)$

の上への metric projection である.

注 上の定理は 1\sim 個の場合まで拡張される.

定理 3.6 $H$ を Hilbert 空間とし, $C$, を $H$ の山添集合とする. $\{S(t.) : 0\leq t<\infty\}$ を $C$

上の非拡大半群とし, $\bigcap_{t\geq 0}F(S(t))\neq\zeta.,\acute{)}$ とする. $\{\mathfrak{a}_{n}’\}$ を

$0\leq c\iota_{n}^{\mathit{1}}\leq 1$ , $narrow\infty 1\mathrm{i}111\alpha_{\gamma}|=0$, $\sum_{\gamma \mathrm{t}=1}^{\infty}a’,\downarrow=0$

を満たす実数列とする. このとき, $x_{1}=x\in C,$ ,

$x_{n+1}= \alpha_{r\iota}x+(1-\alpha_{n})\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n_{S()}}}uX_{n}du$ $(\uparrow=1,2_{\mathit{1}}\ldots.)$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は, $\{t_{n}\}$ を $t_{n}arrow\infty$ となる実数列とするなら, $\mathrm{n}_{t\geq \mathit{0}}F(s(b))$ の元

$Px$ に強収束する. ただし, $P$ は $C$, から $\bigcap_{\iota\geq}0F(s(t))$ の上への metric $\mathrm{P}^{\mathrm{r}\mathrm{o}}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ である.

定理 36は, 塩路-高橋 [39] によって, つぎの定理まで拡張されている.

定理 3.7 $E$ を –様凸で–様 G\^ateaux 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし, $C$, を

$E$ の閉凸集合とする. $\{S(t) : 0\leq t<\infty\}$ を $C$ 上の非拡大半群とし, $\mathrm{n}_{\iota\geq \mathit{0}}F(s(t\mathrm{I})\neq 0$ と

する. $\{\alpha|\iota\}$ を

$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ , $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}\alpha_{\eta}=0$

を満たす実数列とする. このとき, $x_{1}=X\in C,$ ,

$x_{n+1}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}s(u)X_{n}du$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は, {研を $t_{n}arrow\infty$ とする実数列とするなら, $\bigcap_{t\geq 0}F(s(t))$ の元

$Px$ に強収束する. ただし, $P$ は $C$, から口 t $\geq \mathit{0}^{F(S}(t))$ の上へのサニー非拡大 retraction で
ある.

上の定理は, 最近塩路高橋 [40] によって Banach 空間で, かつ非拡大非可換半群の場合
まで拡張されたことを報告しておく.
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4 弱収束定理
$C$ を Hilbcrt 空間 $H$ の即妙集合とし. $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像とする. このと

き, $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[30]$ はつぎの問題を考えた: {(-},, $\}$ $\subset[0_{:}1]$ とし, $x_{1}=x\in C\subset H$ .

$x_{r’+1}=a_{r[]}^{\prime\tau X_{\gamma l}}+(1-\alpha_{1},)x_{r}$, $(n=1_{i}2_{\mathrm{r}}.3\ldots.)$

とするとき, どのような条件の下で $\{x_{\gamma 1}\}$ は $T$ の不動点に収束するか.
これに対して i Mctlln 自身. $\{x_{\gamma}\ovalbox{\tt\small REJECT}’\}$ が $T$ の不動点への弱収束する $-$つの解答を与えた

が, 1974年, 石川 [18] は $\beta_{\backslash }\mathrm{I}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ よりも -般的な近似法でこれを研究している. すなわち,
$x_{1}=x\in C\subset H$

$x_{rt+}\iota=\alpha_{r},T[\mathit{3}’|T_{X_{r1}}+(1-\beta_{\gamma l})_{X_{r\iota}}]+(1-a_{\gamma \mathrm{I}}^{J})x_{n,}$.
$0<\alpha_{\mathcal{T}1}<1$ , $0</\mathit{3}_{rl}<1$ $(\uparrow=1_{\mathit{1}}.2_{i}3_{\tau}\ldots.)$

で定義される点耳 $\{x_{r},\}$ の収束性についての研究を行った. 後に $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}[33]$ は Banach 空間
でつぎの定理を証明した.

定理 41 $E$ を –様凸で Fre’chct 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とする. $C$. を $E$ の

閉凸集合とし, $T$ を C. から C. への $F(T)\neq 0$ となる非拡大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ を実数列で

$0\leq a_{t}\wedge.,\leq 1$ , $\sum_{r\downarrow=1}^{\infty}0_{\gamma\}}’(1-\alpha_{r}|)=\infty$

を満たすものとする. このとき, $x_{1}=x\in C,$ ,

$x_{n+1}=a_{n}^{0}Tx_{n}+(1-(\}’n)xn (n=1,2_{l}.3_{J}\ldots.)$

で定義される点列 $\{x_{rt}\}$ は $T$ の不動点へ弱収束する.
この定理と定理 33とは Banach 空間のノルムの微分可能性に興味ある違いがでている.
定理 33は–様 GMteaux 微分可能性を仮定して強収束定理を証明しているのに対し, 定理
4.1では Fr\’echet 微分可能性を仮定して弱収束定理を証明している.
高橋-田村 [54] は石川近似法を 2つの写像の場合まで拡張し.\acute つぎの定理を得た.

定理 42 $E$ を –様凸で Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とする. $C$, を $E$

の閉凸集合とし, $S,$ $T$ を C. から $C$, への $F(S)\cap F(T)\neq\dot{C}^{y}$. となる非拡大写像とする. この

とき, $x_{!}=x\in C,’$.

$x_{rt+1}=a_{\gamma \mathit{1}}’s[\mathit{1}\mathit{9}nTX_{\eta}+(1-1\mathit{3}_{rl})x_{n}]+(1-0_{r\}}’)xn$
’

$0<a\leq a_{n}$ , $/\mathit{3}_{r},$ $\leq b<1(\uparrow \mathit{1}=1_{\mathit{1}},2_{2}\ldots.)$

で定義される陣列 $\{x_{n}\}$ は $F(S)\cap F(T)$ の元に弱収束する.
最近, 厚芝-高橋 $[1,]$ は Banach 空間の非拡大半群に対してつぎの弱収束定理を証明して

.
いる.
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定理 43 $E$ を–様凸で $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{c}^{\acute{1}}(.\mathrm{h}\mathrm{c}^{\backslash }\mathrm{t}|$ 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし.0 $C$ を $E$ の

閉凸集合とする. $\{S(t) : 0\leq t<\infty\}$ を $C$ 上の口, $\geq \mathit{0}F(S(t))$ $\neq \mathit{0}$ となる非拡大半群とし,

$\{t,,\}$ を $t,,$ $arrow\infty$ となる実数列とする. このとき.\acute $x_{1}=x\in C$ .

$x_{1+1},=O,,X \gamma l+(1-\alpha,1)\frac{1}{t_{7l}}\int_{0}^{\prime_{n}}S(u).\mathit{1}_{rl}’ d$ it, $0\leq c_{\mathrm{t}_{[}},\leq c\iota<1(_{7\iota=}1,2, \ldots)’$.

で定義される点列 $\{x_{\gamma\downarrow}\}$ は $\bigcap_{\geq 0},F(S(t))$ の点に弱収束する.

定理 $4.1_{C}$. 定理 $4.2_{\mathrm{L}}$. 定理 43の証明には, $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}[33]’$. 高橋-金 [50] によって証明されたつぎ

の補助定理が用いられている.

補助定理 44 $E$ を–様凸で Fr\’echct 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし.1 $C$ を $E$ の

閉凸集合とする. $\{T_{1}, \tau_{2}.., T_{3}, . . .\}$ を $C$. から $C$ への非拡大写像の列とし.\acute $U=\mathrm{n}_{7}^{\infty}F|=\iota(T\gamma l)\neq\zeta’)$

を仮定する. $x\in C$ とし.\acute $S_{n}=T_{\gamma’|l}T-\iota\ldots\tau\iota(\uparrow\iota=1,2.3..)\prime\prime..$ とするなら, 集合

’

$\cap\overline{co}\{S\gamma" X : n\iota\geq\uparrow\iota\}\cap U$

$\gamma\iota=1$

は高々 $-$点からなる.

5 応用
$H$ を Hilbert 空間, $C_{1_{i}},C_{2}.,$

$\ldots,$
$C,7^{\cdot}$ を $H$ の空でない閉凸集合とする. このとき, Hilbert

空間における凸制約問題はつぎの形で述べられるであろう.
original(unknown) image $z$ が $C.1,$ $C,2,$ $\cdots,$

$C\prime r$ の共通部分 $C\prime \mathit{0}$ に属するということが知ら

れているとき、 $H$ から $C_{i}$ への距離射影乃のみを使って、 $z$ を求めよ。

これはまた最小化問題における制約集合の問題とも関連づけられるし、 非線形の連立不
等式の解を求める問題とも関連づけられる。

Crombez [8] はこの問題をつぎのような形で解いた。

定理 5.1 $C_{1},$ $C_{2,r}\ldots,$$C_{\text{・}}$ を $H$ の空でない閉凸集合とし、 $C_{0}= \bigcap_{i=1}^{r}C_{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は空でないとす

る。 $P_{i}$ を $H$ から $C_{i}$ への距離射影とする。 また

$\tau=\mathrm{Q}^{\mathit{1}}0^{I+}\sum \mathit{0}/T_{i}i=1i$
, $T_{i}=I+\lambda_{i}(P_{i}-I)$ ,

$0<\lambda_{i}<2$ , $\alpha_{i}.>0$ , $\sum_{i=0}^{r}\alpha_{i}=1$

とする。 このとき、 $H$ の任意の元 $x$ に対して、 $\{T^{r\iota}x\}$ は $C\prime 0$ の元に弱収束する。

高橋田村 [53] はこの定理を非線形エルゴード理論を用いて Banach 空間の場合まで拡
.

鈍した. .. . . ’..

定理 52 $E$ を Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ–様凸な Banach 空間とし、 $C$, を $E$ の

空でない閉凸集合とする。$c,1,$ $c2,$
$\ldots,$

$cr$ を $\bigcap_{i=1}^{r}C_{i}.\neq\phi$ となる $C$, の非拡大 retracts とし、
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$P_{i}$ を $C$ から $C_{i}$. の上への非拡大 retraction とする。 また

$T$ $= \sum_{i=1}^{f}\alpha_{i}\tau;i$ $0<(\}_{i}<1_{\iota}.$ $. \sum_{i_{-\neg}1}^{r}.a_{i}^{)}--1$ .

$T_{i}$ $=(1-\lambda_{i})I+\lambda_{i}P_{i_{\wedge}}$. $0<\lambda_{i}<1$

とする。 このとき $F(T)=\cap^{\tau}.C_{i};=1^{\cdot}$ であり、. さらに任意の $x\in C$ に対して $\{T^{\mathrm{I}}’ x\}$ は $F(T)$

の元に弱収束する。 ... ..

定理 52を証明するにあたって i 高橋-田村は $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{l}\{[\overline{/}]i$ Lau-高橋 [26], 高橋-朴 [51] 等に
よって証明されたつぎの補助定理を用いた.
補助定理 53 $E$ を $\mathrm{F}\mathrm{r}\acute{\mathrm{c}^{1}}\mathrm{C}^{\vee}\mathrm{h}_{\mathrm{C}\mathrm{t}}1$ 微分可能なノルムをもつ–様凸な Banach 空間とし、 $C$ を

$E$ の空でない閉凸集合とする。 また $T$ を $C$ から $C$. への非拡大写像とする。このとき、任
意の $x\in C$. に対して

$\bigcap_{rr’=1}^{\sim}\overline{CO}\{\tau rlx:\prime l\geq. n\iota\}\mathrm{n}F(\tau)$

は高々 $-$点集合からなる。

方.1下地-高橋 [52]. 厚芝-高橋 [2] は.\acute $\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{Z}[8]$ や高橋-田村 [53] とは違う形の不動点
近似法によって凸制約問題を研究した. 彼らの定理を述べる前に.^ その問題を癬くために重
要となるある写像を定義しよう。 $C$. を Baaaach 空間 $E$ の閉凸集合とし、 $\tau_{1},$ $\tau_{2},$ . . $,\tau ir$ を
$C$ 上の写像とする。 また、 $\alpha_{1\mathit{1}}.(\}_{\underline{9}_{i}}\ldots., ()_{r}-$ を $0\leq\alpha_{i}\leq 1$ $(i=1_{i}2. . , . , r)$ となる実数とす
る。 このとき、つぎのまうに定義される写像 $\mathfrak{s}\tau\nearrow$ は $T_{1}$ , $T_{2}$ , . ..

$i$
罫と $a_{1\mathit{1}}.a_{2\prime\cdot\cdot\prime}^{!}\ldots(\}_{r}$ によっ

て生成される $\mathrm{T}\mathrm{T}^{\prime^{r}}$ 写像といわれる [52].

$S_{1}x$ $=a_{1}T_{1^{X}}+(1-a_{1}^{\mathit{1}})x$ ,
$S_{2}x$ $=(\}_{22}TS_{1}x+(1-0’2)X$ ,

$S_{r\cdot-\mathrm{i}^{X}}$ $=\alpha_{r-\iota}\tau_{\text{ゼ}-}1Sr^{-2}x+(1-(x_{r-1}^{\mathit{1}})x$ ,
$\mathrm{T}Vx$ $=a_{\Gamma}T_{\Gamma}Sr-1^{X}+(1-\alpha_{r}.)X$ .

定理 54 $E$ を狭義凸な Banach 空間とし、 $C$ を $E$ の平骨集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots,$

$Tr$

を $\mathrm{n}_{i1}^{r}F(=Ti)\neq\emptyset$ となる $C$, 上の非拡大写像とし, $a_{1}^{\mathrm{z}},$ $\alpha_{2,\cdot\cdot\prime}\ldots a_{r}\mathit{1}$ を $0<a_{i}^{1}<1(i=$
$1,2,$ $\ldots r-*1)_{i}0<a_{r}’$. $\leq 1$ となる実数とする. $\mathrm{T}\mathrm{f}^{\gamma}/$ を $\tau_{1},$ $\tau_{2,\ldots,r}\tau$ と $\mathit{0}_{1}’,$ $\alpha_{2},$

$\ldots,$
$a^{;}r$ によっ

て生成される $\mathrm{T}^{J}\nu^{r}$ 写像とする. このとき

$F(W)$
.

$= \bigcap_{=i1}^{\text{ゼ}}F(\tau_{i})$

が成り立つ.
下地-高橋 [52] は補助定理 44と定理 54を用いてつぎの定理を証明した.

定理 55 $E$ を–様凸で, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし、C. を $E$ の閉
凸集合とする. $\tau_{1},$ $\tau_{2},$

$\ldots,$
$T_{\tau}$. を $\bigcap_{i=1}rF(Ti)\neq\emptyset$ となる C. 上の非拡大写像とし, $(\supset_{1}^{\prime,a_{2}’},$

$\ldots,$
$\alpha r$
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を $0<\mathfrak{a}_{i}<1(i=1., 2_{J}\ldots.’\cdot-:1).\ovalbox{\tt\small REJECT} 0<a_{7}$. $\leq 1$ となる実数とする. 垣 “ を $T_{1:}T_{2\cdot \mathit{1}}.\ldots.T_{\Gamma}$

と $a_{1;}\mathfrak{a}_{2}.,$ $\cdots$
$a_{\gamma}$:. によって生成される

$\mathrm{T}\mathrm{I}^{\tau}$ 写像とする. このとき、任意の $x\in C$. に対して

{W’国は口 i $=\mathit{1}F(T_{j})$ の元に弱収束する.
この定理を凸制約問題に応用するとつぎの形になる.

定理 56 $E$ を–様凸で, $\mathrm{F}’ \mathrm{r}\acute{\mathrm{G}}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 微分可能なノルムをもつ Bcrnach 空間とし、C. を $E$ の閉

凸集合とする. $C.1\backslash ,$ $C_{21}.\ldots$ .
$,$

$C_{\mathrm{r}}r$ . を口 ri$=1\mathrm{G}\neq\dot{Q}$ となる非拡大 retracts とし、 $P_{i}(i=1_{;}\mathit{2}_{5}\ldots. ; \uparrow’)$

を $C$ から $C_{i}$ への非拡大 retractions とする. また $\alpha_{1\backslash },$ $c\mathrm{t}_{2},$

$\ldots,$
$\alpha_{r}$ を $0<(\}_{i}<1(i=$

$1.2’\ldots$ . ; $r-1$ ), $0<cx_{r}\leq 1$ となる実数とする. $\mathrm{I}^{j}V^{r}$ を $P_{1}.,$ $P\underline{.)}$ , . . . , $P_{r}$ と $\mathfrak{a}_{1}.,$ $\mathfrak{a}_{2;}\ldots.,$ ($x_{r}$ によっ

て生成される $\mathfrak{s}\cdot \mathfrak{s}\ovalbox{\tt\small REJECT}$: 写像とする. このとき任意の $x\in C.$ に対して $\{\mathfrak{s}\cdot|_{-x}’r’\}$ は $\bigcap_{i=1}^{\gamma}$ Ci の元に弱
収束する。
これに対して, 厚芝-高橋 [2] は, 定理 34と定理 54を用いてつぎの定理を証明した.

定理 57 $E$ を –様凸で, 一様 G\^ateaux 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし. $C$.
を $E$ の閉凸集合とする. $T_{12,\cdot\cdot r},$$T...,$ $T$ を $\bigcap_{i=\iota^{F}}^{r}(Ti)\neq \mathit{0}$ となる $C$. 上の非拡大写像と
し, $\mathfrak{a}_{1}^{\prime.a_{2}},\cdot,$ $\ldots$ )

$r\alpha$ を $0<\mathfrak{a}_{i}<1(i=1,2_{t}\ldots. , r-1).,$ $0<\alpha_{r}\leq 1$ となる実数とする. $\mathfrak{s}\cdot \mathfrak{s}\cdot’$

.

を $T_{1}$ , $T_{2_{\mathrm{F}J}}\ldots$. .罫と $\zeta\downarrow_{1}’,$ $a_{2}’$ : $\Gamma$

によって生成される $\mathrm{T}\prime \mathrm{f}’$. 写像とする. このとき, 任意の
$x_{1}=x\in C$ に対して

$x_{n+1}=\beta_{n}x+(1-\beta_{n}\mathrm{I}WX_{r1} (\mathrm{t}l=1,2\backslash \cdot.)’.$ ,

$0\leq\beta_{n}\leq 1$ , $r\mathrm{t}arrow\infty 1\mathrm{i}_{1}11\beta r\iota=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\mathcal{B}_{n+1}-‘\theta_{n}|<\infty$ , $\sum_{r1=1}^{\infty}\beta\gamma \mathrm{t}=\infty$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は鰐=lF(Ti) の点 2に強収束する. ここで.\acute $Px=z$ とすると, $P$

は $C$ から口 2$=1\mathrm{F}(T_{i})$ の上へのサニー非拡大 retractioll である.

この定理を凸制約問題に応用するとつぎの形になる.

定理 58 $E$ を -様凸で, 一様 G\^ateaux 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし, $C$.

を $E$ の閉凸集合とする. $C_{1}.,$ $C_{2}.,$
$\ldots,$

$C.\text{ゼ}$ を口 2$=1Ci\neq\varphi$ となる $C$. の非拡大 retracts と

し, $P_{1},$ $P_{2},$
$\ldots,$

$P_{\text{ゼ}}$ をそれぞれ $C$, から $C_{1},$ $C_{2,\ldots,r}C$, の上への非拡大 retractions とする.

$\alpha_{1},$ $a_{2}^{\rho},$
$\ldots,$ $ar$ を $0<a_{r}’<1$ $(i=1,2, \ldots, r - 1)$ , $0<a_{\text{ゼ}^{}\mathrm{P}}\leq 1$ となる実数とし, $\mathrm{I}\eta_{/}^{\tau}$

を $P_{1},$ $P_{2},$
$\ldots$

$P_{\text{ゼ}}$?と $\alpha_{\iota},$ $\mathrm{Q}_{2}^{\prime,\ldots,\alpha}r$ によって生成される $\mathrm{I}f^{I}$ 写像とする. このとき, 任意の
$x_{1}=x\in C$, に対して

$x_{n+1}=\beta_{n}x+(1-\beta n)WX_{n}$ $(\uparrow\iota=1,\mathit{2}, \ldots)$ ,

$0\leq\beta_{n}\leq 1$ , $\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0$ , $n= \sum_{1}^{\infty}|\beta_{n}+1-\beta_{n}|<\infty$ , $\sum_{r1=1}^{\infty}\beta_{n}=\infty$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{i=1}^{r}$ Ci の点 $z$ に強収束する、 ここで, $Px=Z$ とする, $P$ は $C$.
から $\mathrm{n}_{i=1}^{r}C\prime i$ の上へのサニ $-$軸拡大 retraction である.

この節の最後に.\acute $\bigcap_{i=1}^{r}C_{i}..=\emptyset$ の場合の定理を 2つあげておく.

定理 59 $E$ を回帰的な Banach 空間とし, $C$, は正規構造をもつ $E$ の閉凸集合とす
る. $C_{1}..,$ $C_{2}.,$

$\ldots$ .G. を $C$, の空でない有界な非拡大 retracts とし, $P_{1}$ , 凸, . .. , B. をそれぞれ
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C. から $C_{1}.$
, C.$‘\Sigma:\cdot\cdot$ :, G. の上への非拡大 retractions とする. $\alpha_{1}.,$ $\alpha_{2ir}\ldots,$$a$ を $0<\alpha_{i}<1$

$(i=1_{i3}\mathit{2}\ldots."-1).,$ $0<a_{\gamma}^{\mathrm{r}}$. $\leq$

.
$1$ となる実数とし, $\mathrm{T}\mathrm{T}^{r}/$ を $P_{1}.,$ $P_{-},,$

$\ldots\backslash ,$

$P_{\gamma}$. と $G_{1:}0^{\mathit{1}}2:\ldots,$ $0_{r}^{J}$ に

よって生成される $\mathrm{T}\cdot \mathrm{f}^{\gamma}$ 写像とする. このとき, $F(\mathrm{T}\mathrm{t}^{\mathit{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT})\vee\neq-^{:}$ である. さらに.\tilde $E$ が狭義凸であ
り, $\bigcap_{i=\iota}^{\tau}c_{i}.=0$ であれば.\acute ある $i(1\leq i\leq r)$ に対して.\tilde $F(l\eta_{/}^{\mathrm{v}})\cap c_{i}=Q$’となる.

$F(\mathrm{T}\cdot \mathrm{f}’.\ovalbox{\tt\small REJECT})\neq-$ であることの証明には Iく irk の不動点定理 [22] が用いられる. 上の定理は制
約集合 $\bigcap_{i=}^{r}{}_{1}C_{j}$. が空であっても, $F(\mathrm{T}\cdot V)$ は空でないことを主張している. つぎの定理を述べ
る前に 1 っの定義を与えておく. $C,$ $D$ を Banach 空間 $E$ の空でない凸集合とする. この
とき, C. に関する $D$ の開核勧 D をつぎのように定義する: $z\in i_{C}D$ であるとは i $z\in D$ で

あって, しかもどんな $x\in C$, に対しても, $\lambda x+(1-\lambda)z\in D$ となる $\lambda\in(0\backslash 1)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が存在する
ときをいう. また.\acute $C$. に関する $D$ の境界 $\partial_{C},D$ も定義される: $z\in\partial_{C’}D$ であるとは, $z\in D$

であって. しかも任意の $\lambda\in(0,1)$ に対して, $\lambda x+(1-\lambda)z\not\in D$ となる
.

$x\in C$ が存在する
ときをいう.

定理 5.10 $E$ を回帰的でかつ狭義凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の閉門集合で正規構造
をもつものとする. $(_{J}^{\gamma},,$${}_{1}C_{2}.\ldots.,$ $c_{\text{ゼ}}$. を $C$, の空でない有界なサニー非拡大 retracts とし, $\partial_{C}.C_{i}$.
の元はすべて, $C_{i}$. の端点となるものとする. $P_{1},$ $P_{2},$

$\ldots$ , $P_{r}$ をそれぞれ $C$, から $C_{1}’,$ $C_{2},$ $\ldots C,7\Gamma$

.

の上へのサニー非拡大 retractions とし, $\alpha_{1_{i}}a_{2,\prime}\ldots$. $.a_{r}$ を $0<a_{i}^{\mathit{1}}<1(i=1,2, \ldots, r-1)i$

$0<\alpha_{f}\leq 1$ となる実数とする. $\nu V$ を $P_{1},$ $P_{2_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\ldots$ . 乃と $a_{1}^{\mathit{1}}.,$ $a_{25\ovalbox{\tt\small REJECT}}.$. $,$ . $.a\prime r$ から生成される \ddagger V 写
像とし, $\bigcap_{i=1}^{r}.C_{i}.=\emptyset$ とする. このとき, $F(\mathrm{T}\psi^{\tau})\text{はただ}-\text{点からなる}.$

. さらに, $E$ が–様凸で
あるならば.J 任意の $x\in C$, に対して, $\{\mathrm{T}V^{n}X\}$ は $F(\nu V)$ の点に弱収束する
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