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1 はじめに

具体的に与えられた Hamilton 系に対し, 解が解析的に求められるか否か, つまり系
が積分可能か否かを決定することは力学の基本的な問題であるが, その完全な判定条件は
今日まで知られていない. 自由度 1の Hamilton 系は常に積分可能なので, 非自明で最も
簡単な状況は自由度 2の Hamilton 系で起きる. Hamilton 系を特にポテンシャル系

$H= \frac{1}{2}(p_{1}2+p_{2}2)+V(q_{1}, q_{2})$ (1)

に限定しても, 現在の我々の知識は期待される判定条件には程遠いのが現状である. 今ポ
テンシャル $V(q_{1}, q_{2})$ を同次式に限定する. 同次式ポテンシャル系を対象とする積極的な
動機としては

$\bullet$ スケール変換によって全てのエネルギー値 H=Eが等価となる, つまり 1つのエネ
ルギー値における情報が (同符号の) 全てのエネルギー値での情報を与える,

$\bullet$ 非同次のポテンシャル系が積分可能なら最高次および最低次のみを残した同次式ポ
テンシャル系も積分可能となる,
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ことが挙げられる. 例えば積分不可能系の代表格である H\’enon-Heiles のポテンシャル

$V(q_{1}, q_{2})= \frac{1}{2}(q_{1^{+}}^{2}q_{2}^{2})+q^{2}1q_{2^{-}}\frac{1}{3}q^{3}2$ (2)

はポテンシャルの 3次の項の符号を 1つ変えて

$V(q_{1}, q_{2})= \frac{1}{2}(q_{1^{+q_{2}}}^{2}2)+q1q_{2}2+\frac{1}{3}q^{3}2$ (3)

とすれば積分可能となり
$\Phi=p_{1}p2+q_{1q2}+\frac{1}{3}q_{1}+q_{1}q_{2}32$ (4)

を独立な第 1積分として持つ. 両者の違いは 3次の部分の違いが決定的な役割を果たして
いる. H\’enon-Heiles 系の積分不可能性は 3次の同次式部分のポテンシャル系の積分不可
能性に由来しているのである. この意味で同次式ポテンシャル系は–般のポテンシャル系
の前積分性を研究する際の確実な第 1 ステップと考えられる.

2 変分方程式として得られる Gauss の超幾何方程式

$V(q_{1}, q_{2})$ を k次の同次式とする Hamilton 系 (1) は常に直線解

$q=c\phi(t),$ $p=c\dot{\emptyset}(t)$ (5)

を持つ. ここで\mbox{\boldmath $\phi$}(t) は

$\frac{d^{2}\phi}{dt^{2}}+\phi^{k-1}=0$ (6)

を満たす関数であり, $c$は代数方程式

$\nabla V(c)=C$ (7)

の 1つの解である. 今, (7) の解 cを 1つ固定する. 運動方程式を直線解 (5) の周りで線形

化して得られる変分方程式は

$\frac{d^{2}\xi}{dt^{2}}+\phi(t)k-2\partial 2V(_{C})\xi=0$ (8)

となる. ここで� 2 $V(c)$ は $V(q)$ のヘッシアン行列を点 q $=$ cで評価したものである. 適

当な座標回転 $(\xi_{1}, \xi_{2})arrow(\xi_{1}’, \xi/2)$ によってヘッシアン行列 $\partial^{2}V(c)$ は対角化される. さらに

$(k-1)$ は $\partial^{2}V(c)$ の, $c$を固有ベクトルとする固有値であることがわかるので, 他の固有

値を $\lambda$ として, 対角化後の変分方程式は

$\frac{d^{2}\xi’}{di^{2}}+\phi(t)^{k}-2\xi’=0$ $(9\rangle$

となる. この第 1の成分
$\frac{d^{2}\xi_{1}’}{dt^{2}}+\lambda\phi(t)k-2\xi’1=0$
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は直線解 (5) に「直交」する変分を記述するので, 直交変分方程式 (Normal Variational
Equation, NVE) と呼ばれる、 今, 適当な座標回転によって最初から直線解が $q_{1}=p_{1}=0$

で与えられているとする. この時, NVE は

$\frac{d\xi_{1}}{dt}=\eta_{1}$ , $\frac{d\eta_{1}}{dt}=-\lambda q_{2}^{k2}-\xi_{1}$ (11)

と書ける. ここで $q_{2}=q_{2}(t)$ は

$\frac{dq_{2}}{dt}=p_{2}.$

’
$\frac{dp_{2}}{dt}=-q_{2}^{k-1}$ (12)

の解で, この直線解の「エネルギー」 を

$\frac{1}{2}p_{2}^{2}+\frac{1}{k}q_{2}^{k}=$ const. $– \frac{1}{k}$ (13)

に固定しておく. 独立変数の変換 $tarrow z$ を

$z=[q_{2}(t)]^{k}$ (14)

によって行えば, NVE (11) は

$z(1-z) \frac{d^{2}\xi_{1}}{dz^{2}}+(\frac{k-1}{k}-\frac{3k-2}{2k}z)\frac{d\xi_{1}}{dz}+\frac{\lambda}{2k}\xi_{1}=0$ (15)

に変換される [10], [13]. これは Gauss の超幾何方程式

$z(1-Z) \frac{d^{2}\xi}{dz^{2}}+[c-(a+b+1)z]\frac{d\xi}{dz}-ab\xi=0$ (16)

でパラメータを

$a+b– \frac{1}{2}-\frac{1}{k},$ $ab=- \frac{\lambda}{2k},$ $c=1- \frac{1}{k}$ (17)

としたものである. この時次の定理が主張できる.

定理 1は Morales-Ruiz and Ramis [7] で微分 Galois 理論の言葉を用いたより -般的な
結果として主張されているものだが, 筆者の理解をはるかに越えているため上に述べた方
針による自家製の初等的な証明を [11] において与えた. 以下はその証明の概略である.
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3 定理 1の証明の概略

いま元の Hamilton 系 (1) が積分可能であると仮定し, 少なくとも考える直線解 $q_{1}=$

$p_{1}=0$ の近傍で解析的な第 1積分

$\Phi(q, p)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ . (18)

を有するとする. このとき常に変分方程式の第 1積分

$I=D^{m} \Phi:=(\xi\frac{\partial}{\partial q}+\eta\frac{\partial}{\partial p})mq\Phi(, p)=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ . (19)

が存在する. この量は $\Phi(q+\xi, p+\eta)$ を $q_{1}=p_{1}=0$ の周りでテイラー展開した時に $0$ とな
らない\xi , $\eta$についての最低次の項に他ならない. さらに $\Phi(q,p)$ がハミルトニアン $H(q,p)$
と独立であるという仮定から, この第 1積分は直交変分方程式の第 1積分と仮定できる.
つまり (19) は

$I=I(q_{2},p2, \xi_{1,\eta 1})=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}$. (20)

の形に書ける. 積分 (20) は変数変換 (14) の後では, Gauss の超幾何方程式 (15) の第 1積
分と解釈でき, それはまた\xi $=\xi_{1}(Z)$ についての 1階の非線形常微分方程式でもある. 驚
くことにこの非線形常微分方程式は簡単に解け, Gauss の超幾何方程式 (15) の解

$\xi=\exp[\int\zeta(z)dZ]$ (21)

を与えてしまう. ここで\mbox{\boldmath $\zeta$}(z) は $I(q_{2},p2, \xi_{1}, \eta 1)$ によって決まる多項式 $f_{j}(z)$ を係数とする
代数方程式

$f_{0}(z)\zeta^{n}+f_{1}(z)\zeta^{n-1}+...$ $+f_{n-1}(z)\zeta+f_{n}(z)=0$ (22)

の解, つまり $z$の代数関数である. つまり Gauss の超幾何方程式 (15) の解が代数方程式
を解く演算, 不定積分演算, 指数関数演算, という 3つの初等的な演算の合成のみで得ら
れることになる.

以上の証明においてはポテンシャルの同次性および Hamilton 系の時間反転対称性に
由来する, 多項式 (20) の 3つの特徴,

$\bullet$ $I$は変数 $(\xi_{1}, \eta_{1})$ について同次であること,

$\bullet$ $I$は相似変換に付随するウエイトについて同次であること,

$\bullet$ Lよ変数 $(p_{2}, \eta_{1})$ について偶関数または奇関数であること,

をフルに利用している.
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4 定理 1の例

定理 1の主張を実感するための例を 1つあげる. k次の同次多項式,

$V_{k}= \frac{1}{kr}[(\frac{r+q_{2}}{2})^{k1}+(+(-1)^{k}\frac{r-q_{2}}{2})^{k+1}]$ , $r=\sqrt{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}}$ (23)

をポテンシャルとする Hamilton 系 (1) は放物線座標で変数分離可能で積分可能である.
そして独立な第 1積分\Phi kは

$\Phi_{k}=p_{1}(q1p_{2}-q_{2}p1)+\frac{k-1}{2k}q_{1}2Vk-1$ (24)

で与えられる [9]. ポテンシャル砿の具体的な形は

$V_{3}$ $=$ $\frac{1}{24}(4q_{1}^{2}q_{2}+8q_{2}3)$ (25)

$V_{4}$ $=$ $\frac{1}{64}(q_{1^{+1}}^{4}2q^{2}1q^{2}2+16q_{2}^{4})$ (26)

$V_{5}$ $=$ $\frac{1}{160}(6q_{1}^{4}q_{2}+32q_{1}q^{3}2+322q_{2}^{5})$ (27)

である. 直線解 $q_{1}=p_{1}=0$ の周りの直交変分方程式は, (11) で\mbox{\boldmath $\lambda$}=(k $-1$ ) $/2k$ とおいた
ものである. $\Phi_{k}=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ . から導かれる NVE の第 1年分は

$I=D^{2} \Phi_{k}=\frac{1}{k}q_{2}^{k-1}\xi_{1^{+}}^{2}2p2\xi 1\eta 1-2q_{2\eta_{1}=}$ const$2$ . (28)

であり, 変数変換 (14) によって Gauss の超幾何方程式の積分

$D^{2} \Phi_{k}=z^{\frac{k-1}{k}}[\frac{1}{k}\xi^{2}+4(1-z)\xi\frac{d\xi}{dz}-4kz(1-z)(\frac{d\xi}{dz})^{2}]=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$. (29)

と解釈される. $\zeta=d(\log\xi)/dz$の満たす代数方程式は

$4kz(1-z) \zeta 2-4(1-Z)\zeta-\frac{1}{k}=0$ (30)

であり, この 2次方程式の解

$\zeta(z)=\frac{1}{2kz}[1\pm(1-z)^{-}1/2]$ (31)

から (21) で得られる

$\xi(z)=\exp[\int\zeta(z)dZ]=[1\mp\sqrt{1-z}]^{\frac{1}{k}}$ (32)

が実際に Gauss の超幾何方程式 (15) の解を与えていることが確認できる.
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5 超幾何方程式の代数関数解に関する Schwarz の理論

H. Schwarz は Gauss の超幾何方程式の 2つの 1次独立な解が代数関数となる条件を求
めた. その結果として得られたのが有名な Schwarz の表である. 以下に Schwarz の考察
を具体例を固定して再現することを試みる. 詳細は [8], [5], [14] などを参照せよ.
放物線座標で変数分離可能な同次式ポテンシャル系 (23) の直線解 $q_{1}=p_{1}=0$ の周り

の変分方程式から独立変数の変換によって得られる Gauss の超幾何方程式は

z(l–z) $\frac{d^{2}\xi}{dz^{2}}+(\frac{k-1}{k}-\frac{3k-2}{2k}z)\frac{d\xi}{dz}+\frac{\lambda}{2k}\xi=0$, $\lambda=\frac{k-1}{2k}$ (33)

である. この方程式の 2つの 1次独立な解は, (32) に見るように

$\xi^{(1)}(_{Z})=[1-\sqrt{1-z}]^{\frac{1}{k}}$ , $\xi^{(2)}(_{Z})=[1+\sqrt{1-z}]^{\frac{1}{k}}$ (34)

である. この Gauss の超幾何方程式においては確定特異点 $z=0,1,$ $\infty$ における exponent
の差 $(\hat{\lambda},\hat{\mu},\hat{\nu})$ は

$\hat{\lambda}=1-c=\frac{1}{k}$ $\hat{\mu}=c-a-b=\frac{1}{2}$ $\hat{\nu}=b-a=\frac{1}{2}$ (35)

であることに注意しておく. Schwarz にならって 2つの 1次独立な解の比

$S(z):= \frac{\xi^{(1)}(_{Z)}}{\xi^{(2)}(_{Z)}}=(\frac{1-\sqrt{1-z}}{1+\sqrt{1-z}})^{\frac{1}{k}}$ (36)

を考え, 関数 $w=S(z)$ による複素上半平面 $({\rm Im} z>0)$ の像を考える. ただし多価関数の
分岐としては区間 $[0,1]$ 上の実数で実数となるものを採用する. 簡単な考察から

$\bullet$ zが区間 $[0,1]$ 上の実数 $\Rightarrow w$は区間 $[0,1]$ 上の実数

$\bullet$ zが区間 $(-\infty, 0]$ 上の実数 $\Rightarrow w$は区間 $w=e^{i\pi/k}$ と $w=0$ を結ぶ線分上

$\bullet$ zが区間 $[1, +\infty)$ 上の実数 $\Rightarrow w$は単位円上 $w=1$ と $w=e^{i\pi/k}$を結ぶ円弧

に写像されることがわかる. これから $w=S(z)$ による複素上半平面 $({\rm Im} z>0)$ の像は,
w平面上の\mbox{\boldmath $\pi$}/kを中心角とする半径 1の扇形となることがわかる. $k=4$ の場合の像を図
1に示した. さて上半平面の像が求まると下半平面 $({\rm Im} z<0)$ の像も, Schwarz の鏡像
原理により折り返しとして容易に求められる. ただし関数 $w=S(z)$ が多価関数である
ため, どのような経路によって $w=S(z)$ を解析接続するかに依存する. 実際 $z$の実軸を
$z\in(0,1),$ $Z\in(-\infty, 0),$ $z\in(1, +\infty)$ において横切るか (図 2参照) に従って 3通りの下
半平面の像が得られる. これを図 3に示した.
このようにして解析接続を繰り返すことによって上半平面, 下半平面の像が次々と得

られ, w平面には図 4に見るような白黒のパターンができる. ここで白は上半平面の像,
黒は下半平面の像を表す. そして図 4で白黒のパターンがすき間無く $w$平面を覆うこと
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$\backslash \iota\pi \mathrm{c}/\mathrm{k}$

$.\mathrm{s}_{\mathrm{f}\infty}\tau=_{\mathrm{P}}$

図 1: 上半平面の像

図 2: 3通りの解析接続の経路

図 3: 3通りの下半平面の像
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図 4: w平面上の白黒パターン (上半平面と下半平面の像)

図 5: Riemann 球面上に投影した白黒パターン

が, 代数関数 $w=S(z)$ の有限多価性を反映している.
w平面上の白黒パターンは極投影によって Riemann 球面上の白黒パターンに対応させ

ればより見やすくなる. 極投影は等角写像であることに注意しておく. 図 4の w平面の極
投影によって得られた Riemann 球面は, 内角を $(\pi/k, \pi/2, \pi/2)$ とする 2k個の白と 2k個
の黒の球面 3角形がすき間無く覆っている (図 5). この球面 3角形の内角は exponent
の差 (35) を使えば $(\hat{\lambda}\pi,\hat{\mu}\pi, \iota\hat{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\pi)$ となっていることに注意しよう. また今までは, たまた
ま 2つの 1次独立な解として (34) の組を採用したが, より -般の 2つの 1次独立な解の
比を考えても, 高々 1次分数変換

$W= \frac{a\xi^{(1)}(z)+b\xi^{(2})(_{Z)}}{c\xi^{(1})(_{Z)\xi(}+d(2)Z)},=\frac{aw+b}{cw+d}$ (37)

程の自由度しかない. ここで $a,$ $b,$ $c,$
$d$ は複素定数である. この 1次分数変換は Riemann

球面の回転を引き起こすのみで, この回転によって白黒のパターンは完全に保存される.
以上の準備のもとで–般の Gauss の超幾何方程式の場合に, 解が代数関数となる条件

を考えよう. 一般の場合の確定特異点 $z=0,1,$ $\infty$ における exponent の差は

$\hat{\lambda}=1-c,\hat{\mu}=c-a-b,\hat{\nu}=a-b$ (38)

である. $l,$ $m,$ $n$ をその和が偶数の整数として, exponent の差 $(\hat{\lambda},\hat{\mu},\hat{\nu})$ を持つ Gauss の超
幾何方程式と $(\hat{\lambda}+l,\hat{\mu}+m,\hat{\nu}+n)$ を持つ方程式は同じモノドロミー群を持ち, 同等と考
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図 6: 上半平面の像としての Schwarz の 3角形

$(\angle.4,;1)$ (乙,J,oノ

図 7: Riemann 球面の白黒パターン

えられるあで $0<\hat{\lambda},\hat{\mu},\hat{\nu}<1$ の場合に限定する. 6 $\text{て}\xi^{(1}$ ) $(z)$ と $\xi^{(2)}(z)$ を 2つの 1次独立
な解とし, その比 .

.

$S(z):= \frac{\xi^{(1)}(_{Z)}}{\xi^{(2)}(_{Z)}}$ (39)

を考える. 上の例から想像され, かつ比較的簡単にチェックできる事実は

$\bullet$ $z$の上半平面は関数 $w=S(z)$ と極投影によって Riemann 球面上の $(\hat{\lambda}\pi,\hat{\mu}\pi,\hat{\nu}\pi)$ を
内角とする球面 3角形 (Schwarz の 3角形) に写像される

ことである (図 6). そして解析接続による下半平面の像をも考えることによって Riemann
球面上の白黒パターンが形成されるが, 全く -般の球面 3角形ではすき間無く Riemann球
面を覆うことができず, 代数関数を特徴づける有限多価性に矛盾することになる. Riemann
球面を 1重にすき間無く覆うことができるのは $(\hat{\lambda},\hat{\mu},\hat{\nu})$ の値が, その順序を無視して

$( \frac{1}{2},$ $\frac{1}{2},$ $\frac{1}{k})$ , $( \frac{1}{2},$ $\frac{1}{3},$ $\frac{1}{3})$ , $( \frac{1}{2},$ $\frac{1}{3},$ $\frac{1}{4})$ , $( \frac{1}{2},$ $\frac{1}{3},$ $\frac{1}{5})$ (40)

の場合のみであることがわかる. 各々の場合の Riemann 球面の白黒パターンを図 7に示
した. これらは図 8に示すように正 2面体, 正 4面体, 正 8面体, 正 20面体の各面の
中心と面の頂点を結び各面を 3角形分割 (重心細分) し, 交互に白黒の色分けをし, 最後
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二画体

八面体

図 8: 正多面体の重心細分

に中心を共有する球面上に投影することによっても得られることがわかる. 例えば [12] を

参照せよ. これらの場合, $w=S(z)$ の逆関数 $z=F(w)$ は 1価の代数関数, すなわち有理

関数となる. また Riemann 球面を 「 $1$ 重にすき間無く覆う」 という条件を緩和して, 2
重, 3重, etc. まで含めても代数関数の有限多価性には矛盾しない. このときの Schwarz
の 3角形は図 7の 3角形の整数倍のものになる. 例えば正 20面体のときは 10通りの異
なる可能性がある、 以上の考察によって 15の場合を尽くした次の Schwarz の表が得ら
れる.

Schwarz の表
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6 微分 Galois 理論 (Picard-Vessiot 理論)

微分 Galois 理論は代数方程式に対する Galois 理論の微分方程式版である. 5次方程
式以上の–般の代数方程式にはべき根のみで表される解の公式が存在しないことを示し
た Abel の定理は後に Galois によって–般 5次方程式の Galois 群 $G$ (5次の対称群) が

可解群でないということの論理的帰結として示されるに至った. 可解群という名自身, こ

の偉大な歴史的事実に基づいて付けられたようである.
Fuchs 型の線形微分方程式においても類似の理論が存在する. それは Picard-Vessiot

理論の名で呼ばれる. 今, $p(z),$ $q(z)$ を有理関数とする 2階の線形常微分方程式

$\frac{d^{2}\xi}{dz^{2}}+p(z)\frac{d\xi}{dz}+q(Z)\xi=0$ (41)

を考える. そしてその 2つの 1次独立な解が, 有理関数からスタートして

$\bullet$ 四則演算 $+$ 微分演算

$\bullet$ 不定積分演算 $+$ 指数関数演算

$\bullet$ 代数方程式を解く

という操作のみで求められるか否かを問題とする. これは「初等的に解ける」 という状
況の精密化である. Picard-Vessiot 理論によれば, これは微分方程式 (41) [こ対する微分

Galois 群 $G$ の単位元成分 Goが可解群となることと同値であり, さらに $G$ が $SL(2, \mathrm{c})$ の

部分群となる場合,

$\bullet$ $G$ は同時 3角化可能, or

$\bullet$ $G$ は有限群, or

$\bullet$ $G_{0}$が対角化可能で $[G:Go]=2$

と同値であることが知られている. Picard-Vessiot 理論については [1], [2], [3] などを参照
せよ. 特に Gauss の超幾何方程式 (16) においては木村俊房 [4] によって以上の条件が確
定特異点 $z=0,1,$ $\infty$ における exponent の差によって具体的に書き下されている.
定理 2 (Kimura)

Gauss の超幾何方程式 (16) の解が有理関数からスタートして, 代数方程式を解く演
算, 不定積分演算, 指数関数演算のみで得られるための必要かつ十分な条件は $\hat{\lambda},\hat{\mu},\hat{\nu}$

を確定特異点 $z=0,1,$ $\infty$ における exponent の差 (38) として

$\bullet$
$\hat{\lambda}\pm\hat{\mu}\pm\hat{\nu}$の少なくとも 1つが奇整数である, または

$\bullet$
$\pm\hat{\lambda},$

$\pm\hat{\mu},$ \pm \rho が勝手な順序で Schwarz-福原-大橋の表の値をとる,

ことである.
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Schwarz-福原-大橋の表は次に与えられる. ( $l,$ $m,$ $n$ は任意の整数)

Schwarz-面原-大橋の表

定理 2の第 1の条件, つまり $\hat{\lambda}\pm\hat{\mu}\pm\hat{\nu}$の少な \langle と $\not\in$

) $1$ つが奇整数であるという条件は Gauss
の超幾何方程式が可約である場合に対応している. ここで–般に (41) が, $r(z)$ を有理関
数とする 1階の線形微分方程式

$\frac{d\xi}{dz}+r(z)\xi=0$ (42)

を満たす解を持つとき, (41) は可約であるという. (42) および (42) を微分して得られる
$d^{2}\xi/dz^{2}=(r^{2}-dr/dz)\xi$ を (41) こ代入すれば $r(z)$ についての非線形微分方程式

$dr$

$\overline{dz}$

$-r^{2}+p(Z)r-q(Z)=0$ (43)

が得られる. そして特に (41) が Gauss の超幾何方程式の時, 実際に有理関数 $r(z)$ が (43)
を満たすことを要請することによって, 定理 2の第 1の条件が導出される. [5] を参照せ
よ. -方, 第 2の条件は 1番目のケースを除けば, Gauss の超幾何方程式の解が代数関数
となる条件を求めた Schwarz の結果そのものである. これらは微分 Galois 群 $G$ の言葉を
用いた条件との間に,

$\bullet$ $G$ は同時 3角化可能 9Gauss の超幾何方程式が可約

$\bullet$ $G$ は有限群 9Gauss の超幾何方程式の解が代数関数

$\bullet$ Goが対角化可能で [ $G$ :Go]=2\Leftrightarrow Schwarz-福原-大橋の表の第 1行

という対応がある. Schwarz-福原-大橋の表については [14] に良い解説がある.
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7 同次式ポテンシャル系の可積分性の新しい必要条件

同次式ポテンシャル系において直線解の周りの直交変分方程式として得られた Gauss
の超幾何方程式 (15) における exponent の差 (38) は

$\hat{\lambda}=\frac{1}{k}$ $\hat{\mu}=\frac{1}{2}$
$\hat{\nu}=\frac{\sqrt{(k-2)^{2}+8k\lambda}}{2k}$ (44)

である. こ乳から定理 2の第 1の条件, つまり $\hat{\lambda}\pm\hat{\mu}\pm\hat{\nu}$の少な \langle と $\not\in$

) $1$ つが奇整数であ
る, という条件は

$\lambda=j+j(j-1)k/2=\{0,1, k-1, k+2,3k-2, \ldots\}$ (45)

という条件に翻訳される. また Schwarz-福原-大橋の表の第 1行から, $k=\pm 2$ ならば任
意の\mbox{\boldmath $\lambda$}が許されることがわかる. さらに任意の次数 $k$において, $\hat{\nu}=1/2+$ 整数となるよ
うな\mbox{\boldmath $\lambda$}が許される値であることが分かるが, これは

$\lambda=\frac{k-1}{2k}+j(j-1)k/2=\{\frac{(k-1)}{2k},$ $\frac{(k-1)}{2k}+k,,$ $\frac{(k-1)}{2k}+3k,$ $\ldots\}$ (46)

という条件を与える. $k=\pm 3,$ $\pm 4,$ $\pm 5$ の場合を除けばこれ以外の可能性はない.
$k=\pm 3,$ $\pm 4,$ $\pm 5$ のときは Schwarz-週置-大橋の表に適合する $\lambda$の値はより多くなる. 例

えば $k=4$ の時, 一般の $k$で許される

$\lambda=\{0,1,3,6,10, \ldots\}\cup\{\frac{3}{8},$ $\frac{35}{8}$ , $\frac{99}{8}$ , $\frac{195}{8},$ $\ldots\}$ (47)

に加えて Schwarz-言原-大橋の表の第 4行から

$\lambda=-\frac{1}{8}+\frac{1}{8}(\frac{4}{3}+4j)^{2}=\{\frac{7}{72},$ $\frac{55}{72},$ $\frac{247}{72},$ $\frac{391}{72}$ , $\ldots\}$ (48)

$\bullet$ 一般の $k$ ( $k\leq-6$ および $k\geq 6$ ) の時

$\lambda$ $=$ $\{j+\frac{j(j-1)}{2}k\}\cup\{\frac{k-1}{2k}+\frac{j(j-1)}{2}k\}$

$=$ $\{0,1, k-1, k+2,3k-2, \ldots\}\cup\{\frac{k-1}{2k},$ $\frac{k-1}{2k}+k,$ $\frac{k-1}{2k}+3k,$ $\ldots\}(49)$

$\bullet k=\pm 1$ の時

$\lambda=\{0,1, k-1, k+2,3k-2, \ldots\}$ (50)

81



$\bullet k=\pm 2$ の時
任意の $\lambda$

$\bullet$ $k=\pm 3,$ $\pm 4,$ $\pm 5$ の時は以下の値が–般の $k$ の場合の値に追加される

$k=3$ : $\lambda=\{-\frac{1}{24}+\frac{1}{24}(2+6j)^{2}\}\cup\{-\frac{1}{24}+\frac{1}{24}(\frac{3}{2}+6j)^{2}\}\cup$

$\{-\frac{1}{24}+\frac{1}{24}(\frac{6}{5}+6j)^{2}\}\cup\{-\frac{1}{24}+\frac{1}{24}(\frac{12}{5}+6j)_{\mathrm{I}}^{2}$ (51)

$k=4$ : $\lambda=\{-\frac{1}{8}+\frac{1}{8}(\frac{4}{3}+4j)^{2}\}$ (52)

$k=5$ : $\lambda=\{-\frac{9}{40}+\frac{1}{40}(\frac{10}{3}+1\mathrm{o}j)\}2\cup\{-\frac{9}{40}+\frac{1}{40}(4+10j)^{2}\}$ (53)

$k=-3$ : $\lambda=\{\frac{25}{24}-\frac{1}{24}(2+6j)^{2}\}\cup\{\frac{25}{24}-\frac{1}{24}(\frac{3}{2}+6j)^{2}\mathrm{I}\cup$

$\{\frac{25}{24}-\frac{1}{24}(\frac{6}{5}+6j)\mathrm{I}2\cup\{\frac{25}{24}-\frac{1}{24}(\frac{12}{5}+6j\mathrm{I}^{2}\}-$ (54)

$k=-4$ : $\lambda=\{\frac{9}{8}$ $- \frac{1}{8}(\frac{4}{3}+4j)^{2}\}$ (55)

$k=-5$ : $\lambda=\{\frac{49}{40}-\frac{1}{40}(\frac{10}{3}+10j)^{2}\}\cup\{\frac{49}{40}-\frac{1}{40}(4+10j)^{2\}}$ (56)

定理 3は Morales and Ramis [6] によって初めて得られた. これは $\mathrm{Y}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{a}[10]$ によって

得られた必要条件を含み, それをはるかに強力にしている.

8 Schwarz の 3角形に関連する同次多項式ポテンシャル

定理 2の第 1の条件, すなわち Gauss の超幾何方程式が可約となるときに対応してい
る可積分な同次式ポテンシャルの例としては, 直交座標で変数分離可能な

$V_{k}(q_{1}, q_{2})=Aq_{1}^{k}+Bq_{2}^{k}$ (57)

や ( $A,$ $B$は定数), 極座標で変数分離可能な

$V_{k}(q_{1}, q2)=(q_{1}^{2}+q_{2}2)^{k/2}$ (58)

がある. これらのポテンシャルでは固有値\mbox{\boldmath $\lambda$} $=0,1,$ $k-1$ が実現される. 定理 2の第 2の
条件は 1つの例外を除いて, Gauss の超幾何方程式の解が代数関数となる場合に対応して
いる. それは Schwarz の 3角形を通して 3次元の有限な回転群の分類に帰着する. 有限
な回転群は正 2面体群, 正 4面体群, 正 8面体群, 正 20面体群に限られる. 現在の所,
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これらの正多面体群に対応する可積分な同次式ポテンシャルとして正 2面体群 ( $k$は任意)
に対する

$V_{k}(q_{1}, q2)= \frac{1}{kr}[(\frac{r+q_{2}}{2})^{k+1}+(-1)k(\frac{r-q_{2}}{2})1]k+$ (59)

(放物線座標で変数分離可能), および正 4面体群に対する 3次の同次式ポテンシャル

$V_{3}(q_{1}, q_{2})=q12q2+ \frac{16}{3}q^{2}2$ (60)

が知られている. 正 8面体群, 正 20面体群に対応する可積分なポテンシャルは知られて
いないし, それが存在しうるのか否かも不明である.

9 期待

可積分性の新しい必要条件, すなわち定理 3の意味する所は大きい. 低次のポテンシャ
ル $k=\pm 3,$ $\pm 4,$ $\pm 5$ の方がより高次の–般の同次式ポテンシャルよりも可積分となる可能
性が高いことを示唆している. $k\geq 6$ の可積分な多項式ポテンシャルはもしかすると変数
分離可能なポテンシャルに限られるのかも知れない. -方, 変数分離可能な 2次元の同次
多項式ポテンシャルは (57), (58), (59) およびそれらを適当に座標回転して得られるもの
に限られることがわかっている. そうすると低次の場合を調べ尽くすことによって可積分
な同次多項式ポテンシャルの有限のリストが出来てしまうことになり得るかも知れない.
果たしてこれは本当か否か ?
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