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1 序文

連想記憶モデルとして用いられている離散時間、離散値を出力とする対

称結合の神経回路網モデルを、Hopfieldは、物理学におけるスピングラ

ス理論とのアナロジーにより、エネルギー関数を導入して解析した ([5])。

その後、Hopfield は、常微分方程式系で与えられる連続時間、対称結合

の神経回路網モデルにもエネルギー関数を導入し $([6|)_{\text{、}}$ Hopfield-Tank[7]

において、組合せ最適化問題の解法に応用できることを示した。 しかし、

局所最適値に収束し、必ずしも最適解が得られない。このため、確率的に

動作する対称結合の神経回路網である Boltzmann machine ([1]参照) を組

合せ最適化問題に応用することが試みられ、温度をあるし方でゆっくり

と下げていくアニーリングによって、高い確率で最適解が得られること

が、実験的にもまた理論的にもわかった。 しかし、Boltzmann machine

を動作させ、平衡状態に収束させることおよびアニーリング処理には非

常に時間がかかる。 このため、 $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\Gamma \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}[12]$

.
は、 Boltzmann

machine に平均場近似を適用し、平衡状態における出力の平均値が (近

似的に) 満たすべき平均場方程式を導出し、 これを iterativeに解く方法
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から、離散時間、連続値出力の—=.一ラルネットワ一クモデルを与えた。
これを MFT—=.一ラルネットワークといい、同期式と非同期式が考えら
れる。そして、 さらに MFT $–f$一ラルネットワ一クの動作に、温度を

ゆっくり下げるというアニーリング処理 (MFA) を加えることにより、組

合せ最適化問題の良好な解が得られることが実験的に示された ([13]) 。
以下 $\mathrm{M}\mathrm{F}\mathrm{T}--=$一ラルネットワークを単に $\mathrm{M}\mathrm{F}\mathrm{T}$モデルと呼ぶことにす

る。 MFTモデルの解析は、統計力学的観点からなされてきたが、MFT
モデルと $\mathrm{M}\mathrm{F}\mathrm{A}$ アルゴリズムによって良好な解が得られることの理論的

根拠は与えられて来なかった。

$\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}- \mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}[9]$ は、非同期 MFTモデルを離散力学系とみなしたと

き、その漸近安定不動点の集合は、実は、連続時間力学系である Hopfield
ニ $\mathrm{n}$一ラルネットワークの漸近安定平衡点の集合と –致することを証明

し、MFTモデルの使用の理論的根拠を与えた。 Boltzmann machine,

Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ , MFTモデル等は、昏報工学及び物理学の方面で研究され

てきたが、小生は、 これらは力学系の数学的理論にとっても興味深い構

造を持っていると考え、本論文において、数学者にもわかりやすい形で、
Kurita-Funahashi [9] の内容を紹介する。

対称結合の—n一ラルネットワ一 $p$ は、Hopfield 以前から工学者により、

連想記憶モデルとして研究されてきたが、物理学者 Hopfield が指摘し

たように、スピングラスと呼ばれる、強磁性体と反強磁性体を混ぜ合わ

せてできるような不均– (ランダム) な磁性体を扱うスピングラス理論
(高山 [14]参照) との間に、アナロジーがあるのは興味深い。
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2 Hopfield ニューラルネットワーク

巡回セールスマン問題のような多くの組合せ最適化問題は、 $\{-1,1\}^{n}$ 上

で定義された関数

$F(x)=- \frac{1}{2}\sum_{i=1}n\sum_{j=1}^{n}Wijxixj-\sum Ii=1nix_{i}$ (2.1)

の最小値を探索する問題として定式化される。 ここで $W_{ij},$ $I_{i}$ は定数

で、 $Wij=Wji(i\neq j),$ $W_{ii}=0(i, j=1, \ldots, n)$ を満たす。 これを連

続力学系を用いて解くアイデアを $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}- \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}[7]$ が提出した。 すな

わち、次の常微分方程式系で与えられるシステムを考える。

$\frac{du_{i}(t)}{dt}=-\frac{u_{i}(t)}{\tau}+\sum_{j=1}^{n}W_{i}j\sigma(u_{j(}t))+Ii(i=1, \ldots, n)$ (2.2)

$x_{i}(t)=\sigma(u\mathrm{i}(t))$ (2.3)

ここで $u_{i}$ はユニット ( $–\iota$一ロン) $i$の内部状態、 $x_{i}$ はその出力値、 $W_{ij}$

はユニット $j$ からユニット $i$ への結合重み, $I_{i}$ はユニッ加の閾値, $\tau(>0)$

は時定数である。 $\sigma$ はシグモイド関数 (すなわち、 $C^{1}$ 級、定数でない

有界、狭義単調増加関数) で、値域を $(-1,1)$ とする。 $\sigma(x)=\tanh(X)$

がよく用いられる。上記のシステムは、Hopfieldニューラルネットワ一

ク (以下 Hopfield NN と記す) と呼ばれる。 Hopfield は、 この—f–

ラルネットワークに対して、

$E(x)=- \frac{1}{2}\sum_{=i1j}^{n}\sum_{=1}Wijx_{i}Xnj-\sum_{i=1}I_{i}x_{i}+nn\sum\frac{1}{\tau}\int_{0}xidi=1\sigma^{-1}(X)x$ (2.4)

なる $C=(-1,1)^{n}$ 上の関数を導入し、エネルギー関数と呼んだ。 $E(x)$

は、 上記のシステムの (広義) リャプノブ関数となっている。 これは、

$\frac{dE}{dt}=\sum_{1i=}^{n}\frac{\partial E}{\partial x_{i}}\frac{dx_{i}}{dt}=-\sum_{1i=}^{n}\frac{du_{i}}{dt}\frac{dx_{i}}{dt}=-\sum_{i=1}^{n}\sigma^{-1;}(x_{i})(\frac{dx_{i}}{dt})^{2}\leq 0$ (2.5)
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からわかる。 また、 $\sigma(x)=\tanh x$ のとき、式 (2.4) で\rangle

$\int_{0}^{x_{i}}\sigma^{-1}(X)dX=\frac{1+x_{i}}{2}\log\frac{1+x_{i}}{2}+\frac{1-x_{i}}{2}\log\frac{1-x_{i}}{2}$ (2.6)

また、 $\sigma^{-1;}(x_{i})=(1-x_{i})^{-}2$ であることに注意しておく。

Hopfield NN を、 $C=(-1,1)^{n}$上の力学系とみなそう。 式 (2.3) より

$\frac{dx_{i}}{dt}=\sigma’(u_{i})\frac{du_{i}}{dt}=\frac{1}{\sigma^{-1’}(xi)}\frac{du_{i}}{dt}$ (2.7)

従って、 $C$上では、式 (2.2), (2.3)で与えられる力学系は、

$\frac{dx_{i}}{dt}=\frac{1}{\sigma^{-1}(x_{i})},(-\frac{1}{\tau}\sigma^{-1}(_{X_{i}})+\sum_{j=1}^{n}WijXj+Ii)$ (2.8)

となり、式 (2.4) で与えられるエネルギー関数 $E(x)$ に対し、

$\frac{\partial E}{\partial x_{i}}=-\sum_{j=1}^{n}Wijxj-Ii+\frac{1}{\tau}\sigma-1(x_{i})$ (2.9)

となるから、Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ は $C=(-1,1)^{n}$ 上の力学系として、常微分方

程式系

$\frac{dx_{i}}{dt}=-\frac{1}{\sigma^{-1}(x_{\mathrm{i}})},\frac{\partial E}{\partial x_{i}}(i=1, \ldots, n)$ (2.10)

で与えられる。

Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ は、 エネルギー $E(x)$ を単調に減少させるように動作し、

その状態は、平衡点に収束する。 また、 $\tauarrow\infty$ としたとき Hopfield
$\mathrm{N}\mathrm{N}$ の漸近安定平衡点は、超立方体 $C=(-1,1)^{n}$ の頂点に近づくことが

知られている (上坂 [15]参照)。 従って、初期値をうまく選べば式 (2.1)

で与えられる組合せ最適化問題の目的関数 $F(x)$ の最小値が探索できる

可能性がある。
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3 Boltzmann マシンと平均場理論

Boltzmann マシンとは、ユニットの出力として $\pm 1$をとる確率的に動作

するマシンであって、温度 $T>0$を持ち、現在の状態を $s=(s_{1}, \ldots, s_{n})\in$

$\{-1,1\}^{n}$ (ここで $s_{i}$ はユニット $i$ の出力) としたとき、あるユニット $i$

は、

$u_{i}= \sum_{j=1}^{n}W_{ij}S_{j}+I_{i}$ (3.1)

とするとき、次の出力が確率

1
$1+\exp(-u_{i}/T)$

で 1になり、確率

$1- \frac{1}{1+\exp(-ui/\tau)}$

で $-1$ となる、離散時間で動作するマシンである ([1] 参照)
。 ここで、

$W\mathrm{i}j=Wj\mathrm{i}(i,j=1, \ldots, n)$ とする。 $\{-1,1\}^{n}$ 上の関数

$\tilde{E}(s)=-\frac{1}{2}\sum_{1i=}^{n}\sum_{j=1}Wijs_{i^{S}}j-\sum Ini=1nis_{i}$ (3.2)

を Boltzmann マシンのエネルギー関数と呼ぶ。これは式 (2.1) で与えら

れた組合せ最適化問題の目的関数 $F(x)$ と同じもので、Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ の

エネルギー関数 $E(x)$ とは異なる。 Boltzmann マシンを動作させると平

衡状態に近づき、状態 $s=(s_{1}, \ldots, s_{n})\in\{-1,1\}^{n}$ を出力としてとる確率

は、 Boltzmann 分布

$P(_{S})= \frac{1}{Z}\exp(-\tilde{E}(S)/T)$ (3.3)

ここで

$Z= \sum_{\{s\}}\exp(-\tilde{E}(S)/T)$ (3.4)
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で与えられる状態に近づくことが知られている (上坂 [15] 参照)
。 平均

値 $\langle s_{i}\rangle$ が (近似的に) 満たすべき方程式が、平均場近似と呼ばれる考え

方で、

$\langle s_{i}\rangle=\tanh((\sum_{j=1}Wij\langle Sj\rangle+Ii)/\tau)$
$(i=1, \ldots, n)$ (3.5)

の形で求められる。 この方程式は平均場方程式と呼ばれる。平均場近

似では、ユニット間の統計的な相関を無視するという考え方をするが、

これについて以下に述べる。

(ヘルムホルツの) 自由エネルギーを

$\tilde{F}=\langle\tilde{E}\rangle-TH$ (3.6)

ここで

$\langle\tilde{E}\rangle=\sum_{\{S\}}\tilde{E}(_{S)P}(s),$

$H=- \sum_{\{s\}}P(s)\log P(S)$

で定義する。 ここで $P(s)$ は状態 $s=(s_{1}, \ldots, s_{n})\in\{-1,1\}^{n}$ をとる確

率、 $\langle\tilde{E}\rangle$ は $\tilde{E}(s)$ の平均値で、内部エネルギーと呼ばれ、 $H$ はエント

ロピーである。

与えられた温度 $T$で、 自由エネルギ一 $\tilde{F}$ を確率分布の関数とみたとき、

Boltzmann分布 (3.3)は、自由エネルギーを最小化するものである $(\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}[4]$

参照)。

ユニット間の統計的な相関を無視することで、

$P(s)= \prod_{=i1}^{n}p_{i}(_{S}\mathrm{i})$

とし、

$\langle\tilde{E}\rangle=-\frac{1}{2}i\sum_{=1j}\sum_{1}^{n}n=Wij\langle Si\rangle\langle_{S}j\rangle-i=\sum I1n\mathrm{i}\langle s_{i}\rangle$
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$H=- \sum_{\{_{S\}}}P(S)\log P(_{S})=-\langle\log P(_{S})\rangle$

$=- \langle\log\prod_{i=1}^{n}\mathrm{P}i(Si)\rangle=-\sum_{i=1}\langle \mathrm{l}\mathrm{o}n(\mathrm{g}pis_{i})\rangle$

れ

$=- \sum_{i=1}\{p_{i}(_{S_{i}}=1)\log pi(si=1)+p_{i}(_{S_{i}}=-1)\log pi(s_{i}=-1)\}$

となり、

$\langle s_{i}\rangle=p_{i}(s_{i}=1)\cross 1+p_{i}(s_{i}=-1)\mathrm{x}(-1)$

$p_{i}(s_{i}=1)+p_{i}(S_{i}=-1)=1$

より

$H=- \sum_{i=1}\{n\frac{1+\langle s_{i}\rangle}{2}\log\frac{1+\langle_{S_{i}}\rangle}{2}+\frac{1-\langle s_{i}\rangle}{2}\log\frac{1-\langle s_{i}\rangle}{2}\}$

と近似できる。

ゆえに、 自由エネルギー $\tilde{F}$ は、

$\tilde{F}=-\frac{1}{2}\sum_{i=1}n\sum_{j=1}^{n}W_{ij}\langle S_{i}\rangle\langle sj\rangle-\sum I_{i}i=1n\langle S_{i}\rangle$

$+ \tau\sum_{i=1}^{n}\{\frac{1+\langle s_{i}\rangle}{2}\log\frac{1+\langle s_{\mathrm{i}}\rangle}{2}+\frac{1-\langle s_{i}\rangle}{2}\log\frac{1-\langle s_{i}\rangle}{2}\}$

と近似することができる。

この $\tilde{F}$ の停留点を解とする方程式

$\frac{\partial\tilde{F}}{\partial\langle s_{i}\rangle}=-\sum_{j=}n1Wij\langle s_{j}\rangle-Ii+\frac{1}{2}T\log\frac{1+\langle s_{i}\rangle}{1-\langle s_{i}\rangle}=0$

より、平均場方程式

$\langle s_{i}\rangle=\tanh((\sum_{j=1}^{n}Wij\langle Sj\rangle+Ii)/\tau)(i=1, \ldots, n)$ (3.7)

が得られる。
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4 MFTモデル

$\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}[12]$ は、上記の平均場方程式を、

れ

$x_{i}(t+1)= \tanh((\sum W_{i}j=1jXj(t)+Ii)/\tau)(i--1, \ldots, n)(t=0,1,2, \ldots)$

(4.1)

として、 iterative に解く方法で、MFT $–=$一ラルネットワーク (以下

MFTモデルと呼ぶ) を定義した。 ここで、 $T$ は温度とよばれる。

各ユニットの出力の更新を同時に行なう同期 MFTモデルと、ランダム

に 1つのユニットを選んで出力を更新する非同期MFTモデルが考えら

れる。 MFTモデルは、離散時間の—n一ラルネットワークである。

同期MFTモデルを、写像

$h$ : $C=(-1,1)narrow C$

ここで
れ

$h_{i}(x)= \sigma((j\sum_{=1}Wij^{X_{j}}+Ii)/\tau)(i=1, \ldots, n)$

$h(x)=’{}^{t}(h_{1}(X), \ldots, h_{n}(X))$ (4.2)

で定義される離散力学系と考える。すなわち

$x(t+1)=h(x(t))$ $(t=0,1,2, \ldots)$

で出力を更新する。

また非同期 MFTモデルは、 ここでは順番にユニットの出力を更新す

るものを考える。すなわち、

$\tilde{h}_{1}(x)=h_{1}(x_{1,2,\ldots,n}Xx)$
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$\tilde{h}_{2}(x)=h_{2}(\tilde{h}_{1}(X), X2, \ldots, Xn)$

$\tilde{h}_{n}(x)=h_{n}(\tilde{h}_{1}(X), \ldots,\tilde{h}_{n}-1(X), x_{n})$ ,

$\tilde{h}(x)={}^{t}(\tilde{h}_{1}(x), \ldots,\tilde{h}n(X))$ (4.3)

とし、写像

$\tilde{h}:Carrow C$ (4.4)

で定義される離散力学系を非同期MFTモデルとする。

非同期 MFTモデル、同期 MFTモデルのダイナミクスについては、

$W_{\mathrm{i}i}=0(i=1, \ldots, n)$のとき以下のことが知られている。

非同期MFTモデルについて、ユニッ加の出力を式 (4.1)に従って更新す

ることにより、出力 $x=(x_{1,\ldots,i,n}X\ldots, x)$が出力$x=’$ に

変化した時、 $x_{i}\neq x_{\acute{i}}$ となれば、式 (2.4) の $E(x)$ に対し、$E(x’)<E(x)$ と

なる。 すなわち、Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ のエネルギー関数 $E(x)$ は、非同期 MFT

モデル $h:Carrow C$ のりャプノブ関数にもなっていて、このことから、非

同期 MFTモデルは、不動点に収束するというダイナミクスしか持たな

いことがわかる ( $\mathrm{F}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}[3]$及び $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}-\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}[9]$参照)。

同期MFTモデルのダイナミクスについては、不動点に収束するか、また

は、 2周期のリミットサイクルに収束することが、$\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{s}- \mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{t}[10],[11]$

によって知られている。
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5 Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ の平衡点と (非) 同期MFTモデルの不動点

Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ , (非) 同期MFTモデルを以上で定義したが、 $C=(-1,1)^{n}$

上の連続力学系の平衡点、離散力学系としての不動点の間に、次のよう

な関係がある。

補題 1

$\tau$ を、 Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ の時定数、 $T$ を (非) 同期 MFTモデルの温度とし

て $\tau=1/T$ とする。 このとき、、以下の $(a)\sim(d)$ の集合は–致する。

(a) エネルギー関数 $E(x)$ の臨界点の集合

(b) Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ の平衡点の集合

(c) 同期 MFTモデルの不動点の集合

(d) 非同期 MFTモデルの不動点の集合

(証明)

gradE$(\overline{x})=0$を満たす $\overline{x}=(\overline{x}_{1}, \ldots,\overline{x}_{n})\in C$ {は、

$\frac{\partial E}{\partial x_{i}}(\overline{x})=\sum_{j=1}^{n}Wij\overline{x}j+I_{\mathrm{i}}-\frac{1}{\tau}\sigma^{-}(1\overline{x}i)=0(i=1, \ldots, n)$ (5.1)

を満たす。 これは

$\overline{x}_{i}=\sigma(\tau(\sum_{=j1}W_{ijj}n\overline{X}+I_{i}))$ $(i=1, \ldots, n)$ (5.2)

に同値であることと、それぞれのシステムの定義から容易にわかる。q.e.d.

以下、 $\tau=1/T$の条件のもとで、補題 1の $(a)\sim(d)$ の集合を $\mathcal{E}$

.
と略

記しよう。
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6 エネルギー関数のヘッセ行列と諸準備

本論文の結果を述べる前に、 $\overline{x}\in \mathcal{E}$におけるエネルギー関数 $E(x)$ のヘッ

セ行列 $D^{2}E( \overline{x})--(\frac{\partial^{2}E}{\partial x_{i}\partial x_{j}}(\overline{x}))$ について調べよう。 式 (2.4) より容易に、

$D^{2}E(\overline{x})$ の成分は、

$\frac{\partial^{2}E}{\partial x_{i}\partial X_{j}}(\overline{x})=-W_{ij}(i\neq j)$ (6.1)

$\frac{\partial^{2}E}{\partial x_{i}\partial x_{\mathrm{i}}}(_{\overline{X}})=\frac{1}{\tau}\sigma^{-1’}(\overline{x}i)$ (6.2)

と与えられる。 従って $D^{2}E(\overline{x})$ の対角成分は正であることがわかる。

一般に、正方行列 $A$に対し、行列 $S,$ $L,$ $U$ を次のようにおく。

$A=S+L+U$ (63)

と分解し、ここで、 $S$は対角行列、 $L$は対角成分が $0$の下三角行列、 $U$は

対角成分が $0$ の上三角行列とする。

補題 2

$A$ を対角要素がすべて正の実対称行列とし、 $A$ を上のように、 $A=S+$

$L+U$ と分解したとき、 $-s^{-1}(L+U)$ のすべての固有値の絶対値が 1よ

り小さいならば、 $A$は正定値である。

(証明は、 $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}_{-}\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}[9]$の Lemma 5参照)

補題 3 (Gauss-Seidel)

行列 $A$を対角要素がすべて正である実対称行列とする。 $A$を上のように、

$A=S+L+U$ と分解する。 このとき、行列 $A$が正定値であるための

必要条件は、 $-(S+L)^{-1}U$のすべての固有値の絶対値が 1より小さいこ

とである。

(証明は Kurita-Funahashi[9]の引用文献参照)
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7 (非) 同期MFTモデルを定義する写像のヤコビ行列

同期 MFTモデル $h:Carrow C_{\text{、}}$ 非同期 MFTモデル $\tilde{h}$ : $Carrow C$の不動冷

$\overline{x}\in \mathcal{E}$ におけるヤコビ行列 $Dh(\overline{x})\text{、}D\tilde{h}(\overline{x})$ は次のように与えられる。 1

補題 4

$W_{ii}--0(i=1, \ldots,n)$ とする。 $\overline{x}\in \mathcal{E}$ において、

$D^{2}E(\overline{x})=S+L+U$ (7.1)

と分解したとき、

(i) $Dh(\overline{x})=-S^{-1}(L+U)$ (7.2)

(ii) $D\tilde{h}(\overline{x})=-(S+L)^{-1}U$ (7.3)

(証明は $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}- \mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}[9]$ の Theorem 2, 3の証明中にある。)

次に、Hopfield NN を定義する力学系のべクトル場 $f$ の $\overline{x}\in \mathcal{E}$ における

ヤコビ行列を求めよう。

$f(x)=(f_{1}(x), \ldots, f_{n}(x))$ としたとき、

$f_{i}(x)=- \frac{1}{\sigma^{-1}’(x_{\mathrm{i}})}\frac{\partial E}{\partial x_{i}}(i=1, \ldots, n)$ (7.4)

であるから、ヤコビ行列

$Df( \overline{x})=(\frac{\partial f_{i}}{\partial x_{j}}(_{\overline{X}}))$

の成分は、

$\frac{\partial f_{i}}{\partial x_{j}}(\overline{x})=-\frac{1}{\sigma^{-1}’(\overline{x}_{i})}\frac{\partial^{2}E}{\partial x_{i}\partial X_{j}}(_{\overline{X}})$ $(i,j=1, \ldots, n)$

より

$\frac{\partial f_{i}}{\partial x_{j}}(\overline{X})=\frac{W_{ij}}{\sigma^{-1’}(_{\overline{X}}i)}$ $(i\neq j)$ (7.5)

$\frac{\partial f_{i}}{\partial x_{i}}(\overline{x})---\frac{1}{\tau}$ $(i=- 1, \ldots, n)$ (7.6)

で与えられる。
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8 Hopfield NN と (非) 同期MFTモデルの関係

以下、Kurita-Funahashi[9] の基本結果を述べよう。

定理 1
$W=(W_{ij})$ を $n$次実対称行列とし、 $\overline{x}\in \mathcal{E}$ とする。 Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ のベク

トル場 $f$ に対し、 $Df(\overline{x})$ の固有値はすべて実数である。 そしてエネル

ギー関数 $E(x)$ に対して、 $D^{2}E(\overline{x})$ が正定値であることと、Df(勾の固有

値がすべて負であることは同値である。

(証明は $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}-\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}[9]$ の Theorem 1参照)

6節と 7節に述べたことより、以下の結果が得られる。
定理 2

$W=(W_{ij})$ を対角成分がすべて $0$ の $n$次実対称行列とし、 $\overline{x}\in \mathcal{E}$ とする。

同期 MFTモデル $h:Carrow C$に対し、 $Dh(\overline{x})$ の固有値の絶対値がすべ

て 1より小さいならば、 $D^{2}E(\overline{x})$ は正定値である。

定理 3

$W=(W_{ij})$ を対角成分がすべて $0$の実対称行列、 $\overline{.x}\in \mathcal{E}$ とする。 このと

き、非同期 MFTモデル $\tilde{h}$ : $C$
.

$arrow C$ に対し、 $D^{2}E(\overline{x})$ が正定値であるこ

とと $D\tilde{h}(\overline{x})$ の固有値の絶対値がすべて 1より小さいことは同値である。

次の補題が成立する。

補題 5

$W=(W_{ij})$ を対角成分が $0$ の実対称行列とし。 $\overline{x}\in \mathcal{E}$ とする。 このとき

$D^{2}E(\overline{x})$が正則ならば、 $\overline{x}\in \mathcal{E}$ は、 Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ の双曲型平衡点であり、

同期 MFTモデル $h:Carrow C$ および非同期 MFTモデル $\tilde{h}$ : $Carrow C$の双

曲型不動点である。
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(証明は $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}- \mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}[9]$ の Lemma 7参照)

以上から、次の基本定理が得られる。

基本定理 (Kurita-Funahashi)

$W=(W_{ij})$ を対角成分がすべて $0$ の実対称行列とする。これを結合重み

に持つ、Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ , 同期 MFTモデル、および非同期 MFTモデルを

考える。 ただし、 $\tau=1/T$ とする。 以下 $\overline{x}\in \mathcal{E}$ に対して $D^{2}E(\overline{x})$ は正則

とする。 このとき、

(i) $\overline{x}$ が Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ の漸近安定平衡点であることと非同期 MFTモデル

の漸近安定不動点であることは同値である。

(ii) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$が同期 MFTモデルの漸近安定不動点であれば、 $\overline{x}$ は、Hopfield NN

の漸近安定平衡点である。

Remark: $\mathrm{G}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\dot{\mathrm{c}}$ な $\tau>0$に対し、不動点 $\overline{x}\in \mathcal{E}$ における $D^{2}E(\overline{x})$ は正

則である。 従って、 genericには、連続力学系である Hopfield $\mathrm{N}\mathrm{N}$ のダ

イナミクスは、離散力学系である非同期 MFTモデルのダイナミクスと

実質的には等価である。

9 おわりに

以上に述べた、 Hopfield NN と非同期MFTモデルの等価性は、 Kurita-

$\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}.[9]$ 以前には、明確に意識されていなかったし、また証明も与

えられていなかった。 本論文は、 $–=$一ラルネットワーク理論の専門家

でない数学者にとって理解しやすいように、対称結合のニューラルネッ

トワークについての数理の入門もかねて、 $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}- \mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}[9]$の内容を

紹介した。 なお、物理学者はしばしば、ユニット間の結合重み $W_{ij}$ を、

スピングラス理論との関連で、 $J_{ij}$ と書くことを注意しておく。
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