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1 Introduction
この報告集で、加藤文元氏が rigid space について分かりやすい解説をされている。

Rigid space は非常に有用な空間ではあるが、 トポロジカルな直観が効かないという欠
点がある。例えば底空間は全不連結であるため、パスに沿った解析接続という言葉は
まるで意味を持たない。
荒っぽく言うと、Berkovich space (以下では単に analytic space と呼ぶことにする)

とは rigid space の底空間に generic point やパスが加わってトポロジーが分かりやす
くなったものと言える。その結果、空間は局所的に弧状連結になり、 smooth という仮
定の下では局所的に四時でさえある (定理 7.1参照) 。 結果として昔ながらのパスを用
いた基本群の定義が可能になり、またパスに沿った解析接続という言葉も意味を持つ。
また、 smooth であれば普遍被覆が存在する。
ただし、では analytic space のトポロジーが全ての目的に合うものであるかという

と、 実はそうではない。例えば

(i) Pl\{有限個の点} は単連結である。Annulus も同様。
(ii) 同様に、 good reduction を持つ曲線もまた単連結である。

(iii) パスに沿った解析接続がうまく働くのは totally degenerate reduction の時に限ら
れるように見える。

といった問題がある。

2 Berkovich spectrum

ある意味 Berkovich による analytic space の構成は rigid space の構成に似てお
り、 多少無理すれば maximal spectrum $\mathrm{S}\mathrm{p}_{\mathrm{l}11}(A4)$ を Berkovich spectrum $\mathcal{M}(A)$ で取
り換えれば analytic space が出来ると言えないこともない。そこでまずは Berkovich
spectrum について説明する。

2.1 Terminology

最初に–般的な定義を復習しておく。$A$ を単位元を持つ環とするとき、写像 $||$ : $Aarrow$

$\mathbb{R}\geq$ が selninorm であるとは、 (i) $|0|=0_{\text{、}}(\mathrm{i}\mathrm{i})$ 任意の $f.yc\in A$ に対し $|f-g|\leq|f\cdot|+|g|_{\text{、}}$

(iii) 任意の $f,$ $g\in\wedge 4$ に対し、 $|fg|\leq|f||g|_{\text{、}}$ (iv) $|1|=1$ の 4つが満たされることと

する。更に $|f|=0$ となるのが $f=0$ のときに限られる場合が通常の norm である。
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(ii) が $|f-g| \leq\max\{|f|, |g|\}$ で置き換えられるときは non-Archimedean と呼ばれる。
また、 $|fg|=|f||g|$ を満たす場合、その seminorm は multiplicative であると言う。
multiplicative な norm を (height 1の) valuation と呼ぶ。 この記事では valuation と

$\underline{=}$ えばこのようなものしか考えない。

Banach 環とは、単位元を持つ環 $A$ とその上のノルム $||||$ の組 $(A, ||||)$ で、 $A$ が

$||||$ で定まるトポロジーに対して完備であるものを言う。Banach 環 $(\mathrm{A}, ||||)$ の上の

seminorm $||$ が bounded であるとは、ある $C>0$ が存在して、 $|f|\leq C||f||$ が全て

の $f\in A$ に対して成立することである。 seminorm $||$ が multiplicative であれば、 こ

の $C$ は明らかに 1に取れる。一般に、全ての (単位元を持つ) 環は、 trivial な norm
について Banach 環と見なせる。
以下では簡単のために、non-Archimedean field と言えば、non-Archimedean な val-

uation を持つ完備な体を表すことにする。ただし、必ずしも non-trivial な valuation
とは限らない。

2.2 Spectrum

定義 2.1. $A$ を可換な Banach 環とするとき、その Berkovich spectrum $\mathcal{M}(A)$ とは

bounded multiplicative seminorm 全体のなす集合に、 $||-\neq|f|$ が全ての $f\in A$ に対

して連続になるような最弱になるようなトポロジーを入れたものである。

例 22. Banach 環 $A=K$ が体である場合、 bounded multiplicative な seminorm は

明らかに元々の norm に –致するしかないので、 $\mathcal{M}(I_{1}^{-})$ は–点からなる空間になる。

図 1: $J^{\downarrow(}I_{1^{\vee})}$

例 23. $A=\mathbb{Z}$ を通常の絶対値 $||_{\infty}$ が入った Banach 環と見る。 (ちゃんと完備になっ
ていることに注意。 ) このとき、 $/\vee 4(\mathbb{Z})$ は次のような要素からなる。

(i) $||_{\infty,\in}:=||_{\infty}^{\epsilon}$ . $(0<\in\leq 1)$ .
(ii) $||_{p,\epsilon},$ $(0<\hat{\mathrm{c}}<1)$ . ただし、 $||_{p,\in}$ は $|p|_{p},\vee--=\epsilon$ となる $P$ 進ノルム。

(iii) $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ 上の trivial norm から誘導される semillorlll $||_{p}$ . $||_{p,0}=||_{p}$ と考えれば、

これは (ii) に含まれると見なせる。
(iv) trivial norm $||0$ .

図示すると、次のようになる。
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$||_{\infty--}||_{\infty.1}$

図 2: $M(\mathbb{Z})$

topology はどうなっているかというと、 (i) の点からなる枝や、 $(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\text{、}}$ (iii) の点からな

る枝は、 $(0,1]$ 区間と同型になり、また、 trivial norm $||0$ の近傍は、有限個の枝から

その枝の閉集合を取り去ったものになっている。
なお、 $\mathbb{Z}$ に trivial norm を入れた場合は、Archimedean な枝を取っぱらったものに

なる。

例 24. 一般に、 (trivial norm を入れた) Dedekind 環 $A$ に対しては、 $\mathcal{M}(A)$ の様子

は上と似たようなものになる。 より –般に $A$ が–次元整域であれば、A4 $(A)$ は $A$ の

integral $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}A’$ の spectrum $\mathcal{M}(A’)$ において、極大イデアルによる剰余体上の trivial

norm から誘導される点で $\mathcal{M}(A)$ に行けば–致する点を同–視したものとなる。つま

り、 そのような点の数だけループができることになる。

$X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ $.\prime \mathrm{V}l(A4)$

図 3: 特異点のある場合

non-Archilnedean な例は次の節で述べる。

定理 25 $([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}90,1.2.1])$ . $\mathcal{M}(A)$ は空集合にはならず、また compact, Hausdorff で

ある。

2.3 Spectral radius

$A$ を単位元を持つ可換 Banach 環、 $x$ を $/\vee[(_{-}4)$ の点とするとき、 $x$ に対応する

seminorm を $||$ として、 $\mathrm{I}\backslash ^{r}\mathrm{e}\mathrm{r}||$ は孟の素イデアルになり、 $|f|\text{は}A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}||$ での class
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にしか寄らず、商体 $F$ の valuation にまで延長できる。この valuation についての $F$

の完備化を $\kappa(x)$ で表し、 $x$ での剰余体と呼ぶ。この時の自然な射畑 $(A)arrow\kappa(x)$ を
$\chi_{x}$ で表すことにする。 $\chi_{x}$ こよる $f$ の $\kappa(x)$ への像を $f(x)$ と書く。 当然 $|f(x)|$ は $|f|$

と –致している。
$f\in A$ に対し、その spectral radius を

$\rho(f)=\lim_{narrow\infty}\sqrt[n]{||f^{n}||}=$ $\inf_{n}$
$\sqrt[n]{||f^{n}||}$ (2.3.1)

で定める。 (これを、 $||||$ に付随する spectral norm とも言う。 ) このとき、

$\rho(f)=$ lnax $|f(x)|$ (2.3.2)
$x\in_{J}(.4)$

が成立する。 $([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}90,1.3.1])$ .

24 Reduction map

$A$ を単位元を持つ non-Archimedean な可換 Banach 環とするとき、

$A^{\mathrm{o}}=\{f\in A|\rho(f)\leq 1\}$

$A^{\mathrm{o}\mathrm{o}}=\{f\in A|\rho(f)<1\}$

と定義すると、 $A^{\mathrm{O}}$ は可換環、 $A^{\mathrm{O}\mathrm{O}}$ はそのイデアルになる。 この剰余環 $A^{\mathrm{o}}/A^{\mathrm{o}\circ}$ を $\overline{A}$

で表す。可換 Banach 環の射 $\varphi$ : $Aarrow B$ があれば、 自然に $\overline{\varphi}:\overline{A}arrow\overline{B}$ が誘導される。
特に、 $x\in \mathcal{M}(A)$ にして $\overline{\backslash }x$

$:\wedge\overline{4}arrow\overline{\kappa(x}$) が定まるが、 この $\mathrm{I}_{\check{1}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}}1$ は $\overline{A}$ の素イデア
ルになる。 これにより、

$\pi$ : $\mathcal{M}(A)arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}(\overline{A}):Xarrow \mathrm{I}\backslash \mathrm{e}1-\cdot(,\overline{\backslash }x)$

が定まる。 これを reduction map という。

3 Affinoid

この節では、 $K$ は常に non-Archimedean field を表すことにする。

3.1 Affinoid algebra

加藤文元氏の rigid space の所で出てきた Tate algebra を少し –般化して、実数
$r_{1},$ $r_{2},$ $\ldots,$ $r_{n}>0$ に対して、

$I_{1^{-}} \{r_{\iota^{1}}^{-}T_{1}, \ldots.r_{n}^{-1}T_{n}\}=\{f=\sum_{\underline{\mathcal{U}}=0}^{\infty}a_{\underline{l}}/\underline{\tau}^{\underline{l\text{ノ}}}|a_{-U}\in I_{1}^{-}$. $|_{C}\iota\underline{\iota \text{ノ}}|’-\cdot\underline{l\text{ノ}}arrow 0_{\mathrm{t}}$ as $|\underline{\iota \text{ノ}}|arrow\infty\}$

と表記することにする。ただし、 $\underline{T},$
$\underline{r},$ $\underline{\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ などは multiindex を表す。
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$-$義定義 3.1. Banach K-algebra $A$ が $I\iota’-affinoid.algebra$ であるとは、

$I\mathrm{i}^{r}\{r_{1}^{-1}\tau_{1}, \ldots, r_{7l}^{-1}Tn\}arrow A$

という adnussible な全射があることである。ただし –般に Banach 環の間の射 $\varphi$ :
$Barrow C$ が admissible であるとは、 ${\rm Im}(\varphi)$ と $B/\mathrm{I}\acute{\backslash }\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi)$ が (それぞれに部分空間及び
商空間としてのノルム入れたときに) topological ring として自然に向型になることを

$\underline{\approx}$ う。

特に $r_{i}$ を全て 1に取れるとき、 $A$ は strictly $I_{\mathrm{t}^{r}}$-affinoid algebra と呼ばれる。

補足 32. この号の加藤文元氏の記事での $I\iota’$-affinoid algebra は、この記事でいう strict
K-affinoid algebra である。 $I_{1}’-\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}$ algebra が strictly $I\mathrm{i}^{r}$-affinoid algebra である
ことは、任意の $f\in A$ に対して、 $\rho(f)\in\sqrt{|I\iota^{\cross}|}\cup\{0\}$ であることと同値である。た
だし、 $\sqrt{|I\iota^{\cross}|}=\{r\in \mathbb{R}\geq|r^{n}\in|I\iota^{\prime \mathrm{x}}|\}$ .

$\cdot$ .

補足 33. 同様にして、一般の commutative Banach $I\iota’$-algebra $A$ に対しても、A-
affinoid algebra が定義できる。

命題 34. 全ての $I\iota’-\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}$ algebra は Noetherian であり、そのイデアルは closed
になる。 ..

例 35. $r>0$ として、 $I_{1}’$ の valuation が nontrivial な場合に $A=K\{r^{-1}T\}$ の

Berkovich spectrum を見てみる。 (これは、半径 $\Gamma$ の閉円板と見なせる。 ) $\mathcal{M}(A)$ の

点は次のように分類されることが分かる。ただし、簡単のため、 $I\iota’$ は代数閉体と仮定
している。 (一般の場合は、A4 $(A)=\Lambda l(A\hat{\Theta}_{I\backslash }\prime I\wedge 1^{\vee})\mathrm{a}/\mathrm{G}\mathrm{a}1(I^{\prime \mathrm{a}}\mathrm{t}/I1^{\Gamma})$ より分かる。 )

type 1. $t_{a}$ : $f\vdasharrow|f(a)|$ . $a\in I\iota’,$ $|a|\leq r$ .

type 2. $t_{a,\rho}$ : $f \vdash+|f|_{D(a,\rho^{+})}=\max|a_{n}|p^{n},$ $|c\iota|\leq r,$ $0<\rho\leq r,$ $\rho\in|I_{1^{\cross}}’|$ . (ただし、
$|I\iota^{\prime\cross}|$ は $I_{1^{\cross}}’$ の value group を表す。 )

type 3. 上と同様だが、 $\rho\not\in|I\iota^{\prime\chi}|$

type 4. $\mathcal{E}=\{D^{(\rho)}\}$ を、 closed disk のファミリ – とする。ただし、 $\rho$ は $D^{(\rho)}$ の半

:. 径を表し、 $\rho>\rho’$ なら、 $D^{(\rho)}\supset D^{(\rho’)}$ であるとする (このようなファミリ一を
embedded disks という) 。 このとき、 $t_{\mathcal{E}}$ という se而 norm を $|f| \epsilon=\inf|f1D^{(}\rho$ ) で

定める。 もし、 $\cap D^{(\rho)}=\emptyset$ であれば、 これは上のどの type とも異なる。

図 4: $/\vee\iota(I_{\mathrm{t}}’\{’\cdot-1T\})$
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上の図は不正確を承知で描いたものだが、大体のイメージはつかめると思う。

また topology だが、絵が不正確なわけだから説明も不正確にならざるを得ないが、
枝という言葉で「ある点から葉の方向にある全ての部分」を表すことにすると、大体

「ある枝から、より細かい有限個の枝を取り去ったもの」が基本近傍系になっているよ

うな topology と言える。正確には、

$\mathcal{U}=\mathrm{f}^{x\in \mathrm{A}}4(A)||f_{i}(X)|<1,$ $|g_{j}(X)|>1,1\leq i\leq n,$ $1\leq j\leq m\}$

$(f_{i}, g_{j}\in A)$ の形の部分集合全体を基本近傍系に取れる。

補足 36. 上のことから分かるように、円板が単連結なのは勿論、annulus なんかも単

連結になってしまう。

補足 3.7. embedded disks $\{D^{(\rho)}\}$ が必ず空でない共通部分を持つような付値体は、

maximally complete とか、 spherically complete などと呼ばれる。例えば完備離散付
値体は、maximally complete である。 この場合は、 tyPe 4のケースは生じない。が、

一般の付値体では、完備だからといって $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}_{1}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ complete とは限らない。剰余体

と value group $(\subset \mathbb{R}\geq)$ を変えない拡大を innnediate extension というが、maximally

complete であることは、 nontrivial な imnnediate extension が存在しないことと同値
である。

$A$ を strictly $I\iota^{-}$-affinoid algebra とするとき、 $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}_{1}\mathrm{D}\mathrm{a}1$ spectrum の点 $x\in \mathrm{S}_{\mathrm{P}}11\overline{\perp}(A)$

に対して、 $A/x$ は $I\iota’$ 上 finite であるから、 $I\iota^{-}$ の valuation が–意的に伸びる。従って

標準的に $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{m}(A4)\mathrm{c}_{\Rightarrow \mathrm{A}\not\in(A’)}$ という単射が存在する。特に入の $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{011}$ が nontrivial
なら、 これは到る所稠密な部分集合への同相写像になる。

3.2 Affinoid domain

$A$ を $I\mathrm{c}^{-}$-affinoid $\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\text{、}x=/\vee 4(A)$ とする。 $X$ の閉部分集合 $V$ が affinoid domain
であるとは、 ある $I\iota’$-affinoid algebra の bounded $\mathrm{h}_{01)}101\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{n}1\varphi$ : $Aarrow A\iota^{r}$ で、

任意の $I\mathrm{c}^{-}$-affinoid algebra の bounded homomorphism $Aarrow B$ で、 $\mathcal{M}(B)$ の $X$ へ

の像が $V$ に含まれるようなものに対し、次の diagram を可換にするような bounded
homomorphism $A_{V}arrow B$ が–意的に存在する、 という普遍性を持つものがあること

である。

$\varphi$

A $A_{\mathrm{t}}$ .

$\backslash$ $\nearrow$

$B$

このとき、実は $\mathit{1}4_{\nu}$ . は–意的に存在し、更に $V=\mathcal{M}$ (.沖) となることが証明される。

また、 $A_{\iota}$ . は $A$ 網 flat になる。
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3.3 Affinoid space

$X=\mathcal{M}(A)$ に対して admissible open set は affinoid domain に、admissible covering
は affinoid domain による有限被覆とすることで Grothendieck topology を定める。

(Grothendieck topology についてはこの号の加藤文元氏の記事を参照。) これは、weak

Grothendieck topology と呼ばれる。 (以後、この位相を単に弱位相と呼ぶ。) $Vrightarrow A_{V}$

はこの topology に対する sheaf になる。
affinoid domain の有限個の族 $\{V_{i}\}$ の合併 $V$ を special set と呼ぶが、 これに対し

て、 $A_{V}$ を

$\Gamma(V, \mathit{0}_{X})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\prod_{i}AV_{i}=\prod_{i,j}A_{V_{i}\cap}V_{j})$

で定める。そして、一般の開集合 $U\subset X$ に対して、

$\Gamma(U, O_{X})=V\subseteq \mathrm{c}^{\frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{r_{\mathrm{s}\mathrm{p}}\backslash }}.\cdot \mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}1A_{V}$

と定めると、実は $\mathit{0}_{X}$ は $X$ 上の (2.2節で定めた位相に関する) sheaf になることが分

かる。このようにして $I_{1}’$-affinoid algebra の圏から局所環付空間への反変関手ができる

わけだが、この関手は faithful ではあっても $\mathrm{f}\mathrm{i}\iota 1\mathrm{l}\mathrm{y}$ faithful ではない。そこで K-affinoid

space の圏を次のように定義する。

Obj:(X, $O_{X}$ ), $X=f\vee 1(A)$ ( $A\# 3:I1^{\vee}$.-affilloid algebra).

Morph: $X=\mathcal{M}(A),$ $Y=/\vee l(B)$ として、 $\mathrm{H}_{0}\mathrm{n}1((x, Ox),$ $(Y, O_{Y}))$ は

bounded homomorphism $Barrow A$ から来るもの

$I\iota’’$ を $I\iota’$ 上の non-Archimedean field とすると、 $X_{(}^{\hat{\bigwedge_{\mathrm{e}}}}DK’=\mathcal{M}(A^{\wedge}\otimes K’)$ により、 $I\iota’’-$

affinoid space が出来る。

定義 38. $I_{1}’$ 上の affinoid space とは、 $I\iota^{r}$ 上の non-Arclrunedean field $I\mathrm{i}’’$ に対する

$I\iota’$ ’-affinoid space のことと定義する。 また、二つの affinoid space $X,$ $Y$ 間の射は、対

応する $I\iota’$ 上の affinoid algebra 間の bounded homomorphism から来るものとして定

義する。

Strictly $I\iota’$-affinoid algebra に対する K-affinoid space を strictly $I_{1^{\vee}-}affinoid$ space

という。

以降ではしばしば $X=\mathcal{M}(A)$ で、 対応する affinoid space そのものを表す。その

場合は、底空間を $|X|$ と書いて区別する。

34 Relative interior

$A$ を $I_{1}’$-affinoid algebra, $B$ を A-affinoid algebra. $D$ を Banach A-algebra とする

(補足 33参照)。 $A$-homomorphism $\varphi$ : $Barrow D$ が $-4$ について inner とは、admissible
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(定義 3.1参照) な全射

$\pi$ : $A\{r_{1}^{-1}\tau_{1}, \ldots, \Gamma_{n}^{-1}T_{n}\}arrow B$

で、任意の $1\leq i\leq n$ に対して $\rho(\varphi(\pi(\tau_{i})))<r_{i}$ となるものがあることを言う。 $A$ と
$B$ が strictly $\mathrm{K}$-affinoid である場合、 これは、 $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\overline{B})$ が $\tilde{\phi}(\overline{A})$ 上 integral であること
と同値である。

定義 3.9. $\varphi$ : $Y=M(B)arrow X=\mathcal{M}(A)$ を $I\iota^{r}$-affinoid space の間の射とするとき、 $\varphi$

$\sigma\supset$ relative interior Int $(Y/X)\text{を}$

Int $(Y/X)=$ { $y\in Y|Barrow\kappa(y)$ が $A$ について inner}

として定義する。 Int $(Y/X)$ が開集合であることは簡単に分かる。Int $(Y)$ の点を $Y$ の

内事という。 また、 $Y\backslash \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}(Y/X)$ を $\partial(Y/X)$ と書き、 relative boundary と呼ぶ。特
に、 $A=K$ の場合は、単に Int $(Y),$ $\partial(Y)$ と書き、 $\}^{-}$ の内点とか boundary と呼ぶ。

例 3.10. 例えば、 $A=\mathbb{Q}_{p}\{T\}.\mathit{1}X=\mathcal{M}(A)$ なら、 Int(X) $=X\backslash \{t_{0,1}\}$ である。ただ

し、 $t_{0,1}$ は、 例 35にあるように $||_{D(1)}0$, という serninorm を表す。

例 3.11. $Y=D(0, r^{+})\subset X=D(0, s)+,$ $\Gamma<S$ の時は、 Int $(\}’/X)=Y\backslash \{t_{0,r}\}$ とな

る。一般に $\varphi$ : $Yarrow X$ を affinoid domain 間の射とするとき、 Int $(\mathrm{I}^{r}/X)=Y$ となる

のは、 $\varphi$ が finite のときに限り、また $Y$ が $X$ の affinoid domain であれば、 Int $(\}’-/X)$

は $Y$ の $X$ 内でのトポロジカルな内点の集合に–致する。

4 Analytic space

4.1 定義「$\mapsto$義

講演では時間の都合で定義をに省略してしまったのと、不正確なことも言ってしまっ
たので、訂正の意味も込めてここできちんと書いておく。

$I\iota’$ は前節の通り non-Archimedean Peld とする。 $I\iota^{-}$ -quasiaffinoid space とは、局所
環付空間 $\mathcal{U}$ と $\mathcal{U}$ のある $I\iota^{r}$-affinoid space $X$ への埋め込み $\varphi$ : $\mathcal{U}arrow X$ の組 $(\mathcal{U}, \varphi)$ の

ことを言う。また、 $\mathcal{U}$ の閉部分集合 $U$ が $I\mathrm{c}’$-affinoid domain であるとは、 $\varphi(\mathrm{t}^{r}’)$ が $X$

の中で $I_{1}’$-affinoid domain であることを言う。
$I\iota^{-}$-quasiaffinoid domain の間の射 $(\mathcal{U}, \varphi)arrow(\mathcal{V}, \psi)$ とは、局所環付空間の射 $\theta$ : $\mathcal{U}arrow$

$\mathcal{V}$ であって、任意の affinoid domain の組 $U\subset \mathcal{U},$ $\mathrm{V}^{r}\subset \mathcal{V}$ で $\theta(U)\subset \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}(V/\mathcal{V})$ となる

ものに対して、対応する $I\iota^{-}$-affinoid algebra の射 $B_{\mathrm{t}}\cdotarrow Au$ が bounded であるよう
なものを言う。

さて、一般に $X=(|X|, Ox)$ を局所書付空間とするとき、 $X$ の $I_{1^{\vee}}$-analytic atlas と

は、 次を満たす pair の族 $\{(\mathcal{U}_{i,\varphi_{i}})\}_{i\in}I$ である。

(i) 各 $\mathcal{U}_{i}$ は $X$ の開集合で、 $\{\mathcal{U}_{i}\}_{i}$ は $X$ の被覆。

(ii) $\Psi^{\cap}i$ は $\mathcal{U}_{i}$ からある $I\mathrm{i}’$-affinoid space への open innnersion.
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(iii) 各 $i,j\in I$ に対し局所環付空間の射吻 $\circ\varphi_{i}^{-1}$ : $\varphi_{i}(\mathcal{U}_{i}\cap \mathcal{U}_{j})arrow\varphi_{j}(\mathcal{U}_{i}\cap \mathcal{U}_{j})$ は
..

$I\mathrm{i}^{r}$-quasiaffinoid space の同型になる。 . .

各 $(\mathcal{U}_{i}, \varphi_{i})$ はこの atlas の chart と呼ばれる。更に $\mathcal{U}\subset X$ を $X$ の開集合、 $\varphi$ を $\mathcal{U}$

からある $I\iota’$-affinoid space への open immersion とするとき、 $\varphi i^{\circ}\varphi^{-1}$ が $I\mathrm{i}’$-affinoid
space の同型を定めるなら、 $(\mathcal{U}, \varphi)$ は $\{(\mathcal{U}_{i,\varphi^{\cap}i})\}i\in I$ と compatible であるという。 ま

た、 二つの atlas が compatible とは、 -方の atlas の各 chart が、 もう -方の atlas
と同値であると言うことにする。

定義 4.1. $I\iota^{r}$-analytic space を、局所面付空間 $(|X|, O_{1_{\llcorner}},-)$ とその alas の同値類の組
として定義する。

$X,$ $Y$ を共に $I\iota’$-analytic space とするとき、その間の射 $f$ : $Xarrow Y$ を、局所環付空

間の射であって、更に、 $X$ の atlas {( $\mathcal{U}_{i}$ , \mbox{\boldmath $\varphi$}i垣と $Y$ の atlas $\{(\mathcal{V}_{j}, \cdot\psi_{j})\}$ で、各 $i,j$ に対

して $\psi_{j}\circ f\circ\varphi^{-1}i$ : $\varphi_{i}(\mathcal{U}_{i})arrow\psi_{j}’(\mathcal{V}j)$ が $I_{1}’$-quasiaffinoid の射になっているようなもの
が取れることを言う。このようにして定まる $I_{1^{-}}$-analytic space の圏を (K-An) と書く
ことにする。また、 non-Archimedean Peld の拡大 $I_{1’}^{\vee}/I_{1^{\vee}}$ に対して $I\mathrm{c}’’$-analytic space
になっているような空間を Il’ 上の analytic space という。 $I\iota’$ 上の analytic space の
なす圏を、 $(An_{I\mathrm{c}’})$ と書く。 (Il’-An) ではファイバー積が存在するが、 (AnIのでは特別
な場合を除いては存在しない。

定義 42. $I\iota’$-analytic space の射 $\varphi$ : $\}’arrow X$ が analytic domain であるとは、 $\varphi$ が $Y$

と $\varphi(Y)$ の同相写像を引き起こし、かつ任意の $I\iota^{-}$ 上の analytic space の射 $\psi$ : $Zarrow X$

で $\psi(Z)\subset\varphi(1’)$ となるものに対して、 –意的にし’ $=_{\Psi^{\cap}}\circ\sigma$ となる $\sigma$ : $Zarrow Y$ が存在

するという性質を持つことをいう。この場合 $l^{-}$ と $\varphi(1^{r})$ は同–視することにする。特
に}’ が (strictly) $I\iota’$-affinoid(resp. (strictly) $I\mathrm{t}_{1^{\vee}}$-quasiaffinoid)space である場合には、
$Y$ を (strictly) affinoid (resp. (strictly) quasi$(ffi\prime lotd)$ domain ということにする。

$x\in X$ の affinoid domain の近傍全体は、 $x$ の基本近傍系をなす。

定義 43. $I\iota^{arrow}$-analytic space $X$ が strictly $I_{1^{\vee}- Clna}\iota.y\mathrm{f}.iC$ space であるとは、全ての com-
pact subset が、 有限個の strictly quasiaffinoid domain で覆われることをいう。

$X$ が $\mathrm{I}_{1}’$-affinoid space の場合、 これが strictly $I\iota^{r}$-analytic space ということとん-

affinoid space ということは同じことである。 (ただし、 strictly $I\iota^{-}$-analytic な quasi-
affinoid space は、一般には strictly quasiaffinoid space とは限らない。 ) 更に $I\mathrm{c}’$ の

valuation が nontrivial な場合には次が成立する。

命題 44. $I_{1^{\vee}}$ の vahtation が nontrivial であるとする。 $X$ を strictly K-analytic space
とすると、任意の compact subset は有限個の strictly affinoid doznain で覆われる。

$I_{1}’$-analytic space の射 $\varphi$ : $Yarrow X$ は、 $\}^{-}$ と $X$ の開部分集合 (に自然に誘導さ
れる $I\mathrm{c}’$-analytic structure を入れたもの) と同型を定めるとき open immersion とい

う。 また、 $Y$ と $X$ の閉部分集合との同相写像を誘導し、かつ $\varphi_{*}(O_{\}^{\prime^{r}}})$ が coherent
$o_{x}$ -module になり、更に $\mathit{0}_{x}arrow\varphi_{*}(\mathcal{O}_{\mathrm{J}^{r}}\cdot)$ が全射になるとき closed immersion という。
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$X$ への closed immersion と $\mathit{0}_{x}$ の coherent subsheaf of ideals とは–対–に対応し

ている。 $\varphi$ : $Yarrow X$ を closed immersion とするとき、 $\varphi(Y)$ を $X$ の closed $I_{1}’$ -analytic
su\’oset と呼ぶ。 $X$ が irreducible とは、二つの異なる closed $k$-analytic subset の和に
かけないことをいう。

$I\iota^{r}$-analytic space の射 $\varphi:Yarrow X$ は、対角写像 $Yarrow Yx_{X}Y$ が closed immersion
であるときに、 separated であるという。特に $X=\mathcal{M}(I_{1)}’$ の時は、 $Y$ は separated
であるという。実は、 $Yarrow X$ が separated であることと、 $|Y|arrow|X|$ が separated
になることは同値である。特に、 $Y$ が separated であることは、その底空間 $|Y|$ が

Hausdorff であることと同じになる。

命題 4.5. $I\mathrm{c}’$-analytic space $X$ が separated であれば、 affinoid domain は $X$ の中で

closed であり、二つの affinoid domain の共通部分もまた affinoid domain になる。

定義 46. 定義 39で定義した (relative な) 内点や boundary の概念は自然に $I\mathrm{c}’-$

analytic space にも拡張される。 これらも Int $(\iota^{\Gamma}/X),$ $\partial(1’/X)$ や Int(X), $\partial(X)$ など

の記号で表す。 $\partial(X)=\emptyset$ となるような $I_{\mathrm{L}^{-}}$-analytic space は closed であるという。

4.2 いくつかの性質

ここでは、重要と思われる性質を二つだけ挙げる。

定理 47 $([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}90,3.2.1])$ . 全ての連結な $I_{1^{-}}$-analytic space は、弧状連結である。

さて、 一般に位相空間 $X$ の次元とは、次のようなものであった。 まず、 $X$ の部分

空間の族 $F$ の order とは、 $r\iota+1$ 個の空でない共通部分を持つ部分集合が存在するよ
うな最大の整数 $n$ のことである。このとき、dinl $(X)$ は、任意の有限開被覆が、order

$\leq n$ であるような細分を持つような $n$ として定義される。次元について、次が成立

する。

定理 48 $([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}90,3.2.6])$ . $X=\mathcal{M}(A)$ を strictly $I\iota^{-}$-affinoid space とするとき、
$\dim|X|$ は $A$ の Krull 次元 dinl $A$ と –致する。また、 diln $(\partial(X))=\mathrm{d}\mathrm{i}_{\ln}A-1$ も成

立する。

5 Rigid analytic space との関係

この節では、 $I\iota^{-}$ は前節の通り non-Archillledean field とし、 更に valuation は常に

nontrivial であるとする。最初に、 rigid $I\iota’$-analytic space の Grothendieck topology
を復習しておく。 $A$ を strict $I\iota^{-}$-affinoid algebra として、 $\mathcal{X}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{n}\mathrm{u}(A)$ の strong
Grothendieck topology (以下、強位相) を次のように定義する。 (affinoid domain など
の用語については加藤氏の記事を参照。 )

(i) $L^{*}\subset \mathcal{X}$ が admissible open とは、 affinoid subdomain による被覆 $\{L_{i}^{\mathrm{v}}\}_{iI}\in$ で、任

意の affinoid の射 $\varphi$ : $\mathcal{Y}arrow \mathcal{X}$ で $\varphi(\mathcal{Y})\subset \mathrm{L}^{\tau}$ なるものに対して、 $\{(c_{i}^{\tau})\}_{i\in I}$ の有限

個の部分被覆で $h(\mathcal{Y})$ の被覆になるものが取れるようなものとする。
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(ii) $\{U_{i}\}_{i\in I}$ を $X$ の admissible open set $U$ の admissible open による被覆とするとき、
これが admissible covering とは、任意の affinoid の射 $\varphi$ : $\mathcal{Y}arrow \mathcal{X}$ で $\varphi(\mathcal{Y})\subset U$

なるものに対して、 $Y$ の affinoid subdomain による有限被覆で、 $\{\varphi^{-1}(U_{i})\}_{i\in}I$ の

細分になっているようなものが取れるものとする。

このような Grothendieck 位相の入った $I\mathrm{c}^{-}$-affinoid を貼り合わせて rigid K-analytic

space を構成したのだった。

補足 5.1. 例えば [Ber96, (0.1.2)] では、affinoid subdomain の代わりに special domain

([BGR84] では rational domain) を使って定義しているが、Gerritzen-Grauert の定理

[BGR84, 735] により affinoid domain は special doinain の有限個の合併の形に書け

るので、 両者の定める Grothendieck topology は–致する。

$X$ を separated, strictly $I\iota’$-analytic space とする。 ここで

$\lambda_{0}^{r}=\{x\in X|[\kappa(x) : I_{1}^{arrow}.]<\infty\}$

とおくと、3.1節で見たように、これは到る所稠密な部分集合になる。 $A\mathrm{x}_{0}^{\mathit{7}}$ に次のよう

にして Grothendieck topology を定める。

(i) $U\subset x_{0}$ が admissible open とは、任意の strictly affinoid domain $Y\subset X$ に対

して $\}_{\acute{0}}\cap U$ がを r0の中で adn五 ssible open であることとする。

(ii) $\{U_{i}\}_{i\in I}$ を $A1^{r}0$ の admissible open [ $T$ の adnrissible open による被覆として、 こ

れが admissible covering とは、任意の strictly affinoid domain $\mathrm{Y}\subset X$ に対して

$\{[/_{i}\cap \mathrm{Y}’\vee 0\}$ が $U\cap Y0$ の admissible covering であることとする。

さて、命題 45より、strictly affinoid domain を $\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ open に、有限個の strictly

affinoid domain による被覆を adlnissible covering に取ることで、$X$ には Grothendieck

topology が定まる。 これを weak Grothendieck topology (以下、単に弱位相) と呼ぶ。

これは、33節での弱位相と整合性が取れている。このとき strictly affinoid domain $V$

に $o_{x}(V)$ を対応させる関手はこの弱位相に対して strictly K-affinoid algebra の層を

定める。更にこの弱位相弱位相を $x_{0}$ に制限してやると、 $d\backslash _{0}^{\vee}$ の上の weak Grothendieck
topology が得られる。 (これも以下では弱位相という。 )

命題 44より $X$ は strictly affinoid domain $\{\nu_{i}^{r}\}$ で覆えて、これは $\lambda_{0}’$ の admissible

affinoid covering $\{V_{i,0}\}$ を定める。 $o_{x}$ は $\mathrm{t}_{i,0}^{r}$ の弱位相についての層を定めるが、–

般に弱位相についての層は上に述べた強位相の層に延長され、また、弱位相について
の層の間の射も延長された強位相についての層の射に–意的に伸びる。このことから、
$o_{x}$ が $l_{i,0}’/$ に定める層は貼り合わさって、 $\mathit{0}_{x_{0}}$ という $x_{0}$ の上の強位相についての

層を定める。 このようにして、 $X$ から rigid $I\mathrm{c}^{-}$-analytic space を対応させることがで

きる。

定理 52.

(separated strictly $I_{1}’$-analytic space) $arrow$ ( $1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{d}K$-analytic space)

$X-+_{\mathrm{z}}\lambda_{0}^{-}$
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は fully faithful な関手であり、ファイバー積や ground field の base change を保つ。

補足 53. 上の関手は、paracompact separated strictly $I\mathrm{c}’$-analytic space の圏と有限
型の admissible affinoid による被覆を持つような quasiseparated $I\iota’$-rigid space の圏
の同値を誘導する。

6 GAGA
$I\iota^{\nearrow}$ は前節の通り nontrivial な valuation を持つ non-Archimedean field とする。 (な

お、 この記事では述べないが、 trivial valuation の場合にも GAGA はある。 )
$z\lambda^{r}$

. を
$I_{1}’$ 上局所有限型な scheme とする。 $\Phi$ を $\mathcal{X}\in A\cdot n_{I\mathrm{c}’}$ に Il’- 環付空間の射全体

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K(}\mathcal{X}.X)r$ を対応させるような Anえから集合の圏への出直とする。 このとき、次
が成立する。

定理 6.1 $([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}90,3.4.1])$ . $\Phi$ はある closed な (定義 4.6参照) K-analytic space $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$

と射 $\pi$ : $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}arrow X$ によって表現可能である。更に、次が成立する。

(i) 任意の $I\iota’$ 上の non-Archimedean Peld $Ii’$ に対し、 $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}(I\iota^{-})\simeq X(K)$ . 更に $\pi$ は

全射であり、全単射 $z\lambda_{0^{\mathrm{n}}}^{7}\mathrm{a}\simeq A\mathrm{x}_{0}^{arrow}$ を引き起こす。 (ただし、 $\angle \mathrm{Y}_{0}$ は $X$ の閉点全体。 )
(ii) 任意の門 $x\in X$an に対して準同形 $\Gamma\downarrow x$ : $\mathit{0}_{x_{\pi}()},xarrow O_{X^{\mathrm{a}\mathrm{n}},x}$ は局所準同形で、かっ

平坦である。更に $x\in X$an の時は、完備化の間で同型 $\hat{\pi}_{x}$ : $\hat{o}_{x_{\pi}()},x\simeq\hat{\mathcal{O}}_{X^{\mathrm{a}\mathrm{n}},x}$ を

引き起こす。

$X$ についての多くの性質は、 $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ で考えることができる。例えば (ここでは定義
は述べないが) 、 reduced, normal. Cohen-Macaulay, regular, smooth 等といった性
質が $X$ で成立することは $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ で成立することと同値である。また射についても、

scheme 間の射 $\varphi$ : $Yarrow X$ が flat, unramifiecl. etale, $\mathrm{s}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}$ , separated. injective,
surjective, open immersion, isomorphisnn, lnonomorphisln といった性質を持つこと
は、 $\varphi^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ : $Y^{\mathrm{a}\mathrm{n}}arrow X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ について同じ性質が成立することと同値である。また、 更に $\hat{\Psi}$

が有限型である場合には、dominant, closed inrmersion, proper, finite といった性質に
ついても同様である。

また、 いくつかの $X$ の性質は、 $|X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}|$ のトポロジカルな性質に置き換えられる。例
えば、

定理 62 $([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}90,3.4.8])$ . (i) $X$ が $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}\Leftrightarrow|X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}|$ が Hausdorffi
(ii) $X\mathrm{B}_{1}^{\star}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\Leftrightarrow|X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}|\mathrm{B}\grave{\grave{>}}$ Hausdorff, compact.
(iii) $X$ が連結 $\Leftrightarrow|X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}|$ が弧状連結。 arcwise connected.
(iv) $X$ の次元は $|X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}|$ のトポロジカルな次元に–致。

といったことが成立する。
最後に cohomological な性質について。 $\mathcal{F}$ を $\mathcal{O}x-11\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{d}\iota \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}$ とするとき、逆像 $\sim(\mathit{4}\mathfrak{l}^{*}F)$

は $O_{X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}}$-module の層になるが、これを $\mathcal{F}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ と書く。定理 6.1 (ii) より、 $\mathcal{F}\vdash\Rightarrow \mathcal{F}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ は

忠実な完全関手になり、 coherent な層を coherent な層に写す。
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命題 6.3 $([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}90,3.4.9,3.4.10])$ . $\varphi$ : $Yarrow X$ を $I_{\mathrm{t}}’$. 上局所有限型な scheme の
proper morphism とする。 このとき、任意の coherent $O_{Y}$ -module $\mathcal{F}$ に対して、標準
的な同型 . . $-...\cdot.$

. .. $\cdot$

.

$(R^{p}\varphi_{*}F)^{\mathrm{a}\mathrm{n}}arrow R^{p}\varphi_{*}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}(F^{\mathrm{a}}\mathrm{n})$ , $(p\geq 0)$

が存在する。結果として特に $X$ を proper
$I\mathrm{c}’-\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{e},.’ \mathcal{F}$

を coherent $\text{な}$

.
$O_{\lambda}..$’-module

とするとき、任意の $p\geq 0$ に対し、標準的な同型

$H^{p}(X, F)\simeq Hp$ ( $x$an, $\mathcal{F}\mathrm{a}\mathrm{n}$ )

が存在する。

命題 6.4. $X$ を proper K-scheme とするとき、

(coherent $Ox- \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}$ ) $arrow$ ( $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}O_{X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}}$-nlodule); $\mathcal{F}-\not\simeq \mathcal{F}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$

は圏同値である。

系 65. 次の関手は fully faithful になる。

(proper $I\iota- \mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{e}$ ) $arrow$ ( $I\mathrm{c}^{-}$-analytic space); $X-\neq X$an

系 66. 全ての reduced proper $I_{1^{\vee}}$-analytic space $X$ で次元が 1のものは projective で
ある。即ち $I_{1}’$ 上の射影的代数曲線 }’ で $X\simeq\}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}-$ となるものが存在する。

実際は、次のことも言える。

定理 6.7 ( $[\mathrm{d}\mathrm{J}95$ , Prop. 3.2]). 任意の compact irreducible separated な K-analytic
space $X$ で次元 1のものは、 affinoid か projective かいずれかである。

証明は [FM86] における rigid space についての同様の定理と、補足 53から簡単に導
かれる。

7 普遍被覆

$X$ を $I\mathrm{c}^{-}$-analytic space とするとき、 $X$ の $x\in X$ での次元 $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}1_{x}X$ を $V$ が $x$ の

affinoid 近傍を動くときの dinl $A_{V}$ の最小値として定める。 $X$ が pure dimensional と

は、任意の $x\in X$ に対して $\dim_{x}x=\mathrm{d}\mathrm{i}_{\ln}x$ となることと定める。
$I_{1^{\vee}}$ lytic space $X$ が点 $x$ で smooth とは、 ある $I\iota^{-}$ 上の non-Archimedean field

$I\iota’$ ’に対して $X’=X\copyright K\wedge$ が任意の $x$ 上の点 $x’\in X’$ で regular, 即ち $x’$ での局所環
が regular であることをいう。また、 $X$ が smooth であるとは、 pure dimensional で
かつ各点で smooth であることとする。以上の言葉の準備のもと、次が成立する。

定理 7.1 $([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}98])$ . $I_{1^{\vee}}$ は nontrivial な valuation を持つ non-Archimedean Peld と

する。 $X$ が局所的に smooth な $I_{1}’$-analytic space の strictly $I_{1^{\vee}}$-analytic domain に同
型であるとき (これを locally embeddable in asmooth space という) 、

$X$ は局所的に
可縮である。特に、 このような空間は普遍被覆を持つ $|$

実際の普遍被覆の例は、 この後の analytic curves の所で述べることにする。
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8Analytic curves

8.1 射影直線

射影直線 Pをは、 rigid space の場合と同様、二つの closed disk を貼り合わせて作

る。 良いことかどうかは別として、次のような感じでイメージできる。 rigid space の

場合と同様、実際にはのりしろはずっと広い。

図 5: $\mathrm{P}_{I\searrow}^{1}$,

この図から想像できるように、 $\mathrm{P}_{I\searrow}^{1}$, が単連結なのは勿論、 $\mathrm{P}_{I\backslash }^{1}$, から有限個の点を抜いて

もやはり単連結のままである。例えば、 $\mathbb{G}_{m}$ が単連結だったりする。 (これは、上から

北極と南極の二点を除いたものである。 ) 従って、例えば $n>1$ の時は $\mathbb{G}_{m}$ から $\mathrm{G}_{m}$

への $n$ 倍写像は局所同相にはなっていない。 (Rigid space の点からなる部分集合では
77対 1の写像になっているが、例えば上の図でいう地球の中心の点に写るのは、やは

り地球の中心しかないので、 $n$ 対 1の写像にはならない。つまり etale な射であっても

局所同相にはならないわけである (10節参照) 。
また、 $\mathrm{A}_{I1}^{1}$, は $\mathrm{P}_{\mathrm{A}}^{1}$, から南極の点を抜いたものになるが、 これが

$\mathrm{A}_{I_{1}}^{1}’=\bigcup_{r>0}D(0, \mathfrak{l}\cdot)+$

と書けることも納得できると思う。

補足 8.1. 一般に、 $n$ 次元 affine space $\mathrm{A}_{I\mathrm{c}’}^{\prime\iota}$ は $I_{\mathrm{L}}’\backslash [\tau 1, \ldots, T_{n}]$ 上の multiplicative semi-
$\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{n}$

.
$\backslash$ で $\chi|_{I\mathrm{t}}$

, が bounded になるようなもの全体として定義される。 (topology の入

れ方は Berkovict spectrum の時と同様。 ) このようにして定義した場合、 $\mathrm{A}_{\mathbb{C}}^{\prime l}$ は $\mathbb{C}^{n}$

と同型になり、 $\mathrm{A}_{\mathbb{R}}^{n}$ は $\mathbb{C}^{n}$ の複素共役による商空間になる。

8.2 算数が 1以上の曲線

この節では、全ての ana\’iytic space や affinoid subdornain は strict であると仮定す

る。24節で non-Archimedean な可換 Banach 環の reduction を定義したが、 ここか
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ら $I\mathrm{i}’$-affinoid の reduction はすぐに定義できる。しかし、 $I_{1}’$-affinoid space を affinoid
で覆ってもそれぞれの reduction は必ずしもうまく貼り合わないので、次のような言
葉を用意する。 (この辺りの事情は rigid space と同様である。 )

定義 82. $I\iota’$-affinoid space $X$ の affinoid domain $V$ はそこから誘導される reduction

map $\overline{V}arrow\lambda^{\tilde{r}}$ が open immersion であるとき formal という。 また、 separated $I\mathrm{i}^{\vee}-$

analytic space の affinoid による被覆 $\{U_{i}\}i\in I$ が $\mathrm{f}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}}1$ とは、任意の $i,$ $j\in I$ に対し

て $U_{i}\cap U_{j}$ が $U_{i}$ の formal subdomain になることとする。更に二つの formal covering
$\{U_{i}\}_{i\in I},$ $\{V_{j}\}_{j\in J}$ が equivalent であるとは、任意の $i\in I,$ $j\in J$ に対して $U_{i}$ ロ $V_{j}$ が

$U_{i}$ と $V_{j}$ の両方の formal subdomain になっていることを言う。

Formal な被覆 $\mathcal{U}=\{U_{i}\}_{i\in I}$ が与えられれば、 reduction $\tilde{\lambda^{arrow}}$ を作ることができる。 こ

れを」$\tilde{\mathrm{Y}}_{\mathcal{U}}$ と書く。これは formal covering の equivalence class だけで決まる。誤解が生

じないときは、単に $z\overline{\lambda’}$ と書く。 (rigid space の formal model にも admissible blowing

up の分だけ不定性があったことに注意。加藤氏の記事を参照。 )
$I\iota’$-affinoid algebra $A$ が distinguished とは、 $A$ の spectral norm がある全射 $f$ :

$I\iota’\{\tau 1, . .-, T_{n}\}arrow A$ の residue norm (即ち $I\mathrm{c}^{-}\{\tau 1, \ldots.T_{\mathrm{n}}\}$ の llorm を $||’\not\in$:するな
ら $|f|= \inf_{f’arrow f}|f|’$ という norm) になっていることを言う。例えば $I_{1}’$ が離散付値環

や代数閉体なら、 $A$ が distinguished であることは $A$ が reduced でかつ $A$ の spectral

norm の値が $|I_{1}’|$ 内にあることと同値にある。Separated $I_{1}’$ nalytic space の formal

covering $\mathcal{U}=\{U_{i}\}$ は $U_{i}$ が全て distinguished であるとき distinguished という。

さて、 $X$ を $I.\iota^{r}$ 上の smooth geometrically connected projective な種数 1以上の曲

線とする。更に、 $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ が distinguished formal covering $\mathcal{U}$ で $z\overline{1^{-}}u$ が K-split semistable

reduction を持つものと仮定する。ただし、体 $k$ 上の代数曲線 $C$ が k-split とは、

(i) 全ての二重点は $k$ 玉点。

(ii) 二重点 $x$ でたった–つの成会にし力嘱していないものは、全て k-split] 即ち $h^{\wedge}(X)$

は $k$ のその成分の関数体の中での代数閉包に–致する。
(iii) $H^{0}$ (C. $O_{C}$ ) $=k$ .

.
の 3つ目成立することとする。 このとき、 $\mathcal{U}$ が $\mathcal{V}$ の細分になっているような distin-

.guished formal covering で $x_{v}^{\overline{r}}$ が $I_{1^{-}}^{-}$-split stable reduction を持つようなものが取

れる。
$z \lambda=\sim_{r}\bigcup_{i}\lambda_{i}^{\overline{\prime}}$ を reduction の既約成分への分解とし、一般に $g(Y)$ で代数曲線 $1^{r}$ の種

数を表すことにする。 $b_{1}(\triangle(_{J\mathrm{x}}^{-_{\Gamma}}))$ を $-1’\sim$ の incident graph (ないしは dual graph) $\triangle(\lrcorner 1^{\vee})\sim$

(つまり、既約成分が点で、互いに交わる時にそれらを結んだグラフ。ただし、その交

点が–つの成分にしか含まれない場合は、その点が入-split の時はループを加え、そ

うでない時は閉区間を加える) の 1st Betti number とすると、

$g(X)=b_{1}(\triangle(A\tilde{1-}))$
.

$+ \sum g(iz\overline{1^{\vee}}_{i})$

が成立する。
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一般に、 $\lambda^{r}$ を $I_{1}’$ 上の smooth geoinetrically connected projective な種数 1以上の
曲線とするとき、 $I\mathrm{i}^{r}$ の有限次 Galois 拡大 $I\iota’’$ で $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}\otimes I\mathrm{i}’’$ が distinguished formal
covering を持ち、それに関する reduction が $I\iota’-_{J}$-split stable reduction になるものが
取れる。 $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ と $\triangle(\overline{X})$ を比べることで次の定理が証明される。

定理 83. $X$ を smooth geometrically connected projective な種数 $g$ が 1以上の曲線
とするとき、 $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ の 1st Betti number $b_{1}(X^{\mathrm{a}\mathrm{n}})$ は $g$ 以下である。更に両者が–致す
るのは $X$ が Tate curve 上の torsor か Mumford curve になっているときに限る。逆
に $X$ が good reduction を持つときは、 $b_{1}(X^{\mathrm{a}\mathrm{n}})=0$ となる。

また、Mumford curve は次のように特徴付けされる。 (Mumford curve の正確な定
義は次の節で復習する。 )

定理 84. $X$ を上の通り smooth geometrically connected projective な台数 $g$ が 1以

上の曲線とする。 このとき次は同値。

(i) $\lambda^{r}\ovalbox{\tt\small REJECT} 3$; Mumford curve.
(ii) $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ の普遍被覆 $U$ は $\mathrm{P}_{\mathrm{A}}^{1}$, の開部分集合で、その補集合は $\mathrm{P}^{1}(I\iota’)$ に含まれる。

(iii) $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}l\mathrm{h}I\backslash ^{r}$-split totally degenerate reduction.

ここで $I\mathrm{c}’-$ -split totally degenerate reduction とは、 reduction が $I\mathrm{c}’-$-split で全ての成
分が rational であることである。

83 普遍被覆の例

例 8.5. (Tate curve). $\lambda^{r}$ が周期 $q\in I\mathrm{c}’*,$ $|q|<1$ の Tate curve $E_{q}$ の torsor で
あるとき、適当な $I\mathrm{i}^{\vee}$ の巡回拡大体 $L$ で、 $q\in N_{L/I\text{で}}$ $(L^{*})$ となるものが取れる。 この

とき、 $X^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ の普遍被覆は $\mathrm{G}_{m,L}$ である。従って、 $|X|$ の基本群を $\pi_{1}^{\mathrm{t}\circ}(\mathrm{p}\lambda^{r})$ で表すと、
$\pi_{1}^{\mathrm{t}\mathrm{o}}(\mathrm{P}X^{\mathrm{a}}\mathrm{n})\simeq \mathbb{Z}$である。また、標準的な射 $(X [egg1] L)^{\mathrm{a}\mathrm{n}}arrow X$an は局所同型になっている。

例 86. (一般の Mumford curve). 最初に Mumford curve の復習をしておく。 (ここ
では analytic space を用いて定義するが、rigid space を用いても同じである。 $[\mathrm{G}\mathrm{v}\mathrm{d}\mathrm{P}80]$

参照。 ) $\Gamma\subset PGL_{2(I)}\iota’$ を部分群とする。 $x\in \mathrm{P}^{1}(\overline{I\iota^{\prime\iota}ga})$ が $\Gamma$ の limit point であ
るとは、 ある点 $y\in \mathrm{P}^{1}(I_{1^{alg}}^{r})$ と無限列 $\{\gamma_{n}’\}_{n}\geq 0\subset\Gamma$ ( $m\neq n$ なら $\gamma_{m}\neq\gamma_{n}$ ) で

$1_{1\mathrm{m}_{narrow\infty}}\wedge\prime n(y)=x$ となるものがあることを言う。 $\Gamma$ の $1\mathrm{i}_{1}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}$ point 全体を $arrow \mathrm{r}\nabla$ で表す。
$\Gamma$ が discontinuous であるとは、 $\Sigma_{\Gamma}\neq \mathrm{P}^{1}(I_{1}^{\overline{-1}}\mathrm{a}\mathrm{g})$ かつ任意の $x\in \mathrm{P}^{1}(I_{\overline{1^{\mathrm{a}\mathrm{l}}}}^{-}\mathrm{g})$ に対して $x$

の orbit の閉包 $\overline{\Gamma x}$ が compact であることである。

定義 8.7. $\Gamma\subset PGL_{2(I’}\mathrm{t}$ ) は、有限生成で、有限位数の nontrivial な元を持たず、か
つ discontinuous であるとき Schottky group という。

$\Gamma$ が Schottky group なら、全ての $\gamma\neq 1\in\Gamma$ は hyperbolic (i.e. ある $q\in I\iota^{-}$ で

$0<|c_{\mathit{1}}|<1$ なる元に対する相似拡大 $x\vdasharrow q_{\mathrm{J}}$
. と共役) であり、 また $\Gamma$ は自由群にな

る。 更に $\Sigma_{\Gamma}$ は $\mathrm{P}^{1}(I\iota^{-})$ に含まれる。特に $\Gamma$ の rank が 1なら、 $\Sigma_{\Gamma}$ は二点からなる。
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$\Gamma$ を rank $\mathit{9}\geq 1$ の Schottky group とするとき、上のことから $\Gamma$ は $\Omega_{\Sigma}:=\mathrm{P}^{1}\backslash \Sigma_{\Gamma}$

に自由に作用するから、 $\Omega_{\Gamma}/\Gamma$ は compact になる。従って $\Omega_{\Gamma}/\Gamma$ には自然に proper な
K-analytic space の構造が入り. proper $I\iota’$-analytic curve になる。系 66より、これは
ある $I\mathrm{i}’$ 上の smooth geometrically connected な射影曲線 $x_{\mathrm{r}}^{r}$ に付随する $I\iota’$-analytic
space になっているが、 このようにして得られる」$\mathrm{x}_{\mathrm{r}}^{-}$ を Mumford curve というのだっ
た。特に $g=1$ の場合が Tate curve である。
この時は、 $\Omega_{\Sigma}arrow\lambda_{\Gamma}^{r\mathrm{a}\mathrm{n}}$ が普遍被覆になっている。従って $\pi_{1}^{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}}(\lambda r_{\Gamma}\mathrm{a}\mathrm{n})\simeq\Gamma$ である。

9 Path に沿った解析接続と Monodromy

この節でも、 $I_{1}’$ は nontrivial な valuation を持つ non-Archimedean field とする。
Introduction の所で述べたように、パスによる解析接続がいつでもうまく行くわけ

ではない。 これは、Berkovich space では微分方程式の解がいつでも locally constant
になるわけではないことによる。

例 9.1. $X=D(0,1^{+})=\mathcal{M}(I_{1}^{r}.\{T\}),$ $d\lambda^{\mathit{7}*}.=X\backslash \{0\}$ とする。 ここで、$- O_{X}*$ -module と

しては $O_{X^{*}}$ である $\Lambda I$ に接続 $\nabla$ を

$\nabla(1)=-1_{\mathrm{L}}\neg\frac{dT}{T}$

で接続を入れた接続付き加群を考えると、 これは $X^{*}$ では特異点を持たない。実際
$x\in x^{*}\cap \mathrm{s}_{\mathrm{p}(K\{T}\ln\})$ における局所環では $\nabla=0$ は $\log T$ という解を持つ。 しかし、
例 35における type 2, type 3の点では解は存在しない。例えば $to,1=||_{D(0,1}+$ ) にお

ける局所環は、 $D(\mathrm{O}, 1^{+})$ から有限個の disk を除いた所で解析的な関数全体であるが、
この中には当然 $\log T$ は含まれない。つまり、解析接続は存在しても Cauchy の定理
が成立しないためにうまく行かないわけである。

しかし、 totally degenerate な場合にはうまく行く。

例 92. $q\in I_{1^{-\cross}},$ $|q|<1$ として、周期 $q$ の Tate curve $E_{q}=$
“

$I_{1^{\cross}}’/q^{\mathbb{Z}}$
” を考える。 こ

こで $\omega$ を canonical diffferential として、 $ilI=O_{E_{q}^{\mathrm{m}}}$ に $\nabla(1)=’\omega$ で接続を入れる。
普遍被覆 $\mathrm{G}_{m}arrow E_{q}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}$ の標準パラメータ $t$ を取れば、 これは $\nabla=0$ の解になり、 $\mathit{1}4\ovalbox{\tt\small REJECT} I$

の horizontal section は locally constant になる。つまり Cauchy の定理が成立して
いる。 同様のことは–般の Mumford curve についても成立する。

10 基本群についての補足

8.1節で述べたように Berkovich space のトポロジーでは etale な射であっても局所
同相ではない。そのため単純に基本群を取ると小さすぎるものしか得られない。 そこ
で [Ber93] では Berkovich space に対する etale 位相が定義され、それに対するコホモ
ロジー理論が展開されている。 また、 同じくその基本群が $[\mathrm{d}\mathrm{J}95]$ で考察されている。

65



これは、 PPnite etale 被覆を使った代数的な基本群とも、Berkovich space の底空間に
対して定義されるトポロジカルな基本群 $\pi_{1}^{\mathrm{t}\mathrm{p}}\circ$ とも異なる。その違いを示す典型的な例

が、次の $\log$ 写像による被覆である。 ( $\mathbb{C}_{p}$ は $\mathbb{Q}_{p}$ の代数閉包の完備化を表す。 )

$\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}:\{z\in \mathbb{C}_{p};|z-1|<1\}arrow \mathbb{C}_{p}$

$\mathrm{A}_{\mathbb{C}_{p}}^{1}$ は代数的な基本群もトポロジカルな基本群も trivial になるが、上の etale 被覆は
対応する群が $\bigcup_{n}\mu_{p^{n}}(\mathbb{C}_{p})$ であるガロア被覆である。 このような被覆を考えることが可

能になるという点も、 analytic space を導入する大きな利点の–つと言える。
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