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1 耳殻 Couette 流の概観

これより同軸回転する同心球殻 2間の流れ (球殻 Couette 流) の遷移の研究を、筆者の知
る範囲内において概観する。 .

遷移についての実験的理論的研究の紹介の前に、 同心二重円筒問の流れ (Taylor-Couette
流) との対比において、 いくつかの–般的な注意をする。 まず系のパラメーターであるが、
アスペク ト比 $\beta=(r_{2}-r_{1})/r_{1}$ と Reynolds 数 $Re=\Omega r_{1}^{2}/\nu$ の二つ 3である。 ここで $r_{1},$ $r_{2}$

は各々外貌、 内球の半径、. $\Omega$ は内球の回転角速度 4、 $\nu$ は動粘性係数である。特に注意す
べき点は、 アスペクト比 $\beta$ は系の幾何学的形状のパラメーターであり、 $\beta$ の値によって流

れの遷移の振る舞いは定性的に全く異なっている。 したがって同 $-$の Reynolds 数であっ
ても相似則は成り立たない。
流れの遷移の定性的な性質がアスペクト比に依存することは、 これまで実験的な研究に

おいて明らかにされてきた (例えば Egbers and $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}[8]$ に遷移のダイアグラムがレビュー
されている)。直観的には、流体層が薄い (アスペクト比が大きい) 場合には、 同軸円筒間
の流れの振る舞いに漸近されることが期待される。実験的にも、 最初の分岐は軸対称な Tay-
lor 渦が赤道付近に形成されることが観察されている (例えば B\"uler のレビュー [5] を参照)。
しかし球殻の厚みの増大 (アスペクト比 $\beta$ の低下) に伴い、 この Taylor 渦の形成は起こ

りにくくなる。実験的にはアスペクト比 $\beta\sim 0.24$ 程度の間隙を境にして、 球心の厚い領域
では 0- 渦解から非軸対称な流れへの直接の遷移が観察されている [3]。 (数値的にも軸対称
な Taylor 扇面の存在が、 やはり同じ程度の $\beta$ の領域までしか存在できないことが示され
ている [20]。)
次に最初の遷移の数値計算の上で重要になる、低 Reynolds 数の場合の流れの振る舞い

について述べる。実験的にはアスペクト比に依らず、赤道面を境にして南北に $-$つずつの

大きな循環流が形成されることが知られている [8]。この場合の非圧縮 Navier-Stokes 方程
式の厳密解についてだが、 Taylor-Couette 流の場合には、 Reynolds 数が低い場合には、
境界条件を満たす Stokes 流が安定な厳密解として存在する。 しかし球殻 Couette 流は系の
形状が球殻である事より、 Stokes 流を厳密解として持たない。 というのも直観的に言えば、
東西方向の流れは自らの遠心力によって、球殻に沿った南北の流れを誘導する。その結果、
南北方向には赤道面で上昇、北極南極において下降流となる大規模な Taylor 渦が各半球
に $-$つずつ形成される。 この流れは Navier-Stokes 方程式の定常非線形平衡解であり、 そ

の解析的な表式は未だに与えられていない。 Araki et $at.[2]$ の $\beta=0.5$ における計算結果

1講演時表題は『球殻テイラークエット流の乱流遷移』。この文章の責任は荒木にある。
2これ以降、 回転軸を 「北極南極」、回転軸に対して垂直な方向を 「東西」 と表現することにする。
3本報告においては外球殻は静止している場合を取り上げて考えることにする。
4本報告では、外球が静止している場合を考えている。
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を見ると、 臨界値の近傍ではこの渦は Stokes 解で近似できない構造 (内殻近傍でのせん断
.

層など) を持っている $\circ$ これ以降、 この渦を Marcus and $\mathrm{T}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}[14]$ にならい 「0- 渦
解」 と呼ぶ。
したがって遷移における流れの安定性を 「近似や予断を入れずに (ab $inHio$) $\text{」}$ 計算する

場合には、 まず Reynolds 数毎に主流を数値的に計算しておく必要がある。 この主流の非
線形性が球殻 Couette 流の解析を困難にしている大きな原因のひとつである。

2 広間隙 Couette 流の遷移
広間隙 Couette 流の遷移の研究は、 Belyaev, Yavorskaya らのグループによって精力的

に研究された $[3, 22]$。まず、軸対称な 0- 渦状態から非軸対称ならせん渦への遷移が観測さ
れている。 このらせん渦は、 ある特定の位相速度を持って、内含の回転方向と同 $-$の方向
へと進行する定常進行渦流である。 このらせん渦の状態よりさらに Reynolds 数が上昇す
るにつれて、 カオス的な流れへの遷移が観測されており、その遷移の Reynolds 数に対す
る依存性や流れの諸性質の定量的な研究が $\beta=$ 1.006の場合に報告されている [4]。

Munson らはエネルギー法 [15] および線形安定性 [16] に基づく解析を $\beta=1$ の場合に
行った。 しかし求められた臨界値 $(Re=90)$ は実験的に観測された値 $(Re=450)[4]$ よ

りかなり低い値 5となっている。広間隙 Couette 流の最初の遷移に対する解析的・数値的な
研究は、 これらの研究以降しばらく進展がなかったように見受けられる。 Araki et al. は

この問題に対して、 Navier-Stokes 方程式に対する ab initio 計算を行い 6、 アスペクト比
$\beta=0.5$ の場合に Egbers and RRath の実験結果 $(Re_{c}=1244)[8]$ と良く合う臨界 Reynolds
数 $(Re$。$=1245)_{\text{、}}$ らせん渦の数 (5組)、 および位相速度を得た [2]。

Araki et al. の数値計算より、最初の分岐とその数値計算に関するいくっかの重要な
知見が得られた。 まず第 $-$ に、 線形安定性解析の範囲内の定式化で、 不安定モードの解析
をしたにもかかわらず、 臨界 Reynolds 数の $-$致が良い。 このことよりこの遷移は超臨界
(もしくは線形と非線型の臨界点の値が極めて近い亜臨界) 分岐であることが推測される。
したがってこの不安定性に伴う非線型ダイナミクスは、 中立モードの空間への射影 (「動
的縮約」 $\text{、}$ 文献 [11] 参照) によって十分に良く近似されることが期待できる。 超臨界状態
における線形不安定モードの位相速度と、実験によって観測されたらせん渦の進行速度の
良い $-$致は、 この力学下描像を裏書きしているものと考えられる。 したがって広間隙黒殻
Couette 流の最初の不安定化は、 分岐理論の枠組みの中で考えると、実験で観測される構
造と線形安定モードの–致より、四次元 1の超臨界 Hopf分岐であると結論される。
分岐の基本的な性質については、対称性の観点からいくつかの結論を詳細な解析なしで

得ることができる。 まず軸対称な主流が不安定化することより、不安定モードは東西方向
に対する軸対称性 ( $\mathrm{O}(2)$ 対称性) を破る分岐となる。 このことから線形不安定モードは、

5エネルギー法は安定性の十分条件を求めるので、 一般に線形安定性解析よりも低い臨界値を与えることが
知られている。 (エネルギー法の概略については文献 [10, 21] を参照。 ) この低い臨界値は Henningson らの

optimal disturbance 解析の結果 [19] を見ると、線形安定ではあるが過渡的には (代数的に) 成長・増幅する
モードが存在するか否かの臨界値となっているようである。

6主流に関しては、実験的に観測されている軸対称性を仮定したが、 それ以外の仮定や近似、例えば Stokes
解からの漸近展開などは、 -切用いなかった。撹乱については系の対称性よりフーリエモード毎に分離した以
外は仮定を設けなかった。
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函数空間における $\mathrm{O}(2)$ 群の既約表現であるフーリエモードごとに分離される 7。また系の
鏡像対称性が破れているので、 Hopf分岐が生じることが期待される 8。このような鏡像対
称性の破れに伴う Hopf分岐は、 この系にとどまらない。例えばコリオリカが働く場合の
熱対流の場合の、 SO(2) 対称性を破る分岐には–般的に見られるようである (例えば文献
$[1, 6]$ を参照)。
次に不安定撹乱の空間的構造と、それを求めるための数値解析上の諸問題について述べ

る。 文献 [2] で明らかにしたように、線形安定問題に伴う固有値問題を精度よく解くため
には、 かなり細かい空間解像度を必要とする。その理由は、 不安定撹乱のみならず、主流
の 0- 渦状態にも空間的に局在した構造を持つからである。臨界 Reynolds 数の近傍におけ
る主流の構造は、 Stokes 解とは大きく異なり、 (1) 内球の近傍に強いせん断層が形成され
る、 (2) 赤道面上に球殻の厚みの幅にわたって東西方向の (1) と同程度の振幅を持つせん
断層が形成される、 という特徴を持っている。不安定撹乱の空間構造も、主流の赤道せん
断層構造に対応した部分に強い振幅を持ち、 その外側に実験と同様ならせん状の構造を形
成している。 この構造の観察をもとに、 この遷移は赤道面でのせん断層の $\mathrm{T}\mathrm{S}$ 波的な不安
定化によって生じ、その振動が Rossby 波面に両極へ向かって伝播し、実験的に観察され
ているらせん渦が生成されているのではないか、 というシナリオをわれわれは提示した。
さてこの節を 「失敗」 に学びつつ締めくくろう。われわれの数値計算の結果、 アスペク

ト比 $\beta=0.5$ の場合、 臨界 Reynolds 数は $Re=1244_{\text{、}}$ 形成されるらせん渦の数は 5組で
あるにもかかわらず、 空間解像度が粗いうちは 1組のらせん渦のモードが最も不安定とな
るという、 「誤った」結果を与えることが判った。 ここで「誤った」 と括弧書きにした理
由は、 定量的には誤っていても、数値解析から与えられる分岐のトポロジカルな構造につ
いての情報 (超臨界 Hopf 分岐) は全くおなじであるからである。 このことは「少数自由度
力学系の解のトポロジー」の観点は、 われわれの 「流体力学的な」関心 (臨界 Reynolds 数
や不安定化の機構) に対し有効な回答を、 必ずしも与えないということである。
また手法が ab initio であっても、計算機資源の限界に突き当たって正しい答から遠ざ

かる、 という場合もある。現在、 実験の方が格段に多くの定量的定性的な情報を集める
事に成功し、理論はやや 「後追い」状態になっている。 しかしわれわれの計算は、 従来実
験的な報告がなされていなかった境界層やせん断層の存在を指摘している。この事実は、
実験においても、 遷移の過程の機構のかぎとなる部分を、 ひょっとするとまだいくつも見
逃しているのではないか、 ということを示唆している。

3 狭間隙球殻 Couette 流の遷移

狭間隙 Couette 流の流れの Reynolds 数依存性や形成される渦構造については、中林の
系統的な諸研究 (文献群 [18] に挙げたものは日本語で手に入る)。解の多様性の詳細な記述

7Araki et $al.[2]$ の数値計算においてもこの性質は利用されている。
8というのも、 もし系が鏡像対称ならば、 東向きの位相速度を持つモードがあれば、対称性より西向きの

モードも必ず存在しなくてはならない。 これは不安定モードが、 もし時間に依存する性質を持つならば、 「定

在波」 的な性質を持たねばならないことを示しているが、 主流が軸対称なので振動的な不安定性を起こす機構
が物理的に存在せず、熊手型分岐が生ずるように思われる。

逆に鏡像対象性が破れていれば、 この対称性に関する拘束が取れるので、 一定の位相速度をもつ定常進行す

るパターンが許容される。
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は、 むしろ狭間隙の場合の方が充実している。実験の結果を見ると、 Taylor 渦の構造は全
領域で均 $-$ではなく、 むしろいくつかの際だった特徴を持つ領域毎に分解できるような印
象を与える。
狭間隙 Couette 流の最初の分岐は軸対称な流れの間の遷移である。この遷移の軸対称

な非線形解の問の分岐に関しては、 Marcus and Tuckerman, Mamun and Tuckerman[14,
13] にる詳細な数値的研究がある。最初の分岐に伴う流れの変化は、南北反対称なモード
による不安定化が生じ、南北に非対称な渦が成長し、最終的に 1渦解と呼ばれる南北対称
な解へと遷移していく、 というものである。数値的には、 この南北非対称なモードの不安
定化は、非対称な解への熊手型分岐を伴っている。 しかしこの分岐の枝は解としては線形
不安定なので、実験的には生じない。
この分岐のトポロジカルな性質に関する議論は Manneville らの仕事がある [12]。彼

らは分岐のトポロジカルな性質を説明するために、 少数自由度の力学的モデルを導いてい
る。彼らの方法の問題点は、 分岐の定性的な性質を後づけてはいるが、なぜその分岐にな
らなくてはならないかについてのアプリオリな評価が欠けている点にある。すなわち、 遷
移を引き起こす物理的な過程に関する情報をほとんど含んでいない。より具体的には、 球
殻 Taylor 渦は赤道付近にのみ現れるという特徴を捨象してしまっている。分岐理論の基本
的枠組みを構成した系を考えると、 パターンの点から言えば、 ほとんど並進対称なモード
のみが対象になっており、系の形状が問題になることはなかった。 (これに関しては Fara-
day 共鳴のパターンの研究において、系の形状がパターンに影響を与えない例が教訓的で
あろう $[7]_{0})$ 球殻 Couette 流の遷移の研究においては、 これまで分岐理論が捨象した要素
が問題になっている。

最近、 Nakabayashi [17] は Reynolds 数を上げていくに連れて、解がカオス的な振る舞
いから、 -転して定常な状態に遷移することを見いだした。このような 「再層流化」現象
も、 力学系の次元を考えると従来の分岐の枠組みに入りそうである。

4 まとめの代わりとして

球殻 Couette 流は Reynolds 数、 アスペクト比に応じて多様な解を持つ。多様性を持つ
ということは博物学的な側面を持たざるを得ないことに他ならない。
ここではパラメーターを変化させたときの変化を、たとえば「倍周期カスケードによる

カオス化」 といった単線的な記述、すなわち単 $-$のシナリオに落として整理してしまうこ
とは期待できない。 この多様性に対して理論的数値的なアプローチは $-$体どのような研
究戦略を採ることができるのであろうか。
現在、 equivariant unfolding に基づく分岐の記述の主要な関心は、数学的に可能な力

学系の「分岐パラメーターをアルファベティカルに用いた」解の分岐の地図的百科事典
的な記述にあるように、思われる (少なくとも端目には見える)。 しかし定性的な力学系的
構造と分岐ダイアグラムの変化の博物学的記述で足りるのであろうか。
ここでわたくしが問題としたいことは、 分岐の記述がややもすると 「博物学的」 に過

ぎ、 物理学のもつ「演繹的な性格」からかけ離れていることではない。 そうではなく、流
体力学的な関心が常にそこに向いている 「定量性への欲求」 と現実の解の多様性との間を
どのように理論的に 「取り持つべきか」 という課題の前にたたずんでいるということなの
だ。
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球殻の厚みに依らず、軸対称な 0- 渦解からの最初の分岐の課題に対してさえ、定量性
を追求すれば ab initio 計算が必要になる。 もちろんそれは定量性への要求と、力学系のト
$\text{ポ_{ロ}ジカルな構造よりは_{、}}$

.
流れの (局所的 / 大域的) 構造の形成の力学、 および (応用面で

は) エネルギー収支やトルクのパラメーター依存性に関心があるからだ。 これら実験的に
発見される解の多様性に対して、理論・数値解析の側からは、 どのようなアプローチを考
えることが出来るのであろうか。 ab initio 計算を行い、 自然を計算機の中で追体験するよ
り無いのであろうか。
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