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1 Introduction
$C$ を $\mathbb{C}$ 上定義された代数曲線とする $\circ$ L を $C$上の line bundle とする時 $\mathcal{L}$ が normally gen-

erated とは以下の条件を満たす時である。

定義 1 $\mathcal{L}$ を $C$上の line bundle とする時 $\mathcal{L}$ が normally generated とは
$\Gamma(C, \mathcal{L})^{\otimes n}arrow\Gamma(C, \mathcal{L}^{\otimes n})$

が全ての自然数 $n\in \mathbb{N}$ に対して全射である時である。

$\mathcal{L}$ の次数を $d$ とすると,藤田-Mumford の定理として知られる以下の結果がある。

定理 A $d\geq 2g+1$ ならば $\mathcal{L}$ は normally generatedになる。

が言える。又 $d\leq 2g$ では $C$ を hyperelliptic curve とすると $\mathcal{L}$ は normally generated になら
ないので (Lange, Martens [17], 次節の定理 5参照) 従って上の定理は全ての種数 $g$ の代数
曲線に対しては最良の結果である。 しかし $d\leq 2g$ でも normally generatedな例は実際に存
在する為,次数 $d$が $2g$以下の normally generated な line bundleの決定を完全に行うのは大
事な問題である。

さて,d $=2g$ の時は normally generatedである line bundleの決定は本間 [13] 及び Lange,
Martens [17] によって以下の定理として与えられている。

定理 $\mathrm{B}d=2g$の時 $\mathcal{L}$ が normally generatedにならない必要充分条件は $C$が hyperelliptic
curveである事である。
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更に $d=2g-1$ の時は normally generatedである line bundleの決定は Green-Lazersfeld [9]
によって以下の建理として与えられる。

定理 $\mathrm{C}d=2g-1$ であり $\mathcal{L}$ は very ample として,g $\geq 4$ とする。 この時 $\mathcal{L}$ が normally gen-
eratedにならない必要充分条件は $C$が以下の場合である。

1 . $C\mathrm{B}\backslash \grave{\backslash }$ hyperelliptic curve

2. $C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ が trigonal curveで $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(K_{C}-g^{1}3+D)$ の形である時 $(D\geq 0)$

3. $C\subset \mathbb{P}^{2}$ は smooth piane quinticで $|B|$ により埋め込まれている時で $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(B+g_{6}^{1})$

但し $\mathrm{B}\mathrm{s}g_{6}^{1}=\emptyset$ とする。

今回山口大学の加藤崇雄先生とソウル大学の Changho Keem先生との共同研究により, こ
の次数 $d$が $2g-2$以下の normally generated な line bundle について以下の結果を得る事が
出来ましたので報告致します。

定理 $\mathrm{D}$ (主定理 1) $g>>0$ とする (具体的に記述する事は可能)。 この時に $\mathcal{L}$ の次数が $2g-$
$2$ で $h^{1}(C, \mathcal{L})=0$ であり

$f$

又 $\mathcal{L}$ は very ampleであると仮定する。 この時 $\mathcal{L}$ は以下を除いて
normally generatedになる。

1. $C$が hypereliiptic curveである時

2. $C$ が $bieIlipti_{C}curve\pi$ : $Carrow E$ ($E$ は eliptic $curve_{J}\deg(\pi)=2$) で $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(I\iota’c-g_{n+.1}n.\cdot+$

: $D$ ) の形である時 $(D\geq 0)$ で更に $\pi_{*}(D)\oint 2g_{n+1}n$ である時

3. $C$が trigonal curveで $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(K_{C}-g_{3^{-P}}^{1}+D)$ の形である時 $(D\geq 0, P\in C)$

4. $C$ が trigonal curveで $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(I\mathrm{f}_{C}-2g_{3}1+D)$ の形である時 $(D\geq 0)$

5. $C$ が tetragonal curveで $\mathcal{L}^{\underline{\underline{\sim}}}\mathcal{O}(K_{C}-g^{1}4+D)$ の形である時 $(D\geq 0)$

定理 $\mathrm{E}$ (主定理 2) $g>>0$ とする (具体的に記述する事は可能)。 この時に $d=2g-3$で
$h^{1}(c, L)=0$であり $L$ が very ampleであると仮定する。 この時 $\mathcal{L}$ は以下を除いて normally
generatedになる。

1 . $C$ が hyperelliptic curve

2. $C$ が bielliptic curve

3. $C$ が trigonal curveで $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(\mathrm{A}_{C^{-g_{3}^{1}}}’+D)$ の形である時 $(D\geq 0)$

4. $C$が trigonat curveで $c\cong \mathcal{O}(Kc-2g3^{+D)}1$ の形である時 $(D\geq 0)$

5. $C$が tetragonal curveで $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(I\mathrm{f}C^{-}g^{1}4-P+D)$ の形である時 $(D\geq 0, P\in C)$
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6. $C$ が pentagonal curveで $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(\mathrm{A}_{C}^{\prime 1}-g5+D)$ の形である時 $(D\geq 0)$

定理 $\mathrm{F}$ (主定理 3) $g>>0$ とする (具体的に記述する事は可能)。 この時に $d\geq 2g-5$で

$h^{1}(C, \mathcal{L})\neq 0$であり $L$ が very ampleであると仮定する。 この時 $\mathcal{L}$ は normally generatedに
なる。

定理 $\mathrm{G}$ (主定理 4) $g>>0$ とする (具体的に記述する事は可能)。 この時に $d=2g-6$ で
$h^{1}(C, \mathcal{L})\neq 0$であり $L$ が very ampleであると仮定する。 この時以下の例を除くと $\mathcal{L}$ は nor-
mally generatedになる。

1. $(C, \mathcal{L})$ は $C$が次数 4の曲線 $E\subset \mathbb{P}^{2}$ の二重被覆 $\phi$ : $Carrow E$であり $\mathcal{L}\cong\phi^{*}\mathcal{O}(1))$ かつ

$h^{1}(C, \mathcal{L})=1$ であり $\phi_{*}(K_{C}-\mathcal{L})$ に linearly equivalentな唯–の effechve divisor は $\mathbb{P}^{2}$

上の line に乗る。。

2. $(C, \mathcal{L})$ は $C$が並数 2の曲線 $E$ の二重被覆 $\phi$ : $Carrow E$ であり $\mathcal{L}\cong\phi^{*}\mathcal{O}(1)_{J}$ かつ $h^{1}(C, \mathcal{L})=$

$1$ でありかつ $\phi_{*}(K_{C}-\mathcal{L})$ に linearly equivalentな唯–の effictive divisor は $E$上の $g_{2}^{1}$

を部分に持たない。

2 準備

この節では主定理の証明に使う記号の説明及び必要な定理の引用を行う事とする。先ず
以下の定義は良く知られた物である (例えばGreen-Lazersfeld [9] 参照)。

定義 2 (Clifford index) $\mathcal{L}$ を $C$ 上の line bundle とする。この時 $\mathcal{L}$ の Clifford index $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L})$

を
$\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L})=\deg(\mathcal{L})-2(h^{0}(C, \mathcal{L})-1)$

で定義して, $C$ の Clifford index $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)$ を
$\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)=\min\{\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L})|h^{0}(c, \mathcal{L})\geq 2, h^{1}(C,\mathcal{L})\geq 2\}$

で定義する。

以下の定理は Green-Lazersfeld [9]参照。

定理 1 $\mathcal{L}$ は very ampleであるとする。 この時に
$\deg \mathcal{L}\geq 2g+1-2h^{1}(c, \mathcal{L})-^{\mathrm{c}}1\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(c)$

であるとすると
$\mathcal{L}$ は normally generatedである。

同じ $\text{く}$ Green-Lazersfeld [9] に以下の結果も述べられている。

定理 2 $\mathcal{L}$ は very ampleであるとして,r $=h^{0}(\mathcal{L})-1$ で $\deg(\mathcal{L})=2g+1-k$ とする。 今

$e\geq-1$ が $2k+4e+1\leq g$ をみたしたとする。 又 $|\mathcal{L}|$ による埋め込み $Carrow+\mathbb{P}^{r}$ とする。 この

時 $\mathcal{L}$ が normally generatedである必要充分条件は $1\leq n\leq r-2-e-h1(c, \mathcal{L})$である $n$ と

eが ective divisor $D$ が存在して以下の条件が成立する事である。
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1. $\mathrm{d}\mathrm{e}g(D)=d\geq 2n+2$ で $H^{1}(C, \mathcal{L}^{2}(-D))=0$

2. $\dim(\overline{D})--n$ で $D$ は fails to impose independent conditions on $quadrati_{C\mathit{8}}$を満たす。

但し万は $D\subset \mathbb{P}^{r}$ の linear spanである。

同じく以下の定理も Green-Lazersfeld [9] 参照。.

定理 3 $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)=c$ と置く $\text{。}\mathcal{L}$ は very ampleであるとして, $r=r(\mathcal{L})$ で $\deg(\mathcal{L})=2g-$

$2h^{1}(C’, \mathcal{L})-c$ とする。 この時 $\mathcal{L}$ が normally generatedである必要充分条件は以下の例に
$(C, \mathcal{L})$ が同型でない事である。

1, $h^{1}(C, \mathcal{L})=0$ で $C$ は $g_{c+2}^{1}$ を持ち $C^{\mathrm{c}}arrow \mathbb{P}$ は $\mathit{4}$ -secant line を持つ $\circ$

2. $h^{1}(C, \mathcal{L})=1$ で $C$ は $\deg(E\subset \mathrm{p}2)=f+2$ である smooth curve $E$ の二重被覆 $Carrow E$

で $c=2f\geq 4$であり $C^{\mathrm{L}arrow}\mathbb{P}$ は 4-secant line を持つ o

3. $h^{1}(c, \mathcal{L})=0$ で $C$は $\deg(E\subset \mathbb{P}2)=f+2$ である smooth curve $E$ の二重被覆 $Carrow E$

で $c=2f\geq 4$であり $Carrow \mathbb{P}$ は 6-secant conic を持つが 4-secant line を持たない o

更に以下の定理も Green-Lazersfeld [9]参照 $\circ$

定理 4 $C$ を bielliptic curve $\pi$ : $Carrow E$ ($E$ は elliptic curve, $\deg(\pi)=.2$)で $\mathcal{L}$ は $\deg(\mathcal{L})=$

$2g-2$ , very ample, non-specialであるとする。 この時 $\mathcal{L}$ が normally generatedでない必要充
分条件は $r=r(\mathcal{L})$ として $\mathcal{L}$ による埋め込み $C\mathrm{c}arrow \mathbb{P}^{r}$ は 4-secant l.ine を持つか $\det(\pi_{*}(\mathcal{L})\cong$

$\det(\pi*(\omega))0$

以下の定理は Lange-Martens [17] 参照 o

定理 5 $C$ を種数 $g,E$ を種数 $g_{0}\geq 0$ とする。 $\pi$ : $Carrow E$ を二重被覆として j $>3$go で $g_{0}\geq 2$

の時 g $\geq j+4_{f}g_{0}=1$ の時 g $\geq j+3$ とする。 この時に $C$上に次数 $2g+1-j$ の non-speeial
normally generated line bundle は存在しない。

以下の定理も Lange-Martens [17] 参照 o

定理 6 $C$ を種数 $g$ の hyperelliptic curve とする。 この時に $C$上に次数 $2g$以下の normally
generated line bundleは存在しない

以下の定理はMartens-Schleyer [19] 参照 o

定理 7 $C$ を trigonal curveで $g>4$ とする $\circ$

$L$ が non-specialf very ample な line bundieで
$\deg(\mathcal{L})=2g-k(0\leq k\leq m)$ とする。 この時に $\mathcal{L}$ が normally generatedでない必要充分条
件は $\mathcal{L}$ が $K_{C}-kg_{3}^{1}+P_{1}+\cdot.$ . $+P_{2k+2}$ の形である事である。

但し $m$ は $C$ のMaroni invariant とする $\circ$

以下は赤堀 [1] による。

定理 8 $\deg(\mathcal{L})\geq 2g-4$で $h^{1}(C, \mathcal{L})\geq 1$ かつ $\mathcal{L}$ が very ampleならば $\mathcal{L}$ は normally gener-
atedである。
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3 主定理 3の証明

主定理の証明はどれも方針が–緒である為, 主定理 3の証明,i $.\mathrm{e}$ . $g$ は充分大きい時に $\deg(\mathcal{L})=$

$d\geq 2g-5$ で $h^{1}(C, \mathcal{L})\neq 0$であり $L$ が very ampleであるなら $\mathcal{L}$ は normally generated にな
る事の証明をその代表としてこの節で与える事にする。 以下の事実は証明の中で用いら
れる

補題 1 $C$ を hyperelliptic curve又は bielliptic curve とする。 この時に $h^{1}(C, \mathcal{L})\neq 0$であれ

ば $\mathcal{L}$ は very ampleでない。

証明 $h^{1}(C, \mathcal{L})\neq 0$ なので $\mathrm{A}_{C}’-\mathcal{L}\sim E$ となる effective divisor $E$が存在する。 $C$ が hyperel-
liptic curve又は bielliptic curve としていたので $C$が hyperelliptic curveなら $E=sg_{2}^{1}+F’$

と書いて $F’\neq\emptyset$ なら $a\in F’$ に対して $a+a;=g_{2}^{1}$ となる点をとり $p=a’$ と置き,F’ $=\emptyset$

なら $g_{2}^{1}=p+q$ となる $p,$ $q$ を取っておく。 又 $C$が bielliptic $\pi$ : $Carrow E$なら ( $E$ は elliptic
curve,$\deg\pi=2$ ) $E=\pi^{*}D+F’$ と書いて $F’\neq\emptyset$ なら $a\in F’$ に対して $a+a’=\pi^{*}b$ となる点

をとり $p.=a^{i}$ と置き $F’=\emptyset$ なら $\pi^{*}b=p+q$ と置く事で $h^{0}(C, \mathcal{O}(E))<h^{0}(C.’.\mathcal{O}(E+p+q))$

となる $p,$ $q\in C$が取れる。従って $\mathcal{L}$ は very ampleでない。
証明終

さて主定理 3の証明に関して定理 8によって $d=2g-5$ の場合のみ考えれば良い事になる。
定理 1によって $d\geq 2g+1-2h^{1}(C, \mathcal{L})-\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(c)$ならば $\mathcal{L}$ は normally generatedが言えて
いた。 ここで仮定の条件 $d\geq 2g+1-2h1(C, \mathcal{L})-\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(c)$ は $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)\geq \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L})+1$ と同値な

ので従って我々は $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L})\geq \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)$の場合のみ考えれば良い事になる。次に $h^{1}(C, \mathcal{L})\geq 2$

と仮定する。今,更に $\mathcal{L}$ が normally generatedでないと仮定する。さて定理 1に於ける $e$ を

$e=1$ としておいて, これから effective divisor $D\geq 0$ が存在して
$\dim\overline{D}=n,\overline{D}\subset \mathbb{P}(\Gamma(c, \mathcal{L}))$

$\deg(D)=d\geq 2n+2,1\leq n\leq r(\mathcal{L})-2-e-h^{1}(c, \mathcal{L})=g-8$

となる。 よって,r(L) $=g-3$ より
$r(\mathcal{L}-D)=g-3-n-1=g-4-n\geq 4\geq 2$

である。更に

$h^{1}(C,\mathcal{L}-D)=g-4-n-(2g-5-d-g)$

$=g-4-n-(g-d-5)$
$=d-n+1$
$\geq n+3\geq 2$

従って $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(L-D)\geq \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)$である。 -方 $d\geq 2n+2$なので

$\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)=2g-5-d-2(g-4-n)$

$=3-d+2n$
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$\leq 1$

である。従って $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)=\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(c)=1$ であり $d=2n+2$ となる。今 complete linear
system $|\mathcal{L}-D|$ が base point $P$ を持つとすると $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D-p)=0$ であり $h^{1}(C, \mathcal{L}-D-p)\geq$

$h^{1}(C,\mathcal{L}-D)\geq 2$かつ $r(\mathcal{L}-D-P)=r(\mathcal{L}-D)$ なので $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D-p)\geq \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)$である
事が定義に従って解る。 よって $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)=0$が導かれ $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)=1$ に矛盾する。 これから
complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ は base point free である。今

$\phi:Carrow \mathbb{P}^{g-}4-n$

を complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ から定義される写像とする。 $\deg(\mathcal{L}-D)=2g-2n-7$
であるので $\deg(\phi)\geq 2$ であれば 2 $\parallel 2g-2n-7$であるので $\deg(\phi)\geq 3$ となる。従っ
て $\deg(\phi(c))\geq \mathrm{c}\mathrm{o}\dim(\phi(c))+1$ が成立する事から $\frac{2g-2n-7}{3}\geq g^{-4-n}f\text{な}$ので $n\geq$

$g-5$ となる。 これは $n$ の仮定 $1\leq n\leq r(\mathcal{L})-2-e-h^{1}(C,\mathcal{L})=g-8$ に反する。従っ
て $\phi$は birational となる。 よって $[^{\underline{2g-28}}]n-=2$なので ( $[]\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}$ Gauss 記号),Castelnuovo$g-5-n$
bound(E.Arbarello, M.Cornalba, $\mathrm{P}.\mathrm{A}$ Griffiths, J.Harris [2]参照) によって

$g \leq\frac{2\cdot 1}{2}(g-5-n)+2\cdot 2$

従って g $\leq g-1-n$が導かれて矛盾。以上から $h^{1}(C, \mathcal{L})\geq 2$ と仮定して $\mathcal{L}$ が normally
generatedでないと仮定すると矛盾が導かれる事が解った。 この事から,hl $(C, L)\geq 2$の場
合は定理は証明された。 よって $h^{1}(C, \mathcal{L})=1$ と仮定して差し支えない。今, この場合も $\mathcal{L}$ が
normally generatedでないと仮定する $\circ$ ここで前と同じく定理 1に於ける $e$ を $e=4$ とし
ておいて, これから effective divisor $D\geq 0$が存在して

$\dim\overline{D}=n,$ $\overline{D}\subset \mathbb{P}(\Gamma(C, \mathcal{L}))$

.
$\deg(D)=d\geq 2n+2,1\leq n\leq r(\mathcal{L})-2-e-h^{1}(C, \mathcal{L})=g-11$

となる。 よって,r(L) $=g-4$であるから
$r(\mathcal{L}-D)=g-4-n-1=g-5-\uparrow \mathrm{z}\geq 3\geq 2$

である。更に

$h^{1}(C,\mathcal{L}-D)=g-5-n-(2g-5-d-g)$

$=g-5-n-(g-d-5)$
$=d-n$
$\geq n+2\geq 2$

従って $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)\geq \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)$ である。 -方 $d\geq 2n+2$なので

$\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)=2g-5-d-2(g-5-n)$

$=5-d+2n$
$\leq 3$
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である。従って $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)=0$ なら $c_{/}$ は hyperellipticなので C’ 上に $h^{1}(C, \mathcal{L})\neq 0$ の very ample

line bundleは存在しない事から (補題 1)Cliff(C)\geq l。よって $1\leq \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)\leq 3$ となる。

先ず complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ が base point free である場合を考える。 ここで
$\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)=1,2,3$の場合に分けて其々定理の証明行なう。

Case $1$ ) $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)=1$ の場合

仮定から $d=2n+4$であり complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ が base point free と仮定してい

たので岡 $-D|$ によって決まる写像
$\phi:Carrow \mathbb{P}^{g^{-5}-n}$

について $\deg(\mathcal{L}-D)=2g-2n-9$であるので $\deg(\phi)\geq 2$であれば 2 $\int 2g-2n-9$ で

あるので $\deg(\phi)\geq 3$ となる。従って $\deg(\phi(c))\geq \mathrm{C}\mathrm{o}\dim(\phi(c))+1$ が成立する事から

$\frac{2g-2n-9}{3}\geq g-5-n$ なので $n\geq g-6$ となる。 これは $n$ の仮定 1 $9\leq r(\mathcal{L})-2-e-$

$h^{1}(c, \mathcal{L})=g-11$ に反する。従って $\phi$ は birational となる。よって $[ \frac{2g-2n-10}{g-6-n}]=2$ なので

( $[]$ は Gauss記号),Castelnuovo bound( E.Arbarello, M.Cornalba, $\mathrm{P}.\mathrm{A}$ Griffiths, $\mathrm{J}$ .Harris [2]

参照) によって
$g \leq\frac{2\cdot 1}{2}(g-6-n)+2\cdot 4=g+2-n$

となり $n=1,2$が求められる。 $n=1$ の場合は $d=6$なので complete linear system $|\mathcal{L}-$

$D|=g_{2_{\mathit{9}^{-}}^{-}11}^{\mathit{9}}6$ の dual を考えると $g_{9}^{4}$ ( $g_{9}^{4}$ は base point を持つかもしれない) なので $C$は non-

hyperelliptic curveである事を考慮に入れれば $C$ の虚数 $g$ は充分大きいと仮定している為, こ

の場合は矛盾である。 $n=2$ の場合も $d=8$なので complete linear system $|\mathcal{L}-D|=g^{\mathit{9}7}2^{-}\mathit{9}-13$

の dual を考えると $g_{11}^{5}$ ( $g_{11}^{5}$ は base point を持つかもしれない) なので $C$ は non-hyperelliptic

curveである事を考慮に入れて,C の種数 $g$ は充分大きい事よりこの場合も矛盾である。

Case $2$ ) $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)=2$ の場合

仮定から $d=2n+3$であり complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ が base point free と仮定してい

たので $|\mathcal{L}-D|$ によって決まる写像
$\phi:Carrow \mathbb{P}^{g-5-n}$

に対して $\mathrm{d}\mathrm{e}g(.\phi)\geq 3$であればCase 1) と同様にして矛盾である。従って $\deg(\phi)\leq 2$ とな

る。 $\deg(\phi)=2$である時は $\deg(\phi(c))=\frac{2g-8-2n}{2}=g-4-n$ ,従って $\emptyset(C)\subset \mathbb{P}^{g-5-n}$

が singularならば $\emptyset(C)$ は rational となり, $C$ は hyperelliptic curve となる。 これは補題 1
に従って $\mathcal{L}$ が special very ample line bbundleである事に反する。 よって $\phi(C)\subset \mathrm{p}_{\mathit{9}^{-5}}-n$ は

elliptic curve となり $C$ は bielliptic となる。 再び補題 1により $\mathcal{L}$ が special very ample line

bundle である事に反する。以上から $\phi$ は birational となる。よって $[ \frac{2g-2n-9}{g-6-n}]=2$なので

( $[]$ は Gauss記号),Castelnuovo $\mathrm{b}_{\mathrm{o}\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{d}$ ( E.Arbarello, M.Cornalba, $\mathrm{P}.\mathrm{A}$ Griffiths, $\mathrm{J}$ .Harris [2]

参照) によって
$g \leq\frac{2\cdot 1}{2}(g-6-n)+2\cdot 3=g-n$

となり $n\leq 0$が求められる。 これは仮定の $n\geq 1$ に矛盾する。

Case $3$ ) $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)=3$ の場合
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仮定から $d=2n+2$であり complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ が base point free と仮定してい

たので岡 $-D|$ によって決まる写像
.:

. . . .

$\phi:Carrow \mathbb{P}^{g-5-n}$
’ $-$

に対して $\mathrm{d}\mathrm{e}g(\phi)>2$であればCase 1) と同様にして矛盾である。従って $\deg(\phi)=1$ とな

る。 よって $[^{\underline{2g-8}}-\overline{2}n]=2$なので ( $[]$ は Gauss記号),Castelnuovo $\mathrm{b}_{\mathrm{o}\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{d}$ ( E.Arbarello,
$g-6-n$

M.Cornalba, $\mathrm{P}.\mathrm{A}$ Griffiths, J.Harris [2]参照) によって

$g\leq--\overline{2}(g-6-n)+2\cdot 2=g-n-2$

となり $n<-2$ が求められる。 これは仮定の $n>1$ に矛盾する。

次に complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ が base point を持つ場合を考える o $\text{今}p\in Bs(|\mathcal{L}-D|)$

とすると .

$\dim|\mathcal{L}-D|=\dim|\mathcal{L}-D-p|,$ $h^{1}(c, \mathcal{L}-D-p)>h^{1}(C, \mathcal{L}-D)$

であるから .

$\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D-p)=\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(c-D)-1\geq \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)$

$\text{で}$ ,更に . ,

$\dim\overline{D+p}=\dim\overline{D}$

が成立する (但し $\overline{D+p}$, $\overline{D}\subset \mathbb{P}(\Gamma(c,$ $\mathcal{L}))$ である)。従って $D+p$ を改めて $D$ に考え直して

議論が進められるので,必ず complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ が base point を持たない (base
point free の)場合に帰着される。以上から証明が出来た事になる。

証明終

4 他の主定理の証明の方針

他の主定理についても証明は大体同じ方針で行われるが若干–部異なる議論を必要とす
る個所があるため , ここでその部分について解説する。

主定理 4の証明について :
この場合問題となるのは $h^{1}(C, \mathcal{L})=1$ で $|\mathcal{L}-D|$ が base point free かつ $|\mathcal{L}-D|$ で与えられ

る写像
$\emptyset:Carrow \mathbb{P}^{g^{-6}-n}$

が $\deg(\phi)=2$でありかつ $\deg(\mathcal{L}-D)=2g-10-2n$ の場合と更に $h^{1}(C, \mathcal{L})=1$ で $|L-D|$

が base point free かつ $|\mathcal{L}-D|$ で与えられる写像
$\phi:Carrow \mathbb{P}^{g^{-6-}n}$ .

が $\deg(\phi)=2$であり $\deg(\mathcal{L}-D)=2g-8-2n$ の場合,及び $|\mathcal{L}-D|$ が base point free
で $|\mathcal{L}-D|=g_{2_{\mathit{9}}^{-6-n}}^{g}-9-2n’ n=1,\phi$が birationalの場合,そして $|\mathcal{L}-D|$ が base point freeで
$|\mathcal{L}-D|=g_{2_{\mathit{9}}^{-}-8-2n}^{gn},n=6-1,2,3,\phi$が birationalの場合である。最初の二つの場合は bielliptic
又は 2-sheeted covering of genus 2であるが biellipticは補題 1からあり得なく,又 2-sheeted

covering of genus 2は結論に出てくる例外である。後半の二つの場合は dual を考えると
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$g_{7}^{2},g_{8}^{2},\mathit{9}_{10}^{3},g_{12}$ ($4\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{e}$ point $\text{を持つかもしれない}$ ) となるが, この linear systemが birational に

ならない場合 (なれば $g$ は充分大きい事に矛盾する) が結論に出てくる例外である。

主定理 1の証明について :
$h^{1}(C, \mathcal{L})\neq 0$の場合は既に証明されているので,hl $(C, \mathcal{L})=0$ とする。この際定理 6に従って
$\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(C)\geq 1$ の場合のみ考えれば良い。そこで以前と同じ議論を繰り返すと $\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{L}-D)=2$

であって complete linear system $|\mathcal{L}-D|$ と complete linear system $|K_{C}-\mathcal{L}+D|$ が共に

base point freeであり $|\mathcal{L}-D|$ で定義される写像 $\phi:Carrow \mathbb{P}^{\mathit{9}^{-}3-n}$及び $|K_{C}-\mathcal{L}+D|$ で定義
される写像 $\psi$ : $Carrow \mathbb{P}^{\iota}$ が共に

$\deg(\phi)=2,$ $\deg(\psi)=2$

を満たす場合と,deg(\mbox{\boldmath $\phi$}) $=1$ で $n=1,2$ の場合が問題となる場合であり, 其々から $C$が hy-
perelliptic curveである時,Cが bielliptic curveである時, $C$が trigonal curveで $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(\mathrm{A}_{C}^{\nearrow}-$

$g_{3}^{1}-P+D)$ の形である時 $(P\in C)$ , 又は $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(I\mathrm{f}_{C}-2g^{1}3+D)$の形である時,Cが tetrag-
onal curveで $\mathcal{L}\cong \mathcal{O}(\mathrm{A}_{C}’-g_{4}^{1}+D)$ の形である時 $(D\geq 0)$ が出てくる。 これらで biellip-
tic以外は明らかであるかMartens-Schleyer [19] により証明は完成する。 さて $C$が bielliptic
$\pi$ : $Carrow E$ ( $E$ は elliptic, $\deg(\pi)=2$ ) の時は L $\cong \mathcal{O}(K-\pi^{*n}g_{n+}1+D)$ の形である事が解
る。 $n=1$ の時は定理 4に従い明らかである。今 $n\geq 2$ とする。今 $\pi_{*}\mathcal{O}_{C}\cong \mathcal{O}_{E}\oplus S$ と置い
て Riemann-Hurwitz に従って $\omega\cong\pi^{*}(\omega_{E}\otimes^{s^{-1})}$なので $\pi_{*}(\omega)\cong\omega_{E}\otimes S-1_{\otimes\pi_{*}}(\mathcal{O})$ 。よっ
て $\pi_{*}(\omega)\sim\omega_{E}\otimes S^{-1}\otimes(\mathcal{O}_{E}\oplus S)\cong S^{-1}\otimes(\mathcal{O}_{E}\oplus S)$である。従って $\det(T_{*}\omega)\cong S^{-1}$。又

$\pi_{*}(\mathcal{O}(K_{C^{-T^{*}}}g^{n}n+1+D))\cong\cong \mathcal{O}E(g_{n+1})n\otimes S^{-1}\otimes\pi_{*}(\mathcal{O}(D))$ だから $\det(\pi(*\mathcal{O}(\mathrm{A}_{c-}’\pi g*nn+1+$

$D)))\cong \mathcal{O}_{E}(2g_{n+1}^{n})\otimes S^{-1}\otimes \mathcal{O}_{E}(\pi_{*}D)$。これから $\det(\pi_{*}(\mathcal{O}(K_{C}-T^{*}g^{n}n+1+D)))\cong S^{-1}\cong$

$\det(\pi_{*}(\omega))$ である必要充分条件は $2g_{n+1}^{n}\sim\pi_{*}D$ が成立する事である。

主定理 2の証明について :
この場合も全く同様なので省略する。 この場合は定理 7に従って定理の結論は実は必要充
分である事も解る。実際主定理 1で問題になった bielliptic curveの場合は定理 5によって

normally generated な non-special normally generated line bundleが存在しない事が解るの
であり,trigonal以外の場合は容易に定理 2が当てはめられる事が確認出来る場合である。
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