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1. NORMALIZED TAUTOLOGICAL DIVISOR

非特異射影的複素代数多様体 $X$ の上の有限階数 $r$ の局所自由層 (以下ベクトル束と同 $-$

視する) $\mathcal{E}$ に付随する $\mathrm{P}^{r-1}$ 束 $\pi:P=\mathrm{P}(\mathcal{E})arrow X$ において,

$\pi_{*}O_{P}(H)\simeq \mathcal{E}$

となる $P$ の因子 (divisor) $H$ を $\mathcal{E}$ に付随する自明因子 (tautological divisor) という. Nor-

malized tautological divisor A $l\mathrm{h}$

$\Lambda:=H-\pi^{*}\det \mathcal{E}\underline{1}$

$r$

で定義される $\mathbb{Q}$ 因子であり, また $r\Lambda$ は反相対的標準因子 (relative anti-canonical divisor)

$-K_{P/x}$ と線型同値である. 次の結果が知られている ([NS], [M2, 3.1]).

定理 1. $X$ が曲線のとき, 以下の三条件は同値.

(1) A は $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}$ , すなわち任意の $P$ 内の既約曲線 $C$ に対して交点数 $\Lambda\cdot C$ が非負.

(2) $P$ のすべての正因子 (effective divisor) は $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}$ .

(3) $\mathcal{E}$ は半安定 (semi-stable).

$X$ が曲線のときは, $\mathcal{E}$ が半安定でなくても, A は擬正 (pseudo-effective) である. ところが

$X$ の次元が上がると様子が変わる.

例. $X$ として射影平面 $\mathrm{P}^{2},$ $\mathcal{E}$ として接束を考える. $P$ は二つの, $\mathrm{P}^{2}$ 上の $\mathrm{P}^{1}$ 束構造を持つが,

直線の引き戻しをそれぞれ $L_{1},$ $L_{2}$ と書くことにすると, 自明因子 $H$ は $L_{1}+L_{2}$ に線型同値

であり, A はたとえば, $L_{2}-(1/2)L_{1}$ に $\mathbb{Q}$ 線型同値. 交点数 $\Lambda\cdot L_{2}^{2}=-1/2$ ゆえ A は擬正
ではない.

また A が $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}$ のときは, $\mathcal{E}$ はかなり限定される.
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定理 2. 以下の三条件は同値.

(1) A は $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}$ .

(2) ある豊富因子 (ample divisor) $A$ について, $\mathcal{E}$ は $A$ 半安定であり, Chern 類の等式

$(c_{2}( \mathcal{E})-\frac{r-1}{2r}C_{1}^{2}(\mathcal{E}))\cdot A^{d}-2=0$

が成り立つ. ただし $d_{--}\dim X$ .

(3) 部分ベクトル束による包含列

$0=\mathcal{E}_{0}\subset \mathcal{E}_{1}\subset\cdots\subset \mathcal{E}_{l}=\mathcal{E}$

であって, 各商ベクトル束銑/E, $-1$ は射影的に平坦な Hermite 計量を持ち, さらに平

均化された Chern 類

$\frac{1}{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathcal{E}_{i}/\mathcal{E}_{i-1}}c_{1}(\mathcal{E}_{i}/\mathcal{E}_{i}-1)$

は $1\leq i\leq l$ によらずにすべて数値的に同値, となるものが存在する.

この定理は安定ベクトル束の Hermitian-Einstein 計量の存在定理から導かれる ([NS],

[MR1], [MR2], [D], [UY1], [UY2], [BS] $)$ .

では A が擬正のときには $\mathcal{E}$ はどの程度限定されるだろうか ?

定理 3. 豊富因子 $A$ について, $\mathcal{E}$ が階数 2の $A$ 半安定ベクトル束であり, A が擬正と仮定

する. このとき以下の三つの場合を除いて A は nef である.

(A) $M_{1}\cdot A^{d-1}=M_{2}\cdot A^{d-1}$ かつ

$\mathcal{E}\simeq o_{X}(M_{1})\oplus o_{X}(M_{2})$

となる因子 $M_{1},$ $M_{2}$ が存在する.

(B) 不分岐二重被覆 $\tau:Yarrow X$ と,

$\mathcal{E}\simeq\tau_{*Y}O(M)$

となる $Y$ の因子 $M$ が存在する.

(C) 層の完全系列

$0arrow \mathcal{O}_{X}(L_{1})arrow \mathcal{E}arrow I\mathcal{O}_{X}(L_{2})arrow 0$ ,

であって, $L_{1},$ $L_{2}$ は互いに数値的に同値な因子であり, イデアル層 $I$ は余次元 2の

subscheme を定義するもの, が存在する.
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この三つの場合にも A は擬正である. この証明のあらすじを次の章で述べる.

系 4. 代数的 $K3$ 曲面の接束に付随する自明因子は擬正でない.

なぜなら, 擬正とすると, $H^{3}=-C_{2}=-24<0$ より $H=\Lambda$ は $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}$ ではないので, 定理 3

の三つの場合のどれかになる. しかしこのベクトル束は任意の豊富因子に対して安定 $([\mathrm{Y}])$

なので (B) の場合しか残らないが, この場合でも単連結なことと矛盾する. なお, 小林 $[\mathrm{K}$ ,

Theorem $\mathrm{C}$] では $\kappa(H)=-\infty$ が証明されている. またこのベクトル束は極小曲面の余接束

でもあるので, 宮岡 [M1] の意味で generically semi-positive である.

系 5. 非特異代数曲面上の階数 2のベクトル束はその normalized tautological divisor が擬

正でなければ, ある豊富因子について半安定である.

証明. ベクトル束 $\mathcal{E}$ に対して主張が成り立たないと仮定する. すると完全系列

$0arrow \mathcal{L}arrow \mathcal{E}arrow I_{Z}\mathcal{M}arrow 0$

で, $\mathcal{L},$ $\mathcal{M}$ は直線束, $I_{Z}$ は $0$ 次元以下の subscheme $Z$ のイデアル層で, 任意の豊富因子 $A$

について交点数 $(\mathcal{L}-\mathcal{M})\cdot A>0$ が成り立つ, ものが存在する. とくに, $\mathcal{L}-\mathcal{M}$ は擬正であ

る. すると

$\Lambda=H-\frac{1}{2}\pi^{*}(\mathcal{L}+\mathcal{M})=H-\pi \mathcal{L}*\frac{1}{2}+\pi^{*}(\mathcal{L}-\mathcal{M})$ ,

より A は擬正となり, 矛盾. 口

このように A が擬正でない方が半安定に近い性質なのかもしれない.

2. 定理 3の証明のあらすじ

定理 2より, この三つの場合でなければ Chern 類の等式

$(c_{2}( \mathcal{E})-\frac{\gamma-1}{2r}C_{1}^{2}(\mathcal{E}))\cdot A^{d}-2=0$

が成り立つことを示せばよい. ここで擬正因子 A の $\sigma$ 分解 $([\mathrm{N}1])\Lambda=P+N$ を考える. す

ると

$N\sim_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}b\Lambda+\pi^{*}D$ , $P\sim_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}(1-b)\Lambda-\pi^{*}D$,
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となる $X$ 上の $\mathbb{R}$ 因子 $D$ と実数 $0\leq b\leq 1$ がある. ただし $\sim_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}$ は数値的同値関係を表わ

す. 十分大きな自然数 $m$ と線型系 $|mA|$ の中の $d-1$ 個の–般の元 $A_{1},$ $A_{2},$
$\ldots,$

$A_{d-1}$ を取

り) 非特異曲線

$C=A_{1}\cap A_{2d1}\cap\cdots\cap A-$

を考える. Mehta と Ramanathan の結果 [MR1] により, 制限 $\mathcal{E}_{|C}$ は半安定である. 特に,

もし, $X$ のある $\mathbb{R}$ 因子 $E$ に対して

$(\Lambda+\pi^{*}E)_{1}\pi-1(c_{)}$

が擬正ならば, $E\cdot A^{d-1}\geq 0$ である. ところで, $N_{|\pi^{-1}(C}$) と $P_{|\pi^{-1}(C}$) は擬正だから, $b>0$ な

らば $D\cdot A^{d-1}\geq 0$ であり, $b<1$ ならば $D\cdot A^{d-1}\leq 0$ である.

まず $b<1$ の場合を考える. いま $P$ は movable (cf. [N1]) なので $P^{2}$ は余次元 2の擬正

な馬体 (pseudo-effective cycle) である. つまり $N^{2}(P)$ の元として, 正の代数的輪体の表わ

す類の極限になっている. したがって,

$\pi_{*}(P^{2})=-2(1-b)D$

は $X$ の擬正 $\mathbb{R}$ 因子である. もしもさらに $b>0$ ならば $D\cdot A^{d-1}=0$ なので $D$ は数値的に

自明. すると $N\sim_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}b\Lambda$ と $P\sim_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}(1-b)\Lambda$ が成り立ち, 矛盾. ゆえに $b=0$ である. した

がって, $-N\sim_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}-\pi^{*}D$ が擬正なので, $N=0$ を得る. -方,

$\Lambda^{2}=P^{2}=-\pi^{*}(c_{2}(\mathcal{E})-\frac{r-1}{2r}C^{2}(1\mathcal{E}))$

は擬正なので, 先ほどの Chern 類の等式が成り立つ.

残った $b=1$ の場合を扱う. 今度は $P\sim_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}-\pi^{*}D$ が movable ということと, $b>0$ から

$D\cdot A^{d-1}\geq 0$ が従うので, $D$ と $P$ は数値的に自明となる. 既約分解

$N= \sum\sigma_{i}\Gamma_{i}$

を考える. 各 $i$ に対して

$\Gamma_{i\mathbb{Q}}\sim b_{i}\Lambda+\pi^{*}D_{i}$

となる非負整数 $b_{i}$ と $\mathbb{Q}$ 因子 D。がある. ただし $\sim_{\mathbb{Q}}$
は $\mathbb{Q}$ 線型同値を表わす. 因子 $\Lambda-\sigma_{i}\pi D_{i}*$

は擬正であり, $\mathcal{E}_{|C}$ は半安定であり) また

$D \sim_{\mathbb{Q}}\sum\sigma_{i}D_{i}$
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なので, 各 $i$ に対して $D_{i}\cdot A^{d-1}=0$ および $b_{i}>0$ を得る. 次の三つの場合が考えられる.

(I) $b_{i}\geq 2$ となる $i$ がある.

(II) $N$ は少なくとも二つの既約成分を持ち, 各 $i$ について $b_{i}=1$ .

(III) $N$ はただ–つの既約成分 $\Gamma_{1}$ しか持たず, $b_{\mathrm{I}}\cdot=1$ .

(I) の場合. $b_{1}\geq 2$ と仮定してよい. $Y=\Gamma_{1}$ とおくと, $\pi:Yarrow X$ は次数 $b_{1}$ の generically

finite な射である. 随伴公式より,

$K_{Y}\sim\pi^{*}K_{x+}((b_{1}-2)\Lambda+\pi^{*}D_{1})|Y$

を得る. ゆえに分岐因子 $R_{Y/X}$ は $((b_{1^{-}}2)\Lambda+\pi^{*}D_{1})_{|Y}$ と線型同値. $R_{Y/X}$ は正因子なので,

$\pi_{*}$ $(((b_{1} - 2)\Lambda+\pi^{*}D_{1})_{|Y})=\pi_{*}(((b_{1} - 2)\Lambda+\pi^{*}D_{1})\cdot(b_{1}\Lambda+\pi^{*}D_{1}))=2(b_{1} - 1)D_{1}$

は $X$ の正因子である. いま $D_{1}\cdot A^{d-1}=0$ だったので $D_{1}\sim_{\mathbb{Q}}0$ . ゆえに $Y=\Gamma_{1}\sim \mathbb{Q}b1\Lambda$ . $\sigma$

分解の定義から

$\sigma_{i}=\sigma_{\Gamma_{i}}(\Lambda)=\frac{1}{b_{1}}\sigma_{\Gamma_{i}}(Y)$

なので, $N$ はただ–つの既約成分 $Y=\Gamma_{1}$ しか持たず, $N=(1/b_{1})Y$ . さて, 正因子 $R_{Y/X}$ と

$(b_{1}-2)\Lambda|Y$ は $\mathbb{Q}$ 線型同値である. 因子 $H+m\pi^{*}A$ が豊富となる自然数 $m$ を選ぶ. すると,

$,(*)$ $\pi_{*}((H+m\pi^{*}\dot{A})\cdot((b_{1}-2)\Lambda)\cdot Y)=b_{1}(b_{1}-2)\pi_{*}(H\cdot\Lambda 2)=-b_{1}(b_{1^{-2)}}\triangle_{2}(\mathcal{E})$

は擬面輪体である. ただしここで

$\triangle_{2}(\mathcal{E}):=c_{2}(\mathcal{E})-^{\frac{r-1}{2r}c_{1}(}2\mathcal{E})$

とおいた. もし $b_{1}\geq 3$ ならば, Bogomolov の不等式より, $\triangle_{2}(\mathcal{E})=0$ なので定理 2から A

が nef となってしまい, 矛盾. したがって $b_{1}=2$ . 射 $\pi:Yarrow X$ の正の次元を持つ fiber は

$\mathrm{P}^{1}$ しかないので, 式 $(*)$ より分岐因子 $R_{Y/X}=0$ . このことから $\mathrm{Y}arrow X$ が不分岐二重被覆

であることがわかる. 完全系列

$0arrow \mathcal{O}_{P}(H-Y)arrow \mathcal{O}_{P}(H)arrow \mathcal{O}_{Y}(H)arrow 0$

から同型 $\mathcal{E}\simeq\pi_{*}\mathcal{O}_{Y}(H)$ が導かれ, $\mathcal{E}$ が (B) の場合になっていることがわかる.

さらに調べていくと, (II), (III) はそれぞれ (A), (C) の場合に対応することがわかる.
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3. 問題

(1) 定理 3を階数の高い場合にも調べてみること. 証明の $\sigma$ 分解だけではアイデアが足

りないように思われる.

(2) $X$ の $\mathbb{R}$ 因子 $D$ で $H+\pi^{*}D$ が $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}$ になるもの, または擬正になるものの全体を $N^{1}(X)$

の部分集合として記述する. 最初の例では $\deg D\geq-1$ と $H+\pi^{*}D$ が nef (または

擬正) が同値な条件である.

(3) $X$ が曲面で $\mathcal{E}$ が階数 2のとき, 任意の, 非特異代数曲面からの全射 $f:Yarrow X$ と $Y$

の任意の豊富因子 $A$ に対して, $f^{*}\mathcal{E}$ が $A$ 半安定ならば, A は $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}$ か?

(4) 特に, $K3$ 曲面の接束の場合 $P$ に無数の既約因子 $\Gamma$ があって制限 $H_{|\Gamma}$ が擬正でない,

といえるか?
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