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1 Introduction

以前から半単純り $-$群のユニタリ化可能最高ウェイト加群の研究がなされていて (Wal-

lach [14], Garland-Zuckerman [3], Parthasarathy [9], Enright-Joseph [7] $)$ , その分類も与
えられている $(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}- \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}-\mathrm{w}_{\mathrm{a}}11\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{h}[2])$ . そして, その結果をみると, ユニタリ化可能で

あるための最高ウェイトに関する条件は, 卜関数と呼ばれる関数の零点と密接な関係がある
ことがわかる. しかし, 結果を見れば関連しているものの, なぜそのような関係があるのか

本質的に説明されてはいない. ユニタリ化可能性を考察するには, 様々な手法があるが, こ

の論説では Jantzen [6] によってその行列式が計算されている反歩形式を, あらたに b- 関数

と関連づけて計算することにより, スカラー型の–般化されたヴァ $-$マ加群の既約剰余加群

として表される最高ウェイト加群に対し, ユニタリ化可能性と b- 関数との関連を本質的に
説明する.

また, スカラー型ではない, つまり, 一般の有限次元表現から誘導される $-$般化された

ヴァ $-$マ加群の既約表現にもユニタリ化可能なものが存在するが (そして, それですべてで

ある) , こちらについてはこの論説では扱わない.

内容について 2点補足する. まず, 主定理 (定理 8.1) の証明には Boe [1] の結果を利用し
ている. 次に, \S 6で定義される多項式 $q_{\lambda}^{*}(\mu)$ は, Wallach [15] ですでに扱われている. この

$q_{\lambda}^{*}(\mu)$ が b- 関数の積として表されることが, ユニタリ化可能性と b- 関数との関連を直接つ
ないでいる. Wallach [15] では b- 関数の積で表されることの本質的説明はされておらず (b-

関数の積であること自体触れられていない) ,-方, この論説では主定理の系 (系 9.1) とし

てこの事実を与える.

この論説の主定理 (定理 8.1) は, はじめ, スカラー型の–般化されたヴァ $-$マ加群の既約

性を考察する過程で得られたものである (主定理の他の応用については [13] を参照) . 既
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約性と b- 関数との関係については, Suga [12] でも論じられており, 菅氏より, ユニタリ化可

能性への応用が出来るめではないかという指摘を受け, この論説で述べている結果が得られ
た.

2 Preliminary

記号の定義をする. $G_{0}$ を実単純リー群, $90=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G_{0})$ を (実) リー代数, $\mathfrak{g}=(\emptyset 0)^{\mathrm{C}}$ を複

素化とする. $\mathfrak{h}$ を $\mathfrak{g}$ のカルタン部分代数, $\Delta,$
$\triangle^{+}$ をそれぞれ $(\mathrm{g}, \mathfrak{h})$ のルート系, 正ルート系

とする. $\mathrm{g}^{\alpha}$ を $\mathrm{g}$ の $\alpha-$ ルート空間とし, $\mathrm{g}^{\pm}=\sum_{\alpha\in\Delta}+\mathrm{g}^{\pm\alpha}$ とおく. $\{\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{n}\}$ を単純ノレ $-$

ト, $\{\varpi_{1}, \ldots , \varpi_{n}\}$ をそれに対応する基本ウェイトとする.
’

$90=|_{0}+\mathfrak{n}_{0}$ をカルタン分解とし, $\downarrow=(\iota_{0)^{\mathrm{c}}}, \mathfrak{n}^{\pm}=(\mathfrak{n}_{0})^{\mathrm{C}_{\cap \mathrm{g}}\pm}$ とおき, [ $\supset \mathfrak{h}$ であると

する. $\Delta_{L}$ を [に現われるルート全体の集合, $\Delta_{N}^{+}$ を $\mathfrak{n}^{+}$ に現われるルート全体の集合とする.
$\Delta=\Delta_{L}\cup\Delta_{N}^{+}\cup(-\Delta_{N}^{+})$ である. $L$ を $(G_{0})^{\mathrm{C}}$ の連結閉部分群で, [に対応するものとする.

$\mathfrak{p}=[+\mathfrak{n}^{+}$ とおくと, $\mathfrak{p}l\mathrm{h}\mathrm{g}$ の放物型部分代数で, [はそのレビ部分代数であり, 巾零根基は
$\mathfrak{n}^{+}$ である.

この論説では次の仮定をおく.

(2.1) $[\mathfrak{n}^{+}, \mathfrak{n}^{+}.]=0$ , $\mathfrak{n}^{+}\neq 0$ .

するとやは極大放物型部分代数となり, 従って $i_{0}\in\{1, \ldots , n\}$ が唯一定まり $\mathrm{g}^{-\alpha_{i_{0}}}\mathrm{n}\mathfrak{p}=0$

となる. この性質を満たす $(\mathfrak{g}, \mathfrak{p})$ を commutative parabolic 型, あるいは, Hermitian sym-
metric 型と呼ぶ. 図 1に commutative parabolic 型の組 $(\mathrm{g}, \mathfrak{p})$ に対応する $(\mathfrak{g}, i_{\mathit{0}})$ をすべてあ

げる. 塗りつぶされていない頂点が, \alpha i。に対応する.

さて, \S 1でも述べたように, 一般化されたヴァ $-$マ加群の既約剰余加群がユニタリ化可能

であるための必要十分条件が, $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ のある多項式の b- 関数と関連している事実が知られ
ている. この論説では (2.1) の仮定の下, スカラー型の–般化されたヴァ $-$マ加群 $M(\lambda)=$

$U(\mathrm{g})\otimes_{U(\mathfrak{p})}\mathrm{C}_{\lambda}(\lambda\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathfrak{p}, \mathrm{C}),$ $\mathrm{C}_{\lambda}$ &は $\lambda$ の表現空間) に対し, この関連の本質的な説明を与
える. そこでは, $M(\lambda)$ の構造に b- 関数が関わっていることが本質的である.

3 Scalar generalized Verma modules

この節では, $M(\lambda)$ についての基本的な事実を確認する.
仮定 (2.1) により, ベクトル空間としての同型

$M(\lambda)$ $=$ $U(\mathfrak{g})\otimes_{U(\mathfrak{p})}\mathrm{C}\lambda=U(\mathfrak{n}-)U(\mathfrak{p})\otimes_{U(\mathfrak{p})}\mathrm{c}_{\lambda}\simeq U(\mathfrak{n}^{-})\otimes_{\mathrm{C}}\mathrm{C}_{\lambda}$

$\simeq$ $S(\mathfrak{n}^{-})\simeq \mathrm{C}[\mathfrak{n}]+$
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$(\mathrm{A}_{n}, r)$ $(n\geq 1,1\leq r\leq(n+1)/2)$

$(\mathrm{B}_{n}, 1)$ $0-\bullet-\cdots-\bullet\Rightarrow\bullet$ $(n\geq 2)$

$(\mathrm{C}_{n}, n)$ $\bullet-\cdots-\bullet\Leftarrow 0$ $(n\geq 3)$

0– $\bullet$ –... – $\bullet$ – $\bullet$

$(\mathrm{D}_{n}, 1)$
$\bullet|$

$(n\geq 4)$

$\bullet$ –... – $\bullet$ – $\bullet$

$(\mathrm{D}_{n}, n)$

$0|$
$(n\geq 4)$

0– $\bullet$ – $\bullet$ – $\bullet$ –$\bullet$

$(\mathrm{E}_{6},1)$
$\bullet|$

$\bullet-\bullet-\bullet-\bullet-\bullet-0$

(E7, 7)
$\bullet|$

$\lceil\Sigma 1$ : commutative parabolic type

が成り立つ. 最後の同型は, キリング形式による同–視 $(\mathfrak{n}^{+})^{*}\simeq \mathfrak{n}^{-}$ による. 以下 $M(\lambda)$ と
$\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ を同 $-$視する. この同型により, $\lambda\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathfrak{p}, \mathrm{C})$ を決めるごとに, $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ が $U(\mathrm{g})-$ 加
群になる. この表現を $\Psi_{\lambda}$ : $U(\emptyset)arrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{C}[\mathfrak{n}]+$ とする.

補題 3.1 ([13]) (1) $\{F_{k}\}$ を $\mathfrak{n}^{-}$ の基底とすると,

$\Psi_{\lambda}(X)$ $=$ $X$ $(X\in \mathfrak{n}^{-})$ ,
$\Psi_{\lambda}(X)$ $=$ $\mathrm{a}\mathrm{d}(X)+\lambda(x)$

$=$ $\sum_{k}[X, F_{k}]\frac{\partial}{\partial F_{k}}+\lambda(X)$ $(X\in 1)$ ,

$\Psi_{\lambda}(X)$ $=$
$\frac{1}{2}\sum_{k,l}[[x, Fk],$ $Fl] \frac{\partial}{\partial F_{k}}\frac{\partial}{\partial F_{l}}+\sum k\lambda([x,-F_{k}])\frac{\partial}{\partial F_{k}}$ $(X\in \mathfrak{n}^{+})$ .

特に, $\Psi_{\lambda}(X)$ は $\mathfrak{n}^{+}$ 上の多項式係数微分作用素である.
(2) 重\mbox{\boldmath $\lambda$} は $\mathrm{A}\mathrm{d}(L)-$ 同変. つまり,

$\Psi_{\lambda}(\mathrm{A}\mathrm{d}(g)u)=\mathrm{A}\mathrm{d}(g)\circ\Psi\lambda(u)\circ \mathrm{A}\mathrm{d}(\mathit{9}^{-1})$ for all $g\in L,$ $u\in U(\mathrm{g})$ .

口
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補題 31(1) の $X\in$ [の式より, $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $\Psi_{\lambda}(U(\downarrow))-$ 加群既約分解は $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(\downarrow))-$

加群既約分解と –致することがわかる. $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(\downarrow))-$ 加群既約分解を述べるために,

いくつか定義をする.

定義 32 $\alpha,$ $\beta\in\Delta$ は, $\alpha,$
$\beta$ が 1次独立で, $\alpha+\beta\not\in\Delta$ かつ $\alpha-\beta\not\in\triangle$ のとき, strongly

orthogonal であるという.
$\Delta_{N}^{+}$ に strongly orthogonal なルートの族, $\gamma_{1},$ $\gamma_{2},$ $\ldots$ を以下のように構成する (Harish-

Chandra [4] $)$ . まず, $\gamma_{1}=\alpha_{i\text{。}とお}$
$\langle$ . $\gamma_{1},$ $\ldots,$

$\gamma_{i}$ まで定まったとき,

{ $\alpha\in\Delta_{N}^{+}|\alpha$ は $\gamma_{1},$
$\ldots,$

$\gamma_{i}$ の全てに strongly orthogonal}

が空でないとき, その中で lowest なルートを $\gamma_{i+1}$ とおく. 最後にとることのできた $\gamma_{i}$ の添

字を $r$ とする. $\lambda_{i}=-(\gamma 1+\cdots+\gamma_{i})\in \mathfrak{h}^{*}(i\in\{1, \ldots, r\})$ とおく.

定理 33 $(\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}[11])I_{\mu}$ を有限次元既約【- 加群で, 最高ウェイトが $\mu\in \mathfrak{h}^{*}$ のものとす

る. $\mathrm{C}^{d}[\mathfrak{n}^{+}]$ を $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $d$ 次斉次成分の張る部分空間とする. このとき,

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{C}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\iota(I\mathrm{c}^{d}\mu’[\mathfrak{n}]+)=\{$

1($\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+kr\lambda r$ ’

for some $k_{j}\in \mathrm{Z}_{\geq 0},$ $d= \sum_{j}jk_{j}$ )
$0$ (otherwise)

口

$\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{r}\lambda_{r}(k_{j}\in \mathrm{z}_{\geq 0})$ に対し, $I_{\mu}\subset \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ とみなす.

(3.1)
$\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]=\bigoplus_{\lambda\mu\in\Sigma_{j}^{\mathrm{r}}=1\geq 0\mathrm{Z}j}I_{\mu}$

は, $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(.\iota.))-$ 既約分解を与える. 特に, $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ は multiplicity free である. つまり,

全ての既約表現の重複度が 1以下である.

4 Contravariant forms (I)

この節では, 反変形式の定義を与え, その基本的性質を述べ, $M(\lambda)$ 上に具体的に反変形式

を構成する.

これ以降 $\mathfrak{g}$ の Chevalley basis $\{X_{\alpha}(\alpha\in\triangle), H_{i}(i\in\{1, \ldots, n\}\}$ を固定する. ここで,

$X_{\alpha}\in \mathfrak{g}^{\alpha},$ $H_{i}$ は単純ノレ一ト $\alpha_{i}$ の余ノレ一 }$\backslash$ , つまり, $H_{i}\in[9^{\alpha_{i}}, \mathrm{g}^{-\alpha}i],$ $\varpi_{j}(H_{i})=\delta_{i}i$ である.

定義 41 $U(\mathfrak{g})$ 上の共役線形反自己同型.* を以下で定める.

$H_{i}^{*}$ $=$ $H_{i}$ $(i\in\{1, \ldots, n\})$ ,
$X_{\alpha}^{*}$ $=$ $X_{-\alpha}$ $(\alpha\in\Delta_{L})$ ,
$X_{\alpha}^{*}$ $=$ $-X_{-\alpha}$ $(\alpha\in\Delta_{N^{\cup}}^{+}(-\triangle_{N}+))$
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を, $\mathfrak{g}$ 上へ共役線形に拡張し, 次いで, $U(\mathfrak{g})$ 上へ環の反準同型に拡張する.
この $.i$ は $\emptyset 0$ を純虚数部, $\sqrt{-1}\mathfrak{g}_{0}$ を実部とみなした $\mathrm{g}=\mathrm{g}_{0}+\sqrt{-1}\mathfrak{g}_{0}$ 上の複素共役である

ことに注意しておく.

反騰形式の定義を与える.

定義 4.2 $(\pi, V)$ を $U(\mathrm{g})-$ 心立とする. $V$ 上の Hermitian form $(, )$ が, $\pi(U(\mathfrak{g}))-$ 反変半線
形形式 (contravariant sesquilinear form) であるとは,

$(\pi(u)v_{1,2}v)=(v_{1}, \pi(u)*v2)$ $(u\in U(\mathrm{g}), v_{1}, v_{2}\in V)$

を満たすことをいう.

反変形式の性質をいくつかあげる.

補題 43一般に $(\pi, V)$ が最高ウェイト $\mu$ の最高ウェイト加群の時,
(1) $V$ 上に $0$ でない反変半線形形式が存在するための必要十分条件は, $V\neq 0$ かつ $\mu\in$

$\mathrm{R}\varpi_{1}+\cdots+\mathrm{R}\varpi_{n}$ となることである.

(2) $V$ 上の $0$ でない反変半線形形式は実数倍を除いて–意的である.
(3) $V$ 上の $0$ でない反変半線形形式の根基は $V$ の唯–の極大部分加群に等しい. $\square$

補題 44一般に, $V$ を $U(\mathfrak{g})-$ 加群, $\mathfrak{m}\subset \mathfrak{g}$ を簡約部分代数とし, $(, )$ を $V$ 上の $\mathfrak{m}-$ 反変半
線形形式とする. $W_{1}$ と $W_{2}$ が同型でない $V$ の既約 $\mathfrak{m}-$ 部分加群のとき, $(W_{1}, W_{2})=0$ であ
る. 口

$\lambda\in$ R\varpi ’。とするとき, 補題 43で存在が保証される, $M(\lambda)$ 上の $0$ でない反変半線形形式
$(, )_{\lambda}^{*}$ を構成する. 以下では $\lambda\in$ R\varpi ,。とする. まず, 線形写像 $\varphi_{\lambda}$ : $U(\mathrm{g})arrow \mathrm{C}$ を, 射影
$U(\mathrm{g})=U(\mathfrak{h})\oplus(\mathfrak{g}^{-U}(\emptyset)+U(\mathrm{g})_{9^{+}})arrow U(\mathfrak{h})$ と $\lambda$ : $U(\mathfrak{h})arrow \mathrm{C}$ の合成で定める.

定義 45 $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ 上の $\Psi_{\lambda}(U(\mathrm{g}))-$ 反変半線形形式 $(, )_{\lambda}^{*}$ を

$(f, g)^{*}\lambda=\varphi_{\lambda}(g^{*}f)$ $(f, g\in \mathrm{c}[\mathfrak{n}]+)$

で定める. ここで, キリング形式により $\mathfrak{n}^{+}$ を $\mathfrak{n}^{-}$ の双対空間 $(\mathfrak{n}^{-})^{*}$ と同–視し, 従って $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$

$\simeq S(\mathfrak{n}^{-})\subset U(\mathfrak{g})$ と同–視した.

実際, $(, )_{\lambda}^{*}$ は $\Psi_{\lambda}(U(9))-$ 反変になっている. (Humphreys [5, \S 6])

今定義した $M(\lambda)$ 上の反変半線形形式 $(, )_{\lambda}^{*}$ の性質がわかる.
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補題 46 (1) $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ において, $(, )_{\lambda}^{*}$ はウェイト空間ごとに直交している.

(2) $(I_{\mu}, I_{\nu})*\lambda=0$ $(\mu\neq\nu)$ .
(3) $(, )_{\lambda}^{*}$ は $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ 上の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(\downarrow))-$反変半線形形式でもある.

証明. (1) 補題 44において, $V$ を $M(\lambda),$ $\mathfrak{m}$ を $\mathfrak{h}$ とすればよい.
(2) 補題 44において, $V$ を $M(\lambda),$ $\mathfrak{m}$ を [とすればよい.

(3) 反変性の定義 (定義 42) より, $(, )_{\lambda}^{*}$ は $\Psi_{\lambda}(U(\downarrow))--$ 反変である. これと, 補題 3.1 (1) の
$X\in$【の場合の, $\Psi_{\lambda}(X)=\mathrm{a}\mathrm{d}(X)+\lambda(X)$ より, $(, )_{\lambda}^{*}$ は $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(\mathrm{t}))-$反変であることがわかる.

口

5 Unitarizabilities

この節では, $U(\mathrm{g})-$ 加群がユニタリ化可能であることの定義を与え, $M(\lambda)$ の既約剰余加

群 $L(\lambda)$ がユニタリ化可能であるための条件を述べる.

定義 5.1 $(\pi, V)$ を $U(\emptyset)-$ 瓶群とする. $V$ が $90$ -infinitesimally unitary, あるいは単にユニ
タリ化可能であるとは, $V$ 上に正定値 Hermitian form $(, )$ があって,

$(\pi(X)v, w)=(v, -\pi(X)w)$ $(X\in 90, v, w\in V)$

を満たすことをいう.

$\emptyset 0$ は,

$\{\sqrt{-1}H_{i}|i=1, \ldots, n\}\cup\{X_{\alpha}-X_{-}\sqrt[-]{-1}\alpha’(X_{\alpha}+X_{-\alpha})|\alpha\in\Delta_{L}\cap\Delta^{+}\}$

$\cup\{(X+\alpha x_{-\alpha}, \sqrt{-1}(x_{\alpha}-x-\alpha)|\alpha\in\Delta_{N}^{+}\}$

で $\mathrm{R}$ 上張られているので, $x*=-X(X\in 9\mathit{0})$ である. 従って, $(\pi, V)$ がユニタリ化可能で

あるためには, $V$ 上に正定値両変半線形形式が存在することが必要十分である.

さて, $M(\lambda)$ を唯—の極大部分加群巧で割ってできる既約加群を $L(\lambda)$ とおく. $L(\lambda)$ の

ユニタリ化可能性を調べたいので, $\lambda\in$ R\varpi ’。とする (補題 $4.3(1)$). 巧は反変半線形形式
$(, )_{\lambda}^{*}$ の根基であるから, $L(\lambda)$ 上に $(, )_{\lambda}^{*}$ が遺伝する. つまり,

$(f$ mod $\mathrm{Y}_{\lambda},$ $g$ mod $\mathrm{Y}_{\lambda})_{\lambda}^{*}=(f, g)_{\lambda}^{*}$ $(f, g\in \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}])$

により, $L(\lambda)$ に義民半線形形式 $(, )_{\lambda}^{*}$ が入る. $($ 1 mod $\mathrm{Y}_{\lambda},$ $1$ mod $\mathrm{Y}_{\lambda})_{\lambda}^{*}=1$ であるから, $L(\lambda)$

上 $(, )_{\lambda}^{*}$ は $0$ ではないので, 補題 43(3) より非退化である.

最高ウェイト加群である $L(\lambda)$ 上の万国半線形形式は実数倍を除いて–意的 (補題 $4.3(2)$ )

なので, $L(\lambda)$ がユニタリ化可能であるための必要十分条件は, $L(\lambda)$ 上 $(, )_{\lambda}^{*}$ が正定値または

負定値であることである. ところが, $($ 1 mod $\mathrm{Y}_{\lambda},$ $1$ mod $\mathrm{Y}_{\lambda})_{\lambda}^{*}=1$ なので, $L(\lambda)$ 上 $(, )_{\lambda}^{*}$ が正

定値であることが必要十分条件である. 従って,
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補題 52 $\lambda\in$ R\varpi ’。とする. $L(\lambda)$ がユニタリ化可能であるための必要十分条件は, $M(\lambda)$

上の反変半線形形式 $(, )_{\lambda}^{*}$ が非負定値であることである 口

6 Contravariant forms (II)

この節では, $M(\lambda)\simeq \mathrm{C}[\mathfrak{n}]+$ 上にもう 1つの面変形式を構成し, $L(\lambda)$ がユニタリ化可能で
あるための条件を, ある多項式轍を用いて述べる. この節で定義される $q_{\lambda}$ は \S 9で b- 関数
の積で表されることがわかる.

まず $S(\mathfrak{n}^{+})$ を次のように $\mathfrak{n}^{+}$ 上の定数係数微分作用素のなす空間とみなす.

定義 6.1 $P\in S(\mathfrak{n}^{+})$ に対し $\mathfrak{n}^{+}$ 上の定数係数微分作用素 $P(\partial)$ を次を満たすものとして
定める.

$P(\partial)\exp\langle_{X}, y\rangle=P(y)\exp\langle x, y\rangle$ $(x\in \mathfrak{n}^{+}, y\in \mathfrak{n}^{-})$ .

ここで, $\langle, \rangle$ はキリング形式であり, 右辺の $P(y)$ はキリング形式による同–視 $\mathfrak{n}^{+}\simeq(\mathfrak{n}^{-})^{*}$

によって得られる同型 $S(\mathfrak{n}^{+})\simeq \mathrm{c}[\mathfrak{n}-]$ によって, $P\in \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{-}]$ とみなしている.

定義 62 $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ 上に, $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(\downarrow))-$ 反変半線形形式 $(, )$ * を,

$(f, g)^{*}=(g^{*}(\partial)f)(\mathrm{o})$ $(f, g\in \mathrm{c}[\mathfrak{n}]+)$ .

で定める. ここで, 共役線形反自己同型.* は $\mathfrak{g}^{\alpha}$ を $\mathrm{g}^{-\alpha}$ にうつすので, キリング形式による
同–視 $S(\mathfrak{n}^{-})\simeq \mathrm{C}[\mathfrak{n}]+$ によって $g^{*}\in S(\mathfrak{n}^{+})$ とみなしていることに注意しておく.

$(, )$ * の性質をいくつかあげる.

補題 6.3 (1) $(I_{\mu}, I_{\nu})^{*}=0$ $(\mu\neq\nu)$ .
(2) $(fg, h)^{*}=(g, f^{*}(\partial)h)^{*}$ $(f, g, h\in \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}])$ .
(3) $d\in \mathrm{z}_{\geq \mathit{0}}$ に対し, $\mathrm{C}^{d}[\mathfrak{n}^{+}]$ を $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $d$ 次斉次成分の張る空間とすると, $(-1)^{d}(, )^{*}$ は

$\mathrm{C}^{d}[\mathfrak{n}^{+}]$ 上正定値である.

証明. (1) 補題 46(1) と同様である.

(2) 定義 62より明らか.

(3) まず, Chevalley basis の性質より, $\langle X_{\alpha}, X_{-\alpha}\rangle=2/(\alpha, \alpha)>0$ である. $t_{\alpha}\in \mathrm{z}_{\geq 0}$

$(\alpha\in\Delta_{N}^{+}),$
$d= \sum\alpha\in\Delta+t_{\alpha}N’ k\in \mathrm{C}$ に対し,

$(-1)^{d}(k \prod_{\alpha\in\Delta_{N}^{+}}xt_{\alpha}-\alpha’\prod_{\alpha\in\Delta_{N}}kXt_{\alpha}-+)^{*}\alpha$ $=$ $(-1)^{d}|k|2( \prod_{\alpha\in\Delta_{N}^{+}}X_{-}^{t_{\alpha}}\alpha)^{*}(\partial)\prod_{\alpha\in\Delta^{+}N}X_{-\alpha}t\alpha(0)$
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$=$
$|k|^{2} \prod_{\Delta^{+}\alpha\in N}X_{\alpha}^{t}\alpha(\partial)\prod_{\text{寿}\alpha\in\Delta}X_{-\alpha}t_{\alpha}(\mathrm{o})$

$=$
$|k|^{2} \prod_{\Delta_{N}^{+}\alpha\in}t\alpha!\langle X_{\alpha}, x_{-}\alpha\rangle$

$>$ $0$

だから (3) が示された. 口

さて, 以上で $M(\lambda)\simeq \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ 上に, 2つの反変形式 $(, )_{\lambda}^{*}$ と $(, )$ * が定義された. $(, )$ * は

$\Psi_{\lambda}(U(\mathrm{g}))$ に関して, $(, )$ * は $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(1))$ に関しての反変形式である. -方, 補題 46(3) より,
$(, )_{\lambda}^{*}$ は $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(\{))-$ 反変でもあることと, 補題 43(2) による可変形式の $-$意性から, $(, )_{\lambda}^{*}$ と

$(, )$ * は $M(\lambda)$ の各既約 $\mathrm{a}\mathrm{d}(U([))-$ 処群 (あるいは同じことだが, $\Psi_{\lambda}(U(\iota))-$ 結群) 上では定

数倍しか違わない. (3.1) で述べた $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(\mathrm{t}))-$ 既約分解

$\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]=\oplus I\mu\in\Sigma j=1\prime \mathrm{z}\geq 0^{\lambda_{j}}\mu$

を用いると, $(, )$ * は $0$ ではないことより,

(6.1) $(, )_{\lambda}^{*}=q_{\lambda}(\mu)(, )^{*}$ on $I_{\mu}\cross I_{\mu}$

をみたす定数 $q_{\lambda}(\mu)$ がとれる.

命題 64\mbox{\boldmath $\lambda$}\in R\varpi ,。のとき, スカラー型の–般化されたヴァ $-$マ加群 $M(\lambda)$ の既約剰余加

群 $L(\lambda)$ がユニタリ化可能であるための必要十分条件は,

$(-1)^{\mathrm{d}}\mathrm{e}\mathrm{g}I(\mu q_{\lambda}\mu)\geq 0$ for all $\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{r}\lambda_{r}$ $(k_{j}\in \mathrm{Z}_{\geq 0})$

である. ここで $\deg I_{\mu}=k_{1}+2k_{2}+\cdots+rk_{r}$ は, 斉次多項式からなる $I_{\mu}$ の次数である.

証明. $M(\lambda)\simeq \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $\Psi_{\lambda}(U(l))-$ 加群既約分解 $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]=\oplus I_{\mu}$ $(\mu=k1\lambda 1+\cdots+k_{r}\lambda_{r})$

があるので, 補題 52と補題 46(2) より, $L(\lambda)$ がユニタリ化可能であるための必要十分条件

は, 各 $\mu$ に対し $(, )_{\lambda}^{*}$ が非負定値であることである. 従って, 補題 63(3) と (6.1) より命題が
示される. $\square$

7 &Functions

\S 6で定めた轍 $(\mu)$ が, 自然に (まだ定義していないが) b- 関数の積で表すことができれ
ば, $L(\lambda)$ のユニタリ化可能性と b- 関数のつながりが本質的に与えられることになる. これ

が, この節の主目的である.

109



この節では, $b-$ 関数と, それに関連する別の関数 $\beta$ を定める.
$\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U([))-$寸富江約分解 $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]=\oplus I_{\mu}$ $(\mu=k1\lambda 1+\cdots+k_{r}\lambda_{r})$ があるが, 各 $\mu$

に対して $I_{\mu}$ の最高ウェイトベクトルを次のようにとる. まず, $I_{\lambda_{j}}$ の最高ウェイトベクトル
$f_{j}$ を 1つ固定し $(j\in\{1, \ldots, r\}),$ $\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{r}\lambda_{r}(k_{j}\in \mathrm{z}_{\geq 0})$ に対して,

$\sim$

$f_{\mu}=f^{k_{1}\ldots k,}1fr$

と定める. $f_{\mu}$ が $I_{\mu}$ の最高ウェイトベクトルであることは容易にわかる.
( $L$ , Ad, $\mathfrak{n}^{+}$ ) は, (2.1) の仮定の下では, 概均質ベクトル空間になることが知られている. $\vee\supset$

まり, $\mathfrak{n}^{+}$ 上に開 $\mathrm{A}\mathrm{d}(L)-$ 軌道があることが知られている. 概均質ベクトル空間 $(L, \mathfrak{n}^{+})$ が正

則であるとは, 相対不変式 $f\in \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ があって, その Hessian, $\det(\partial^{2}f/\partial x_{i}\partial_{X_{j})}$ が恒等的に
は $0$ でないことをいう. ここで $f$ が相対不変式であるとは, ある $\chi\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L, \mathrm{C}^{\cross})$ があっ

て, $f(gv)=\chi(g)f(v)(g\in L, v\in \mathfrak{n}^{+})$ となることである.

( $L$ , Ad, $\mathfrak{n}^{+}$ ) が正則概均質ベクトル空間であるとき, $f_{r}$ は相対不変式になることがわかる.
実際, ( $L$ , Ad, $\mathfrak{n}^{+}$ ) が正則ならば, $\lambda_{r}$ は \varpi ,。の定数倍になることがわかり ([13]) , 従って $I_{\lambda_{r}}$

は $[\mathfrak{l}, []$ の表現として trivial である. つまり, $\dim I_{\lambda,}=1$ である. よって, $I_{\lambda_{\mathrm{r}}}=\mathrm{C}f_{r}$ であ

り, $\mathrm{A}\mathrm{d}(L)f_{r}\in I_{\lambda,}=\mathrm{C}f_{r}$ だから $f_{r}$ は相対不変式である.
( $L$ , Ad, $\mathfrak{n}^{+}$ ) が正則であるとし, 相対不変式 $f_{r}$ が指標 $\chi\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L, \mathrm{c}^{\mathrm{x}})$ に対応していると

する. -方, $f_{r}^{*}\in I_{\lambda_{\mathrm{r}}}^{*}\subset S(\mathfrak{n}^{+})\simeq \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{-}]$ も概均質ベクトル空間 ( $L$ , Ad, $\mathfrak{n}^{-}$ ) の相対不変式で
あり, ウェイトを見れば指標 $\chi^{-1}$ に対応することがわかる ( $I_{\lambda_{r}}^{*}$ は $I_{\lambda,}$ の.* による像の意味
だが, キリング形式を通しての双対空間にもなっている) . 従って, $\mathfrak{n}^{+}$ 上の多項式係数微分
作用素 $f_{r}^{*}(\partial)f_{r}$ は $\mathrm{A}\mathrm{d}(L)-$ 不変である.

従って, $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U([))-$ 加群既約分解は multiplicity free であるごとから, 各 $\mu=k_{1}\lambda_{1}$

$+\cdots+k_{r}\lambda_{r}$ に対して $f_{r}^{*}(\partial)frf_{\mu}\in \mathrm{C}f_{\mu}$ である. 特に, $f_{r}^{*}(\partial)frf_{\mu}=b_{r}^{*}(\mu)f_{\mu}$ を満たす,
$k_{1},$

$\ldots$ , $k_{r}$ に関する多項式 $b_{r}^{*}(\mu)$ がとれる.

同様に, $f_{r}^{*}f_{r}\in U(\mathfrak{g})$ が L- 不変であることと, $\Psi_{\lambda}$ が $\mathrm{A}\mathrm{d}(L)-$ 同変であることより,
$\Psi_{\lambda}(f_{r}^{*}f_{r})f_{\mu}=\beta_{\lambda}^{*},r(\mu)f_{\mu}$ をみたす, $k_{1},$

$\ldots,$
$k_{r},$ $\lambda$ に関する多項式

$\beta_{\lambda r}^{*}(\mu)arrow$

’
がとれる.

さらに, $b_{r}^{*}(\mu),$ $\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)$ は $\mu\in\sum_{i1}^{r}=\mathrm{C}\lambda_{i}$ に対しても定義できることがわかる ([13, \S 6]).
以上をまとめると

定義 7.1概均質ベクトル空間 $(L, \mathfrak{n}^{+})$ が正則の時, 多項式 $b_{r}^{*}(\mu),$ $\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)$ を次で定める.

$f_{r}^{*}(\partial)frf_{\mu}$ $=$ $b_{r}^{*}(\mu)f_{\mu}$ ,

$\Psi_{\lambda}(f_{r}^{*}fr)f_{\mu}$ $=$ $\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)f_{\mu}$

ここで, $\lambda\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathfrak{p}, \mathrm{c}),$ $\mu=k_{1}\lambda 1+\cdots+k\lambda_{r}r(k_{j}\in \mathrm{C})$ .

さて, $q_{\lambda}(\mu)$ を b- 関数と関連づけて計算することが, 我々にとって必要であったが, それは
次のようにして行うことが出来る.
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$(f_{\mu}, f_{\mu})^{*}\neq 0$ なので, $q_{\lambda}(\mu)=(f_{\mu}, f_{\mu})_{\lambda}^{*}/(f_{\mu}, f_{\mu})^{*}$ と表せるから, まず $(f_{\mu}, f_{\mu})^{*}$ を計算して

みる $(\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+kr\lambda_{r})$ .

$(f_{\mu}, f_{\mu})^{*}$ $=$ $(f_{1}^{k_{1}}\cdots f_{r}k_{f}, f_{1}k1\ldots frk,)^{*}$

$=$ $(f_{r}^{*}(\partial)frf^{k}1\ldots f1’-1fr-1rkk,-1, f_{1}k1\ldots fr-1fk_{f}-1k_{p}-1r)*$

$=(b_{r}^{*}(\mu-\lambda_{r})$fl $\ldots f^{k}$kl $f- 1r-1fr’$ f$k_{r^{-1}}$ kl
$\ldots f_{r}$l

$-1f_{r}k,-1)^{*}k_{f- 1}$

$=$ $b_{r}^{*}(\mu-\lambda r)(f_{\mu}-\lambda r’ f_{\mu-\lambda}f)^{*}$

(71) $=$ $b_{r}^{*}(\mu-\lambda_{r})\cdots b^{*}(r\mu-k_{rr}\lambda)(f\mu-k_{ff}\lambda, f\mu-k_{f}\lambda_{r})^{*}$ .

同様に, $(, )_{\lambda}^{*}$ で計算を行っても $\beta_{\lambda,r}^{*}$ の積が現われてくる.

ところが, $f_{r}$ の因子がなくなると, それ以上計算ができなくなるので, この先も計算する
ために $\mathrm{g}$ の部分代数をいくつか導入し, それに対応する b- 関数や $\beta$ を定義する.

まず,

$\mathfrak{h}^{-}=\sum_{=i1}^{r}\mathrm{C}H_{\gamma_{i}}$

とおく. ここで, $H_{\alpha}$ は $\alpha\in\Delta$ の余ノレ一 }$\backslash$ である. Wallach [14] に倣い $i\in\{1, \ldots , r\}$ に対

し,

$\Delta_{N,i}^{+}=$ { $\alpha\in\Delta_{N}^{+}$ ; $\alpha|_{\mathfrak{h}^{-}}=(\gamma_{k}+\gamma_{j})/2$ for some $1\leq j<k\leq i$} $\cup\{\gamma_{1}, \ldots, \gamma_{i}\}$

とおく. $\Delta_{N,i}^{+}=\{\alpha\in\Delta_{N}^{+}|\alpha\leq\gamma_{i}\}$ である.

$\mathfrak{n}_{i}^{\pm}$ $=$
$\sum_{\alpha\in\Delta_{N,i}^{+}}\emptyset^{\pm}\alpha$

,

$\mathrm{t}_{i}$ $=$ $[\mathfrak{n}_{i}\mathfrak{n}_{i}+,-]$ ,

$\mathfrak{p}_{i}$ $=$ 【i $+\mathfrak{n}_{i}^{+}$ ,

$\mathrm{g}_{i}$ $=$ $\mathfrak{n}_{i}^{-}+[_{i}+\mathfrak{n}_{i}^{+}$ ,
$\mathfrak{h}_{i}$ $=$ $\mathfrak{h}\cap \mathrm{g}_{i}$

と定めると, これらは $\mathrm{g}$ の部分代数になっている.
$L_{i}$ を $G$ の連結閉部分群でいこ対応するものとする. このとき $(\mathfrak{g}_{i}, \mathfrak{p}_{i})$ は明らかに com-

mutative parabolic 型であり, また, ( $L_{i}$ , Ad, nかは正則概均質ベクトル空間となることが
知られている.

さらに $\{\gamma_{1}, \ldots, \gamma_{r}\}\subset\Delta_{N}^{+}$ と同じ操作で作られる, $\Delta_{N,i}^{+}$ の中の strongly orthogonal な

ルートの極大な族は, 明らかに $\{\gamma_{1}|_{\mathfrak{h}\cdot.\gamma_{i}}:’.,|\mathfrak{y}_{:}\}$ となる.

$\mathrm{C}[\mathfrak{n}_{i}^{+}]$ の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(1_{i}))-$ 加群としての既約分解は次のようにしてわかる. $f_{j}\in \mathrm{C}[\mathfrak{n}_{j}^{+}]$ である

ことがわかるので ( $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}[8$ , Theorem 2] からの帰結である), $\mathrm{C}[\mathfrak{n}_{i}^{+}]$ には $f_{\mu}(\mu=k_{1}\lambda_{1}+$
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. . $+k_{i}\lambda_{i}$ ) が $\downarrow i^{-}$ 極大ウェイトベクトルとして含まれ, Schmid の定理 (定理 33) を $\mathrm{a}\mathrm{d}(U(1_{i}))-$

加群 $\mathrm{C}[\mathfrak{n}_{i}^{+}]$ に適用すると, これらが $1_{i^{-}}$ 極大ウェイトベクトルの全てであるとわかる. 従っ
て.

$\mathrm{C}[\mathfrak{n}_{i}^{+}]=\oplus I\cap \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]\mu\in\Sigma^{:}j=1\geq 0\mathrm{z}\lambda_{j}\mu i$

が $\mathrm{C}[\mathfrak{n}_{i}^{+}]$ の $\mathrm{a}\mathrm{d}(U([_{i}))-$ 既約分解である.

C[n力を以下のように $U(\mathfrak{g}_{i})-$ 加群と見る. $\lambda|_{\mathfrak{p}_{i}}\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathfrak{p}_{i}, \mathrm{c})$ はスカラー型の–般化され
たヴァ $-$マ加群 $M(\lambda|_{\mathfrak{p}:})=U(\mathfrak{g}i)\otimes_{U(\mathfrak{p}_{i}}{}_{)}\mathrm{C}\lambda|\mathfrak{p}\dot{.}$ を誘導するが, $M(\lambda|_{\mathfrak{p}:})$ は以前と同様に $\mathrm{C}[\mathfrak{n}_{i}^{+}]$

とベクトル空間として同型であるから, C[n謂に $U(\mathrm{g}_{i})$ の作用が入る. この表現を $\Psi_{\lambda|_{\mathfrak{p}_{*}}}$. :
$U(\mathrm{g}_{i})arrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}$ C[n力で表す. ここで, $\Psi_{\lambda|_{\mathfrak{p}_{i}}}$ は $\Psi_{\lambda}$ の $U(\mathrm{g}_{i})$ への制限とは異なることに注意
しておく.

先の場合と同様に, $f_{i}\in \mathrm{C}[\mathfrak{n}_{i}^{+}]$ は $\mathrm{A}\mathrm{d}(L_{i})-$ 相対不変式であり, 定義 7.1の–般化が出来る.

定義 7.2 $i\in\{1, \ldots, r\}$ と $\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{i}\lambda_{i}(k_{j}\in \mathrm{C})$ に対して, 多項式 $b_{i}^{*}(\mu),$ $\beta_{\lambda,i}^{*}(\mu)$

を

$f_{i}^{*}(\partial)fif_{\mu}$ $=$ $b_{i}^{*}(\mu)f_{\mu}$ ,
$\Psi_{\lambda|_{\mathfrak{p}:}}(f_{i^{*}}f_{i})f\mu$ $=$ $\beta_{\lambda,i}^{*}(\mu)f_{\mu}$

で定める. 概均質ベクトル空間 $(L, \mathfrak{n}^{+})$ が正則でない場合もこの定義が出来ていることに注
意する.

8 Main theorem

前節で; b- 関数 $b_{j}^{*}(\mu)$ と $\beta_{\lambda,j}^{*}(\mu)$ を定めたが, この節では, これらの間の関係式を述べる.
これが主定理であるが, $L(\lambda)$ のユニタリ化可能性についてはこの主定理を用いて嘉節で扱
う.

主定理を述べるために, いくつか定義を行う. まず, $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ の最高ウェイトベクトル $f_{\mu}$ の

正規化から始める. $X_{\alpha}(\alpha\in\Delta)$ を我々の固定している Chevalley basis の元とする. $f_{i}$

$(i\in\{1, \ldots, r\})$ を

(8.1) $f_{i}(X_{\gamma_{1}\gamma}+\cdots+X)f=1$ $(i\in\{1, \ldots, r\})$

と正規化する. $\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{r}\lambda_{r}(k_{j}\in \mathrm{z}_{\geq 0})$ に対し, $f_{\mu}=f_{1fr}^{k_{1}\ldots k_{r}}$ と定めていたか
ら, $f_{\mu}$ がすべてこれで正規化される.

$\rho_{i}\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathfrak{p}_{i}, \mathrm{c})$ と $\rho_{i}^{0_{\in \mathrm{c}}}(i\in\{1, \ldots, r\})$ を

A(X) $=$ $\frac{1}{2}\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathfrak{n}_{*}^{+}}$

. $\mathrm{a}\mathrm{d}(x)=(\frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\Delta_{N,:}^{+}}\alpha)(X)$
,

$\rho_{i}$ $=$ $\rho_{i}^{0}\varpi i_{0}$ on $\mathfrak{h}_{i}$
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と定める.

次の定理は概均質ベクトル空間 ( $L$ , Ad, $\mathfrak{n}^{+}$ ) が正則でなくとも意味を持ち成立しているこ
とに注意する.

定理 81 $([\mathrm{i}3])(\mathfrak{g}, \mathfrak{p})$ が commutahve parabolic 型のとき, $i\in\{1, \ldots, r\},$ $\mu=k_{1}\lambda_{1}+$

. $..+k_{i}\lambda_{i}(k_{j}\in \mathrm{C})$ に対し,

$\beta_{\lambda,i}^{*}(\mu)=b_{i}^{*}(\mu)b_{i}*(\mu-(\lambda^{\mathit{0}}+\rho i)0\lambda i)$ .

証明定理の等式は, (8.1) の正規化の下, 定数倍もこあて等しいのであるが, ここでは, 定

数倍を除いて等しいところまでの略証をするにとどめる. また $i=r$ で示せば十分である
から, $i=r$ とする. さらに, 概均質ベクトル空間 ( $L$ , Ad, $\mathfrak{n}^{+}$ ) が正則であるとき, $\mathrm{g}_{r}=\mathfrak{g}$ ,

$\mathfrak{n}_{r}^{+}=\mathfrak{n}^{+}$ など, $r$ を取り除いても同じであるから, 記号の簡単のため ( $L$ , Ad, $\mathfrak{n}^{+}$ ) は正則であ
るとして話を進める.

[Step 1] $b_{r}^{*}(\mu)|\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)$

$D_{\mathfrak{n}}+$ を $\mathfrak{n}^{+}$ 上の多項式係数微分作用素のなす環とする. $b_{r}^{*}$ とふ,r の定義より, $\Psi_{\lambda}(f_{r}^{*})\in$

$D_{\mathfrak{n}}+f_{r}^{*}(\partial)$ であることを示せばよい. $\chi\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L, \mathrm{C}^{\cross})$ を, $f_{r}(gv)=\chi(g)f_{r}(v)(g\in L$ ,
$v\in \mathfrak{n}^{+})$ を満たすものとする. つまり, $\mathrm{A}\mathrm{d}(g)f_{r}=\chi^{-1}(g)f_{r}$ とする. $f_{r}^{*}(\partial)$ も $\Psi_{\lambda}(f_{r}^{*})$ も

$\mathrm{A}\mathrm{d}(g)$ の作用で $\chi(g)$ 倍される. $D_{\mathfrak{n}}+\simeq \mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]\otimes S(\mathfrak{n}^{+})=(\oplus_{\mu\mu}I_{\mu})\otimes(\oplus I_{\mu}*)=\oplus\mu,\nu I_{\mu}\otimes I\nu*$

であり, $\Psi_{\lambda}(f_{r}^{*})=\sum_{\mu,\nu}h_{\mu\nu}(h_{\mu\nu}\in I_{\mu}\otimes I_{\nu}^{*})$ と表すと, $h_{\mu\nu}$ lよ再び $\mathrm{A}\mathrm{d}(g)$ の作用で $\chi(g)$ 倍

される. 各 $h_{\mu\nu}$ が $D_{\mathfrak{n}}+f_{r}^{*}(\partial)$ に属することを示せばよい.
$f_{r}h_{\mu\nu}\in f_{r}I_{\mu}\otimes I_{\nu}^{*}=I_{\mu+\lambda_{f}}\otimes I_{\nu}^{*}$ は $\mathrm{A}\mathrm{d}(L)-$ 不変であるから, シューアの補題より $I_{\nu}^{*}$ は

$I_{\mu+\lambda,}$ の双対加群である. 従って, $\mathrm{C}[\mathfrak{n}^{+}]$ が multiplicity free であることより, $\mu+\lambda_{r}=\nu$ .
つまり, $I_{\nu}=f_{r}I_{\mu}$ . よって, $h_{\mu\nu}\in I_{\mu}\otimes I_{\nu}^{*}=I_{\mu}\otimes I_{\mu}^{*}f_{r}^{*}$ となり, Step 1が示された.

[Step 2] $\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)=\beta_{-\lambda-2_{\beta_{f}}}^{*},r(\mu-(\lambda^{0}+\rho_{r}^{0})\lambda_{r})$

Boe [1] の結果より, 次の等式が得られる ([13, (14.1)]) .
$f_{r}^{\lambda+\rho_{f\Psi_{-}}}\lambda-2\rho f(u)=\Psi_{\lambda}(00u)fr\lambda 0+\rho r0$ $(u\in U(\mathfrak{g}))$ .

従って,

$\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)f_{\mu}$ $=$ $\Psi_{\lambda}(f_{r}^{*})f_{\mu}$

$=$ $fr\lambda-2\lambda^{0_{+\rho_{r\Psi_{-}(f}}}0*\rho fr)f_{r}-\lambda 0-\rho_{\gamma}0f_{\mu}$

$=$ $\beta_{-\lambda-2\rho}^{*}rf’(\mu-(\lambda \mathit{0}0)+\rho r\lambda_{r})f_{\mu}$

であり, Step 2は示された.

[Step 3] $\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)=b_{r}^{*}(\mu)b_{r}^{*}(\mu-(\lambda^{0}+\rho_{r}^{0})\lambda_{r})$ (up to constant)
Step 1, Step 2より, $b_{r}^{*}(\mu-(\lambda^{0}+\rho_{r}^{0})\lambda_{r})|\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)$ がわかる. ここで, $k_{1},$

$\ldots$ , $k_{r},$
$\lambda^{0}$ の多項式
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として, $b_{r}^{*}(\mu)$ と $b_{r}^{*}(\mu-(\lambda^{0}+\rho_{r}^{0})\lambda_{r})$ は互いに素なので, $b_{r}^{*}(\mu)b_{r}^{*}(\mu-(\lambda^{0}+\rho_{r}^{0})\lambda_{r})|\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)$

がわかる.

さて, $\Psi_{\lambda}(f_{r}^{*})$ は補題 3.1より高々 $2r$ 次の微分作用素であり, 従って $\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)$ の $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{r}$

に関する次数 (total degree) は高々 $2r$ である. -方, $b_{r}^{*}(\mu)$ は $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{r}$ についてちょうど

$r$ 次である ([13, Proposition 10.1]) . さらに, $\Psi_{\lambda}(f_{r}^{*})$ は $\lambda^{0}$ に関して高々 $r$ 次であり,-方
$b_{r}^{*}(\mu-(\lambda^{0}+\rho_{r}^{0})\lambda_{r})$ は $\lambda^{0}$ に関してちょうど $r$ 次である. 従って, $k_{1},$

$\ldots,$
$k_{r},$

$\lambda^{0}$ の多項式とし

て, $\beta_{\lambda,r}^{*}(\mu)$ と $b_{r}^{*}(\mu)b_{r}^{*}(\mu-(\lambda^{0}+\rho_{r}^{0})\lambda_{r})$ の次数が–致していなくてはならず, これで Step 3
は示された $\square$

9 Unitarizabilities of $L(\lambda)$

この節では, この論説の目的であった, $L(\lambda)$ のユニタリ化可能性と b- 関数がなぜ関連し

ているかの, 本質的な説明をする. その説明では, 定理 8.1が b- 関数とスカラー型の–般化

されたヴァ $-$マ加群 $M(\lambda)$ の構造との関連を明らかにしていることが, 重要な役割を果たし
ている.

$\lambda\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathfrak{p}, \mathrm{C})$ に対し, $L(\lambda)$ がユニタリ化可能であるならば, $\lambda\in$ R\varpi ’。でなくてはなら
ないので, 以下 $\lambda\in \mathrm{R}\varpi_{\text{。}}’ \text{とする}$ . このとき, $L(\lambda)$ がユニタリ化可能であるための必要十分

条件は, 命題 64より,

$(-1)^{\mathrm{d}\mathrm{e}}\mathrm{g}I_{\mu}q\lambda(\mu)\geq 0$ for all $\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{r}\lambda_{r}$ $(k_{j}\in \mathrm{Z}_{\geq 0})$

なることであり,
$q_{\lambda}(\mu)=(f_{\mu}, f\mu)_{\lambda}^{*}/(f_{\mu}, f_{\mu})^{*}$

と表せた.

さて, (7.1) の続きを計算してみる. $f_{\mu-k,T}\lambda=f_{1}^{k_{1}\ldots k}f_{r-}’-11$ だから,

$(f_{\mu-k_{f}}\lambda_{f}, f_{\mu-}kr\lambda f)*$ $=$ $(f_{r-1}^{*}(\partial)fr-1f\mu-\lambda_{r}-1-k_{f}\lambda" f_{\mu 1}-\lambda’--k’\lambda’)^{*}$

$=$ $b_{r-1}^{*}(\mu-\lambda_{r-1}-k_{r}\lambda_{r})(f_{\mu-\lambda_{f}-}-1k_{r}\lambda r’ f_{\mu-}\lambda_{\mathcal{P}-}1-k\mathrm{r}\lambda,)^{*}$

となる. 以下同様にして, 結局,

$rk_{i}-1$

$(f_{\mu}, f_{\mu})^{*}= \prod\prod b_{i}^{*}(k1\lambda 1+\cdot;. +ki-1\lambda i-1+j\lambda i)$ .
$i=1j=\mathit{0}$

を得る.

次に, $f,$ $g\in \mathrm{C}[\mathfrak{n}_{i}^{+}]$ の時, $(f, g)_{\lambda}^{*}=\varphi_{\lambda}(g^{*}f)$ は $g^{*}f\in U(\mathrm{g}_{i})$ だから, $(, )_{\lambda}^{*}$ の定義を見れば,
$\lambda$ を $\lambda|_{\mathfrak{p}:}$ に取り替えても値は変わらない. つまり, $M(\lambda)$ の代わりに $M(\lambda|_{\mathfrak{p}_{i}})=U(\mathrm{g}_{i^{\wedge}})\otimes u_{(\mathfrak{p}:})$
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$\mathrm{C}_{\lambda|_{\mathfrak{p}:}}$ の中で計算できる. 従って,

$(f_{\mu-k_{ff}}\lambda, f_{\mu k\lambda}-r\mathrm{r})_{\lambda}^{*}$ $=$ $(f_{\mu-k_{rf}}\lambda, f\mu-k_{\gamma}\lambda_{r})^{*}\lambda|_{\mathfrak{p}_{f-1}}$

$=$ $(\Psi_{\lambda|_{\mathfrak{p}_{r-}1}}(f^{*}r-1fr-1)f\mu-\lambda_{r}-1-kf\lambda f’ f_{\mu\lambda}-\lambda_{f}-1-kfr)*\lambda|\mathfrak{p}_{r-}1$

$=$ $\beta_{\lambda,r-}^{*}1(\mu-\lambda_{r}-1-k_{r}\lambda_{r})(f\mu-\lambda_{\mathrm{r}-}1-k_{f}\lambda r’ f\mu-\lambda f-1^{-}k,\lambda f)_{\lambda|_{\mathfrak{p}_{f}}}*-1$

となる. 以下も同様であるから, これについても結局,

$rk_{:}-1$

$(f_{\mu}, f_{\mu})^{*} \lambda=\prod-\square \beta_{\lambda,i}^{*}(k1\lambda 1+\cdots+k_{i-}1\lambda_{i}-1+j\lambda i)$

$i=1j=0$

を得る.

これらに定理 81を適用すると次が得られる.

$\text{系}9.1([13\})\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{r}\lambda_{r}(k_{j}\in \mathrm{z}_{\geq 0})$ に対し,

$q_{\lambda}^{*}( \mu)=\prod_{i=1}^{r}ki-1j=\mathit{0}\prod b_{i}^{*}(k_{1}\lambda.1,\cdot+\cdots+k_{i}-1\lambda i-1+.j\lambda_{i}-(\lambda \mathit{0}\rho_{i}+)0\lambda i)$ .

口

$q_{\lambda}^{*}(\mu)$ が b- 関数の積として表された. 最後に $L(\lambda)$ がユニタリ化可能であるための条件を

述べる.

命題 92 $b_{i}(s)=b_{i}(S\lambda_{i})(s\in \mathrm{C}, i\in\{1, \ldots, r\})$ とおく. 次は同値である.

(1) $M(\lambda)$ の既約剰余加群 $L(\lambda)$ がユニタリ化可能である.

(2) 定義 45で定められた, $M(\lambda)$ 上の反変半線形形式 $(, )_{\lambda}^{*}$ が非負定値.

(3) 全ての $\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{r}\lambda_{r}(k_{j}\in \mathrm{z}_{\geq 0})$ に対し, $(-1)^{\mathrm{d}\mathrm{e}}\mathrm{g}f\mu q^{*}\lambda(\mu)\geq 0$ .

(4) $\lambda^{0}=a_{i}+1(i\in\{1, \ldots , r\})$ または $\lambda^{0}<a_{r}+1$ . ここで $\lambda^{0}$ は $\lambda=\lambda^{0}\varpi_{i_{0}}$ で定まる複

素数であり, $a_{i}$ は, $b_{i-1}(s)$ の零点ではない, 唯–の $b_{i}(s)$ の零点.

証明補題 52により (1) と (2) が, 命題 64により (1) と (3) が同値である. 以下で (3) と (4)

の同値性を示す. ここまでは, 証明を略している箇所においても, b- 関数についての情報と

しては, 多項式 $b_{i}(s)$ が $s$ について $i$ 次であることしか用いていないのだが, ここでは $b_{i}(s)$

の具体的な形を必要とする.
まず, $1\leq i<j\leq r$ に対し,

$c=\#\{\alpha\in\Delta L\mathrm{n}\Delta^{+}; \alpha|\mathfrak{h}-=(\gamma_{j}-\gamma i)/2\}$
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とおく ([13, Definition 104], $\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}[15,$ \S 1]) . これは, $i,$ $j$ のとりかたによらず,

$c= \frac{2}{r(r-1)}(\#\Delta_{N,r}^{+}-r)$

である ( $\mathrm{R}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}-\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[10$ , Th\’eor\‘em 57] も見よ) .
$i\in\{1, \ldots, r\}$ に対し,

$\rho_{i}^{0}=\frac{i-1}{2}C+1$

であることがわかる ([13, (10.4)1) .
そして, $i\in\{1, \ldots, r\}$ に対して定数 $d_{i}\in \mathrm{R}_{>\mathit{0}}$ が存在して

(9.1) $b_{i}^{*}(_{S})=(-1)^{i}di \prod^{i-}j=01(S+1+\frac{j}{2}C)$ ,

である ([13, Proposition 10 .5, Lemma 13.4]. また $\mathrm{R}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}-\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[10$ , Th\’eor\‘em
$5.7],\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{h}$[ $15$ , Theorem 33] も見よ) .
また $\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{i}\lambda_{i}(k_{j}\in \mathrm{C})$ に対し,

$b_{i}^{*}( \mu)=\frac{b_{i}^{*}(k_{1}+\cdots+k_{i})}{b_{i-1}^{*}(k_{1}+\cdots+k_{i})}\cdots\frac{b_{2}^{*}(k_{i1}-+ki)}{b_{1}^{*}(k_{i1}-+ki)}b_{1}^{*}(ki)$

である ([13, Proposition 10.1, Lemma 134]) . これらと系 9.1より,

$r$ $k_{i}$

(9.2) $q_{\lambda}^{*}( \mu)=(-1)\deg f\mu\prod\prod b^{*}(i\lambda^{\mathit{0}_{-}}(j+ki+1+\cdots+k_{r}))$ ,
$i=1j=1$

であることが計算によりわかる.
では (3) を仮定して (4) を導 $\langle$ . (3) より, すべての $\mu=k_{1}\lambda_{1}+\cdots+k_{r}\lambda_{r}(k_{j}\in \mathrm{z}_{\geq 0})$ に

対し,
$f$ $k_{:}$

$0 \leq(-1)\deg f\mu q\lambda(*\mu)=\prod\prod b_{i}*(\lambda 0_{-}(j+ki+1+\cdots+k_{r}))$

$i=1j=1$

である. 特に, $\mu=\lambda_{t}(t\in\{1, \cdots, r\})$ の時は, 0\leq bt*(\mbox{\boldmath $\lambda$}o--l)、である.
すべての $t\in\{1, \cdots, r\}$ に対し, $b_{t}^{*}(\lambda^{\mathit{0}_{-}}1)\neq 0$ であるとき, つまり, すべての $t\in\{1, \cdots, r\}$

に対して,

$0<b_{t}^{*}( \lambda^{\mathit{0}}-1)=(-1)^{t}d_{l}\prod_{j0}^{-}t1=(\lambda^{0}+\frac{j}{2}c)=d_{\iota\prod_{=}^{t-1}(C)}j\mathit{0}-\lambda^{0}-\frac{j}{2}$

であるとき, $d_{i}>0,$ $C>0$ だから, $\lambda^{0}<-(r-1)c/2=a_{t}+1$ である. 従って (4) が導かれ
た.
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次に, (4) を仮定して (3) を導く. (9.1), (9.2) より, 正定数倍を除いた等式,

(9.3) $(-1)^{\mathrm{d}} \mathrm{e}\mathrm{g}f\mu q^{*}\lambda(\mu)=\prod_{=i0m}\prod^{r^{-}}r-1ki+1+\cdots+k=01(-\lambda^{0_{-}}\frac{i}{2}c+m)$

がわかる. もし $\lambda^{0}<a_{r}+1=-(r-1)c/2$ ならば, $-\lambda^{0}>(r-1)c/2$ なので, (9.3) 右辺の
全因数は非負である. この場合は (3) が成立する.

最後に, ある $t\in\{1, \cdots, r\}$ に対して, $\lambda^{0}=a_{t}+1$ であると仮定する. まず, $i\geq t-1$ に対

して, $(-\lambda^{0}-iC/2+m)$ という因数が (9.3) 右辺に現われるならば, $(-\lambda^{0}-(t-1)c/2+0)$

という因数も現われているはずである. この因数は $0$ なので (3) が成立する.

方, (9.3) 右辺に現われる因数は, すべて $i<t-1$ を満たしているならば, 因数はすべて

正であり, やはり (3) は成立する.

以上で (1) から (4) までの同値性が証明された $\square$
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