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概要. 代数方程式の全部の根を同時に求める Durand-Kerner法系統の反復解法は, 大抵の初期値
に対して真紅に収束することが経験的に知られている. しかし, その初期値と代数方程式の根があ
る特別な位置関係になったときには, 反復回数が増えるに従って, 反復解法の理論的に導き出さ
れた近似解の動きと数値的に求められた近似解のそれとは全然異なるものになることがある. 本
稿ではそのような現象が起こる場合と起こらない場合とについて, ある 2次方程式を例にとって
その理由について考察することにする.

1 はじめに

$n$次代数方程式

$P(z)=a_{0^{Z^{n}}}+a_{1}z^{n-1}+\cdots+a_{n-1}z+a_{n}=0$ $(a_{0}\neq 0)$ (1.1)

の全ての根を同時に求める反復法は–般に全紙同時反復法と呼ばれる. その中には, 2次収束する
Durand-Kerner 法 (以下, D-K 法と呼ぶ) [3] [7] や 3次収束する Ehrlich-Aberth 法 (以下, E-A
法と呼ぶ) などがある [1] [4]. 全根同時反復法の研究は, Weierstrass [9], Durand [3], Dochev [2]
らの先駆的研究がそのきっかけになって始まったが, 最近の分散メモリ型並列計算機の急速な発
達とその普及に伴って, それらの反復解法が持つ自然な並列性が現在も注目を浴びている [8].
従来より全根同時反復法に対して,「どのような初期値を選んでも高根同時反復法は必ず収束す

るのか ? 」 という素朴な疑問が存在する. しかし, この命題に対して現在までのところ理論面か
らは部分的な解答しか得られていない [5]. -方, 近似解が収束しない数値例については, 例えば,
文献 [10] で, 方程式が $P(z)=z^{2}+1=0$ のとき, 初期値を実軸にとると D-K法が発散すること
が報告されている. また, 文献 [6] では, 方程式が $P(z)=z^{4}+1=0$ のとき, 初期値を実軸上と
虚軸上にそれぞれ与えると数値解が振動したという報告がなされている. しかし, いずれにおい
ても理論的な考察はされていない.
そこで, 本稿の目的は, D-K 法や E-A法のような全根同時反復法の初期値と代数方程式の根

がある特別な位置関係になったとき, 反復回数が増えるに従って, 理論的に導き出された近似解
の動きと数値的に求められた近似解のそれとが全然異なったものになっていく場合とそうでない
場合があることを 2次方程式を例にとって報告し, その理由について考察することにある.
最後に, 本稿の構成について述べる. まず, 第 2節で全根同時反復法の $-$つである Durand-

Kerner 法と Ehrlich-Aberth 法のアルゴリズムについて簡単に紹介する. 第 3節では, 方程式の
根と反復法の初期値がある特別な位置関係にある 2次方程式の例を二つ紹介する. 第 4節では
Durand-Kerner法そして第 5節では Ehrlich-Aberth法について, 各々の反復法の近似解の動きを
まず理論的に明らかにし, さらにそれと数値計算で求められた近似解の動きとを比較し, 両者の
差異を明らかにする. 第 6節で本研究のまとめを行なう.
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2 D-K 法と E-A 法

与えられた $n$ 次代数方程式

$P_{n}(z)$ $=$ $a_{0}z^{n}+a1z-1+n\ldots+an$ (2.1)

$=$ $a_{0}. \prod_{*=1}(z-\alpha_{i})n=0$ $(a_{0}\neq 0)$ (2.2)

の全部の根 $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdots,\alpha_{n}$を適当な初期値から出発して同時に求めていく反復解法, すなわち,

$z_{i}^{\mathrm{t}^{k+}}1)$
$=$

$z_{1}^{(k)}.-\sigma_{1}^{\mathrm{t}^{k})}.$ , (2.3)

$\sigma_{1}^{(k)}.$

.

$=$ $\frac{P_{n}(z_{:^{k}}^{()})}{a_{0}\prod_{j}^{n}\neq:(z:zj(k)_{-}(k))}$ $(i=1, \cdots, n)$ (2.4)

で表される反復解法を D-K 法と呼ぶ. ここで, $\text{上付き添字}\mathrm{t}k$) は反復回数を表す. この D-K 法
は, Newton法の 1種であるから, 求めた近似解 $z^{(k)}$: が $P_{n}(z)=0$ の根\alpha i の十分よい近似解でかつ

根 $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdots,\alpha_{n}$がすべて異なる場合には 2次収束する. ここで, (2.3) 式を D-K 法のアルゴリズ
ムと呼び, (2.4) 式を D-K 法の補正項と呼ぶことにする.

方, Aberth は, (2.2) 式に示した $n$ 次代数方程式の両辺の自然対数をとり, それを微分す
ることにより, 次の (2.5) 式に示す反復解法を導いた.

.

$\frac{P_{n}(z_{i}^{(k}))}{P_{n}’(z_{i})(k)}$

$z_{i}^{(k+}1)=z_{i}^{(k)}-$ $(i=1, \cdots, n)$ . (2.5)

$1- \frac{P_{n}(z_{i}^{\mathrm{t}k)})}{P_{n}’(z^{\mathrm{t}^{k)}})\dot{|}}\sum_{\neq ji}^{n}\frac{1}{z_{i}^{(k)_{-}\langle}z_{j}k)}\mathrm{j}--1$

この反復解法は Ehrlich-Aberth 法とも呼ばれる. 収束次数は 3次である.

3 方程式の根と反復法の初期値との位置関係

3.1 第 1例

ここでは, 解くべき方程式の根と初期値が, 図 1に示すような複素平面上で特別な位置関係に
なったときについて考える. このような相対的な位置関係をここでは天空凧型と呼ぶ. 方程式を
(3.1) 式に, 初期値を (3.2) 式に示す.

$P_{2}(Z)$ $=(z-(a+bi))(z-(a’+bi))$ , (3.1)
$z_{1}^{(0)}$ $=c+di$ , $z_{2}^{\langle 0)}=c+d’i$ . (3.2)

ここで, $a,$ $a’,$ $b,$ $c,$ $d,$ $d’$ はすべて定数であり, $d+d’=2b$ の関係がある.
図 1において, 印は方程式の根, o印は初期値そして点 $\mathrm{M}$ は AC と–BDの交点を表す. また, $d+d’$

$=2b$ の関係から–BM$=\overline{\mathrm{D}\mathrm{M}}$ , すなわち, $\overline{\mathrm{D}\mathrm{A}}=\overline{\mathrm{B}\mathrm{A}},$ $\overline{\mathrm{B}\mathrm{C}}=\overline{\mathrm{D}\mathrm{C}}$ となる.
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図 1: 天空凧型の場合の根と初期値の位置関係

3.2 第 2例

ここでは, 解くべき方程式の根と初期値が, 図 2に示すような複素平面上で特別な位置関係に
なったときについて考える. このような相対的な位置関係をここでは菱形と呼ぶ. 方程式を (3.3)
式に, 初期値を (3.4) 式に示す.

$P_{2}(z)$ $=(z-(a+bi))(z-(2\mathrm{c}-a+bi))$ , (3.3)
$z_{1}^{10)}$ $=c+di$ , $z_{2}^{10)}=c+(2b-d)i$ . (3.4)

ここで, $a,$ $b,$ $c,$ $d$ はすべて定数であり, $d-b=\pm(c-a)$ の関係がある.
図 2において, 印は方程式の根, 。印は初期値そして点 $\mathrm{M}$ は Aでと–BDの交点を表す. また, $d-b$
$=\pm(c-a)$ の関係から $\mathrm{B}\mathrm{M}=\overline{\mathrm{D}\mathrm{M}}$ , すなわち, AB $=\overline{\mathrm{C}\mathrm{B}}=\overline{\mathrm{C}\mathrm{D}}=\mathrm{A}\mathrm{D}$ となる.
次の節では, 方程式の根と初期値が上で述べたような二種類の相対的な位置関係 (天空凧型と

菱形) にあるときの D-K 法と E-A 法の近似解の動きについて, そのアルゴリズムを元に考えるこ
とにする.

4 D-K 法の近似解の動きの解明と数値実験

4.1 天空凧型の場合

(2.3) 式に示した D-K 法のアルゴリズムと $d+d’=2b$ の関係から, 初期値 $z_{1}^{(0)}$ を出発点とし
て D-K 法の反復計算を 1回行うと, 次の近似解 $z_{1}^{(1)}$の値は

$z_{1}^{\langle 1)}= \frac{a+a’}{2}+\frac{(d^{2}-b^{2})+(C-a)(c-a’)}{2(d-b)}i$ (4.1)
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図 2: 菱形の場合の根と初期値の位置関係

となる. 同様に, もう –つの初期値 $z_{2}^{(0)}$を出発点として D-K法の反復計算を 1回行うと次の近似
解 $z_{2}^{\langle 1)}$の値は

$z_{2}^{(1)}= \frac{a+a’}{2}+\frac{(d^{22}-4bd+3b)+(c-a)(c-a’)}{2(d-b)}i$ (4.2)

となる. ここで, $\frac{a+a’}{2}$ を $A$ , (4.1) 式の虚数部を $B$ , (4.2) 式の虚数部を $C$とおく. D-K 法の反

復を引続きさらに 1回繰り返すと, そのときの近似解 $z_{1}^{(2)}$ , $z_{2}^{(2)}$の値は, (2.3), (2.4) 式から

$z_{1}^{\langle 2)}$

$=$ $A+(B+ \frac{(A-a)(A-a’)-(B-b)^{2}}{B-C})$ ら

$z^{(}2)$
$=$ $A+(C- \frac{(A-a)(A-a’)-(^{c_{-}}b)^{2}}{B-C})i$ (4.3)

となる. ここで, $A= \frac{a+a’}{2}$の関係から, (4.3) 式の $z_{1}^{(2)(2)},z2$ と, (4.1) 式の $z_{1}^{(1\rangle}$ , (4.2) 式の $z_{2}^{(1)}$

の実数部がすべて等しいことがわかる. これは, D-K 法の補正項の計算の中に, その虚数部に
$(2A-a-a’)$ という項を含む関数値 $P_{2}(z_{1}^{()1k}),P_{2}(z)k2)$ の計算が含まれているためである. この
結果? $P_{2}(.z_{1}^{(k)})$ , $P_{2}(z_{2}^{(k)})$ は常に実数, そして (2.4) 式の D-K 法の補正項は常に虚数になる. した

$a+a’$
がって, 近似解の実数部: は反復を繰り返しても変化しない. 以上の考察から, 方程式の

根と反復の初期値が天空凧型の位置関係にあるとき, D-K 法の近似解は複素平面上で虚軸に平行

な直線 $(z= \frac{a+a’}{2} )$ 上を動くことがわかった

42 菱形の場合

$z_{1}^{10)}$ , $z_{2}^{(0)}$ を反復の初期値とし, D-K 法の反復計算を 1回行うと, 近似解 $z_{1}^{(1)()},$$z_{2}1$ は, $d-b=$
$\pm(c-a)$ の関係から, まったく同じ値

$z_{1}^{(1)}=c+bi$ , $z_{2}^{(1)}=c+bi$ (4.4)
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となる. このため, $z_{1}^{(1)}-z_{2}^{1}1$
)

$=0$ となり, (2.4) 式の D-K法の補正項の分母は $0$ になる. そのた
め, それ以降の反復の繰り返しは出来なくなる.

4.3 数値実験による検証

GATEWAY社の G6-200(Pentium Pro, $200\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{Z}$ ) を用いて数値実験を行った. プログラムは $\mathrm{C}$

言語で作成し, 演算はすべて倍精度演算で行った. 天空凧型のときの反復 100回までの D-K 法の
近似解の軌跡を図 3に示す. また, (3.1), (3.2) 式中の定数は $a=-1,$ $a’=3,$ $b=2,$ $c=5,$ $d=-2,$ $d’=6$

とした. すなわち, 方程式 $P_{2}(z)=(z-(-1+2i))(z-(3+2i))$ , 初期値 $z_{1}^{\langle 0)}=5-2i,$ $z_{2}^{(0}$
) $=5+6i$

である.

図 3: 天空凧型の場合の D-K 法の近似解の軌跡.

図 3から, 近似解は前の 41節で導出した

$z= \frac{a+a’}{2}=\frac{-1+3}{2}=1$ $.(4.5)$

という虚軸に平行な直線上を動いていることがわかる. さらに, 100回を超えた後も計算を繰り返
すと 167回目の反復で収束した. これは, 反復回数が増えるに従って近似解の中に数値誤差が入
り, その結果本来 $0$ である $(2A-a-a’)$ の値がそうならなくなったためである.

.

方, 菱形の場合には, 定数の値を $a=-1,$ $b=1,$ $c=2,$ $d=0$ として数値実験を行った. すなわ
ち, 方程式乃 (z) $=(z-(-1+i))(z-(5+i))$ , 初期値 $z_{1}^{10)}=2,$ $z_{2}^{(0)}=2+2i$ である. このとき
の結果を表 1に示す. 前の 42節で行った考察のように, 実際にも D-K 法の反復は 1回だけ行う
ことができ, それ以降は, $z_{1}^{(1)},,$ $z^{\langle 1)}2$の値が等しくなったために計算ができなかった.
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表 1: 菱形の場合の近似解の値の変化.

5 E-A 法の近似解の動きの解明と数値実験

51 原点周りの天空紅型の場合

ここでは, 一般の天空凧型を考える前に, その特別の場合, すなわち定数 $a’=-a,$ $d’=-d,$ $b$

$=0$ のときを考える. このとき, 方程式の根は $z=a,$ $z=-a$ であり, 初期値は $c\pm di$ となる. こ

のときの E-A法の近似解の動きについて考える. 図 4に方程式の二つの根:A, $\mathrm{C}(\mathrm{E}\mathrm{p})$ と初期値:B,
$\mathrm{D}$ ( 印) の位置関係を表す.

図 4: 方程式の根:z $=a,$ $z=-a$ と初期値 $c\pm di$ の位置関係.

次に, 定数を $a=2,$ $a’=-2,$ $b=0,$ $c=1,$ $d=3,$ $d’=^{-3}$ とおく. このとき, 方程式: $P_{2}(z)=(z-2)(z-$

$(-2))$ , 初期値: $z_{1}^{(0)}=1+3i,$ $z_{2}^{10)}=1-3i$ になる. E-A法の近似解の軌跡を図 5に示す. 反復を
1000回繰り返しても解 $(z=a, z=-a)$ に収束しなかった. 図 5の近似解の軌跡の様子から, E-A
法の近似解はある円の別路を動くと推測される.

そこで, 次にこの円について考える. まず, 円の中心を求めると, 図 6に示すように初期値と
第 1近似解を結ぶ線分の垂直 2等分線の交点が中心である.
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図 5: E-A 法の近似解の軌跡 (反復 100回までを表示, 1000回でも収束せず).

図 6: 初期値:D(B) と第 1近似解: $\mathrm{D}’(\mathrm{B}’)$ を結ぶ二つの垂直 2等分線と円の中心.
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そこで, 初期値と第 1近似解を結んだ線分の垂直 2等分線から円の中心の座標を求めると,

$( \frac{a^{2}+c^{2}+d^{2}}{2c},0)$ (5.1)

となる. 円の半径は中心から初期値までの距離から求められる.
ここで, 方程式の根と第 1近似解の相対的な位置関係を調べてみると, やはり天空凧型となっ

ている. このため, 反復 1回目のときと同様に, 第 1近似解をいま新たな初期値と考えると, 次
の第 2近似解も同じ円め周上に位置することが推測できる. このようにして, 得られた近似解を
次の反復の新たな初期値とみなすと, 方程式の根と近似解の相対的な位置関係は常に天空凧型で
あり, それらは円の中心が (5.1) 式で表される円の円周上を動くと思われる.
そこで, 近似解が (5.1)式を円の中心とする円周上にあるかどうかを確認するために, 図 5に示し

た近似解の軌跡に円を重ねて描いたものを図 7に示す. ただし, $a=2,$ $a’=-2,$ $b=0,$ $c=1,$ $d=3,$ $d’=-3$

とする. この図から, 円の中心: $((2^{2}+1^{2}+3^{2})/2,0)=(7, \mathrm{o})$ , 円の半径: $\sqrt{(7-1)^{2}+(0-3)^{2}}=\sqrt{45}=$

$3\sqrt{5}=$. 6.708203932を持つ円の周上を近似解が動いていることが確かめられた. 表 2に, 反復 200
回ごとの近似解 $z_{1}^{10)}$ の値とそれと円の中心 $(7,0)$ との距離を示す. 円周上を近似解が動いている
ことが数値からもわかる. また, 定数 $a$ については, 整数値ではなく $a=2.1,$ $a’=^{-2.1}$ のように変

えても計算したが, 反復 1000回繰り返しても上と同様に収束しなかったことを付記する.

図 7: 近似解の軌跡と理論から求めた円を同時に描いたもの (反復 100回まで表示).

5.2 一般の天空船型の場合

ここでは, 前の節の原点周りの天空凧型の場合の考察結果に基づいて, 方程式の根と初期値
が–般の天空凧型の場合にあるときの反復法の近似解の軌跡について考える. いま, 実軸方向に

$\frac{a+a’}{2}$ , 虚軸方向に $b$ だけ平行移動した場合を考えると, この場合もその近似解は円の周上を動
$\langle$ . その概略を図 8に示す.
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表 2: 反復ごとの近似解 $z_{1}^{\langle^{0)}}$ の変化.

(a) 原点周りの天空凧型 (b) 一般の天空凧型

図 8: $\text{原点周りの天空凧型を実軸方向に}\frac{a+a’}{2}$ , 虚軸方向に $b$ だけ平行移動したもの.
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次に近似解が動く円の中心の座標について考えると, 原点周りの天空凧型の位置関係の場合で
求めた円の中心の座標から, 一般の天空凧型の近似解の動く円の中心の座標は

($\frac{(a-\frac{a+a’}{2})^{2}+(C-\frac{a+a’}{2})^{2}+(d-b)^{2}}{2(c-\frac{a+a}{2})},$ , $0$) (52)

と表されることがわかる. さらに, $\text{実軸_{の}正_{の方}向^{に}\frac{a+a’}{2}}$ , 虚軸の正の方向に $b$ だけ平行移動し

て元の位置関係に戻したときを考えると, 一般の天空凧型の場合の E-A法の近似解は,

$\frac{(a-\frac{a+a’}{2})^{2}+(c-\frac{a+a’}{2})^{2}+(d-b)^{2}}{2(c-\frac{a+a}{2})},+\frac{a+a’}{2},$ $b)$ (5.3)

を円の中心とし, この点から初期値までの距離を半径とする円の周上を動くことがわかる.

図 9に, 方程式の係数や初期値などを $a=-1,$ $a’=3,$ $b=2,$ $c=5,$ $d=-2,$ $d’=6$ (4.3節で使用した
値と同じ値) としたときの E-A 法の近似解の動きを追跡したものを示す. また, (5.3) 式に上の定

数を代入すると円の中心は点 (5.5, 2.0), 半径は $\sqrt{(55-5)+(2-(-2))}=\sqrt{1625}=$. 4.031129
になる. 図 9の近似解の軌跡からもわかるように, 方程式の根と初期値の位置関係が–般の天空凧
型の場合は, E-A法による近似解は点 (5.5, 2.0) を中心とし半径が約 4031129の円め周上を動く.
ただし, 図 9において, 収束する直前の数回の二つの近似解は各々点線で結んで表示した. 二つの
近似解の表示の印も変えて表示した. これにより, E-A法の近似解が反復が進んだとき, 数値誤

差により方程式の二つの真の根に近似解が収束する様子がよくわかる.
数値誤差の反復回数に対する影響の度合を見るため, 表 3に初期値を微小変化させたときの収

束までの E-A 法の反復回数の変化を示す. これは, 方程式の係数や初期値を $a=-1,$ $a’=3,$ $b=2$ ,
$c=5,$ $d=$ -2+Em $\cross$ (定数), d/=6+Em $\cross$ (定数) としたときのものである. ここで, $E_{m}$は計算

機イプシロンを表し, 2.22 $\cross$ 10-16程度の小さな値である. 初期値に入れた微小変化の大きさを増
すと真の解に収束するまでの E-A法の反復回数が徐々に減少していることが表からわかる. なお,

全ての計算を単精度演算で行なった場合は, E-A法の反復回数がおよそ半分の 20回で収束したこ
とを付記する.

表 3: 初期値を微小変化させたときの E-A法の反復回数の変化.

5.3 菱形の場合

点 $z_{1}^{(0)}$ , $z_{2}^{(0)}$を初期値として, E-A 法の反復を 1回行ったときの近似解 $z_{1}^{(1)}$ , $z_{2}^{(1)}$ は, (2.5) 式に

示す E-A 法と $d-b=\pm(c-a)$ の関係から

$z_{1}^{(1)}=c+(2b-d)i$ , $z_{2}^{\langle 1)}=c+di$ (5.4)

となる. これは初期値が単に入れ替わっただけである. E-A法の近似解の様子は, 数値実験によっ

ても表 4のように示され, 上の考察が妥当であることが確かめられた.
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図 9: E-A 法の収束の様子 (反復 39回で収束).

表 4: 菱形のときの E-A法の近似解の様子 ( $a=-1,$ $b=1,$ $c=2,$ $d=0$ のとき).
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6 まとめ

解くべき代数方程式の根と全機同時反復法である D-K 法や E-A法の初期値がある特別な位置
関係になったとき, 反復回数が増えるに従って, 理論的に導き出された近似解の動きと数値的に
求められた近似解のそれとは全然異なったものになってしまう例と, 理論通りの動きを数値的近
似解も辿る例の二つのタイプがあることを報告した.
すなわち, 天空凧型の配置の場合は, D-K 法と E-A法どちらとも反復の最初の段階では, 理

論式から導かれた軌道 (D-K法は直線, E-A法は円周) 上を数値的に得られた近似解も動いていく.
しかし, 反復回数が増えるに従って, 数値的に求められた近似解は理論から導き出した近似解と
は異なり始め, 最終的には方程式の真の根に収束する, という現象が観察された. また, このと

きの反復回数の多いか少ないかは数値誤差の大きさに依ることも明らかになった.
方, 菱形の配置の場合は, 理論的な考察から, D-K法は第 1回目の近似解が等しくなるため

それ以後の計算は不可能になり, E-A 法では二つの初期値が反復ごとに交互に入れ替わる近似解
になる, ことが分かった. また, 数値計算においても同様の現象が起こることが確認された.
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