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1 はじめに

本稿では、 浮動小数係数多変数多項式に対して、 それらの終結式を 5つの代表的な方法

で計算し、 その誤差について考察する。浮動小数係数多変数多項式の終結式を計算する場

合、 用いる算法によって大きな桁落ちが起きたり起きなかったりする。昨年度は 4つの方

法に対して実験し、 いぐつかの方法では非常に大きな桁落ちが生じることを実証したが、

その理由は明らかでなかった。そこで今回は、 昨年発表したの各算法や実験結果を踏まえ

た上で、 さらなる実験を行って桁落ち誤差の原因を解明する。

多変数多項式の終結式計算の手法には、 Sylvester 行列式を計算、 Bezout 行列式を計算
$[\mathrm{K}\mathrm{A}69]\text{、}$ 部分終結式算法で多項式剰余列を計算 $[\mathrm{B}\mathrm{T}71]\text{、}$ 多項式補間に基ずく、 Collins の

アルゴリズム $[\mathrm{C}_{0}171]_{\text{、}}$ 頭項消去法で主係数を消去する $[\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{s}91\mathrm{b}]_{\text{、}}$ の 5つの方法があげられ

る。 まず第 2章では、 昨年触れなかった Collins のアルゴリズムについて触れ、第 3章で

はそれぞれの算法に対しての実験結果を示す。第 4章では部分終結式算法、Collins のアル

ゴリズム、 Bareiss の算法が何故大きな誤差を引き起こすのか、 その理由を明らかにする。

2 終結式算法のサーベイ

本章では昨年度触れなかった Collins のアルゴリズムについて説明する。なお、 今回は

部分終結式算法 $[\mathrm{B}\mathrm{T}71]\text{、}$ Bareiss のアルゴリズム $[\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{r}68]\text{、}$ 効率的ガウス消去法 [SM82] の

説明を割愛する。 これらの算法については、 昨年度の数理研講究録あるいは参考文献を参

照されたい。
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2.1 Collins のアルゴリズム

Collins の算法とは、 与式を 1変数多項式に写像し、 1変数多項式の終結式から答えを補

間するという方法である。すなわち、 変数 $y,$ $\cdots,$ $z$ に数値 $y_{i},$ $\cdots,$ $z_{i}(i=1, \cdots, N)$ を代

入して、 $N$ 組の 1変数多項式の終結式

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F(x, y_{i}, \cdots, z_{i}), G(x, y_{i}, \cdots, z_{i}))$, $i=1,2,$ $\cdots,$
$N$ (1)

を計算し、 これらの終結式 (数値) から $y,$ $\cdots,$ $z$ の多項式である終結式を補間する方法であ

る。 ここで、 補間法としては Lagrange 補間法、 あるいは Newton 補間法がある (詳しく

は [LiP71] $)$
。

$N$ の値は次のように定める。 まず、 Sylvester 行列式か Bezout 行列式から、

求めるべき多項式の $y,$ $\cdots,$ $z$ に関するそれぞれの上限次数 $N_{y},$ $\cdots,$
$N_{z}$ を決める。つまり、

次式を満たすような $N_{y},$ $\cdots,$
$N_{z}$ を決める。

$\deg_{y}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t})\leq N_{y},$
$\cdots$ , $\deg_{z}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t})\leq N_{z}$ (2)

これら $N_{y},$ $\cdots,$
$N_{z}$ から $N=(N_{y}+1)\cross\cdots\cross(N_{z}+1)$ と定めればよい。

3 実験

我々は、 上記の 5つのアルゴリズムに対して、 これらの算法を数式処理システム GAL

に実装し、 2\sim 4変数の多項式に対して実験し、行列式の係数に含まれる誤差を調べた。具

体的には、 有理係数多項式君, $G_{r}$ とそれらを浮動小数係数に変換した多項式 $F_{f},$ $G_{f}$ に対

して、 それらの終結式 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{r}, G_{r})$ と $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{f}, c_{f})$ を計算し、 計算結果の対応する係数どう

しを比較して、 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{f,f}c)$ の各係数に含まれる誤差を測定した。以下において、 最大 (最

小) 相対誤差とは、 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{f}, G_{f})$ の各係数の相対誤差のうち最大 (最小) のものを表わす。 ま

た、 アルゴリズムを次の記号で表すものとする。

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{S}\mathrm{o}$ : 部分終結式算法 (Original)

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{S}\mathrm{i}$ : 部分終結式算法 (Improved)

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{r}$ :Collins のアルゴリズム (補間点は実軸上)

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{C}$ :Collins のアルゴリズム (補間点は複素平面上)

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{M}$ : 小行列展開法

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{G}$ : ガウス消去法

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{E}\mathrm{G}$ : 効率的ガウス消去法

3.1 Collins のアルゴリズム

Collins のアルゴリズムにおいての桁落ち誤差は補間点に大きく依存する。そこで補間点

を実軸上に選ぶ場合と、複素平面上に選ぶ場合を比較した。
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例 2-1 $R_{2,1}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{2},1/310, G2,1/3.0)$

$\{$

$F_{2,1}=(y+1)x^{4}+(2y^{2}-3)_{X}2+(y^{2}+y-3)x-(y^{3}-2y^{2}+y)$

$G_{2,1}=(y^{2}+2y-1)x^{3}+(y-1)2X+(y^{3}-3y^{2}+y+5)$

$\deg(R2,1)=17$ , $0.00045<|\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}(R2,1)|<6.17$ .

$R_{2,1}$ の上限次数は Bezout の行列式で計算すると 20なので、補間点を $(y0, y1, y2, \cdots, y_{2}\mathrm{o})$

とし、 補間数を実数、複素数の場合に分けて、次のように定めた。ただし、 $r,$ $c$ は実数と

する。

$\{$

$(-10_{r}, -9r, \cdots , -r, 0, +r, \cdots , +9r, +10r)$

$(-5c, -(4\pm i)c,$ $\cdots,$ $-(1\pm 4i)_{C,(}\mathrm{o}\pm 5i)C,$ $+(1\pm 4i)C,$ $\cdots,$ $+(4\pm i)_{C,+5}C)$
(3)

表 1: 補間点の違いによる最大最小相対誤差

表 1は Lagrangeの補間公式を用い、 $r,$ $c=1.0,0.5,$ $\mathrm{o}.4,0.3,0.2,0.1$ と補間点を定め、Collins
のアルゴリズムで計算したときの係数の最大最小相対誤差である。それぞれのパラメータ

に対して、 各係数は次数が低い項ほど正確である。 また、 Newton の補間公式も用いてみ

たが、 誤差は表 1の値よりもはるかに大きくなった。

3.2 2変数多項式の場合
ここでは、 2変数多項式に対する実験結果を与える。なお、 Collins のアルゴリズムでは

Lagrange の補間公式を使い、 上記の実験結果を基に $r=c=0.5$ とした。

例 2-2 $R_{2,2}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}(F_{2,2}/7.0, G_{2,2}/7.0)$

$\deg(R_{2,2})=32$ , 0.00019 $<|\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}(R2,2)|<339$ .
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例 2-3 $R_{2,3}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{2,3}/3.0, G_{2,3}/3.0)$

$\{$

$F_{2,3}=(2y^{2}-1)^{26}x+(2y^{3}-3)2_{X}5-(y^{2}+1)^{2}x^{4}+(y^{3}+y^{2}-1)x2$

$-(2y^{3}-y+4)X+(y-33y2+y+5)$
$G_{2,3}=(2y+1)^{5_{X^{6}}}-(y-2)^{55}x+(2y^{2}+y-4)^{2_{X}4}-(y^{2}+2y^{-}1)^{2_{X^{2}}}(y^{2}-5)^{2}x$

$+(y^{4}+3y^{3}-2y+7)$

$\deg(R_{2,3})=50$ , $0.0016<|\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}(R2,3)|<1.4\cross 10^{12}$ .

表 2: それぞれの算法に対する最大相対誤差と計測時間 (ミリ秒)
ただし、 “

$\ldots$
” は、 どれかの係数が誤差だらけとなる場合で、

誤差だらけの係数の個数は以下のとおりである。

(1)23, (2)11, (3)6, (4)15, (5)39, (6)36, (7)44, (8)30, (9)23

表 2は 5つの算法 (細かく分類すると 7つの算法) で生じた、最大相対誤差及びタイミング
データを表わしている。 この中で、 改良していない部分終結式算法が大きな桁落ちを起こ

していることが分かる。改良した部分終結式算法や、 Collins のアルゴリズム、 ガウスの消
去法は、 改良していない部分終結式算法ほど桁落ちを起こしていない。 しかしながら、 問

題のサイズが大きくなってくると、 これらも大きな桁落ちを起こす。 ここでも、 小行列展

開法、 効率的ガウス消去法はほとんど桁落ちを起こさない。

3.3 3\sim 4変数多項式の場合

ここでは、 小行列展開法、 ガウスの消去法、 効率的ガウス消去法の各算法に対して実験
をした。

例 3-1 $R_{3,1}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{3,1}/3.0, G_{3,1}/3.0)$
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$\{$

$F_{3,1}=(y-z+1)^{2}X^{4}+(2y^{2}-3z^{2})x-3(y^{2}-3yz)_{X^{2}}+(y^{2}+y-3\mathcal{Z}^{2})x$

$-(y^{\mathrm{s}_{-}}2y^{2}\mathcal{Z}+y_{Z})2$

$G_{3,1}=(y^{2}+2yz-1)X+(3y+z-1)^{22}X-(yz+z^{2}+Z)X$

$+(y^{32}+3y-yZ^{23}+5z)$

$\#\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{s}(R\mathrm{s},1)=173$.
$|fi|\rfloor 3-2$ $R_{3,2}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{3,2}/7.0, G_{3,2}/7.0)$

$\{$

$F_{3,2}=(y-z+3)^{2_{X+()}}62y^{2}-3z2X^{5}-(y^{2}+3yZ)x^{4}+(y+2_{X}+3)^{22}x$

$+(yz-3y+2_{\mathcal{Z}})_{X}-(y^{2}+z^{2}-5)$

$G_{3,2}=(y^{2}+2y_{Z}-3)x^{4}+(y+z-5)2X-3(y^{2}+2yZ)x^{2}-(yz+z^{2}+5z)X$

$+(2y^{2}-3yz^{2}+5Z+83)$

$\neq \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{s}(R_{3},2)=304$ .

例 4-1 $R_{4,1}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{4,1}/3.0, G_{4,1}/3.0)$

$\{$

$F_{4,1}=(y+z-u+1)^{2}X^{4}+(2y+Z^{2}-22u^{2})x-3(y-22yz+3zu)X2$

$+(y^{2}+3z^{2}-2zu-2u^{2})x-(y^{3}-2yz2+yz^{2}+2_{Z^{2}u}-3_{\mathcal{Z}^{3}}+u^{3})$

$G_{4,1}=(y^{2}+2yz+2zu-1)x+(3y+z-u-1)2_{X}2-(y_{Z+Z^{22}}-2u+z-u+1)X$

$+(y^{3}+3y^{2}-yZ+22Z-33zu+u^{2}-2\mathcal{Z}+u)$

$\neq \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{s}(R_{4},1)=$ 1275.

例 4-2 $R_{4,2}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{4,2}/7.0, G_{4,2}/7.0)$

$\{$

$F_{4,2}=(y-z+u+1)25X+(y-3Z+222u^{2})_{X-}4(y^{2}-yZ+2yu-2zu)x^{\mathrm{s}}$

$+(yz+z-22u)2x^{2}-(3yz+2z-2Zu)2x-(y-32y2_{\mathcal{Z}}y+z^{22}+2zu)$

$G_{4,2}=(y^{2}+2y_{Z+u-}yZ^{2}-3)x+(4y-z+2u-2)^{23}x$

$-(y^{22}+2yz-Z-2zu+2z)_{X^{2}}+(yz-3y+2_{Z}-u2)_{X}$

$-(y^{2}-2yz+z^{2}-zu+2u^{2}-2z+2u-5)$

#terms $(R_{4,2})=2201$ .

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}^{\mathrm{r}\mathrm{e}}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{E}\mathrm{G}44^{\cross}\cross 10_{0^{-}}^{-}1557\cross 18\cross 10^{-}\mathrm{s}59\cross 10_{000}- 413\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{G}74310_{08164}^{-07}88\chi 10- 04\cross 100_{3}321543\mathrm{x}_{10^{-1}}1019112^{-}0915640411378\cross 10- 1413\cross 10- 10_{1}14247231000$
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表 3: 3つの方法における最大相対誤差と計測時間 (秒)

ただし、 “
$\ldots$

”は誤差だらけの係数が現れたことを意味する。

表 3は小行列展開法、 ガウス消去法、 効率的ガウス消去法の最大相対誤差及びタイミン

グデータを表わしている。驚くべき事は、 小行列展開法がきわめて効率が良いことである。

しかしながら、今回試した方法では、 Bezout の行列式の $:\mathrm{T}$一ダーが小さい。もしオーダー

をあげると効率的ガウス消去法のデータの方が良くなるかもしれない。 しかし、 現実的な

計算機の性能や時間等を考えると、 小行列展開法が最良といえる。

3.4 大きな桁落ちが不可避的に生じる場合

以上の結果から、 小行列展開法や効率的ガウス消去法は大きな誤差を生まないと考えが
ちではあるが、入力多項式が近似的に共通の因子を持っている場合、 大きな誤差を生んで

しまう。 これは避けられないことである。 このことを具体的な例で示す。

例 5-1 $R_{2,4}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}(F_{2,4}/3.0, G_{2,4}/3.0)$

$\{$

$F_{2,4}=(x+y-1)\cross G_{2,1}+F_{2,1}/1000$

$G_{2,4}=(x-2y+1)\cross G_{2,1}$

$\deg(R_{2,4})=23$ , 3.6 $\mathrm{x}10^{-15}<|\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}(R2,4)|<2.6\mathrm{x}10^{-7}$.

例 5-2 $R_{2,5}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}(F_{2,5}/7.0, G_{2,5}/7.0)$

$\{$

$F_{2,5}=(_{X+y}-1)\cross G_{2,2}+F_{2,2}/1000$

$G_{2,5}=(x-2y+3)\cross G_{2,2}$

$\deg(R_{2,4})=41$ , 5.4 $\mathrm{x}10^{-15}<|\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}(R2,5)|<3.8\mathrm{X}10^{-7}$.

表 4: 入力多項式が近似的に共通の因数を持っている場合。

表 4は小行列展開法、効率的ガウス消去法で引き起こされる最大・最小相対誤差を表わし
ている。 この例では効率的ガウス消去法よりは小行列展開法の結果の方が良い。

4 大きな桁落ち誤差の原因

ここでは、部分終結式算法、Collins のアルゴリズム、部分終結式 PRS アルゴリズムが何

故大きな桁落ちを起こすのか、解明する。まず、次のケースで具体的に説明する。$\deg_{x}(F)=$
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$n+1,$ $\deg_{x}(G)=n$ :

$F=fn+1x^{n}++1fnX+n\ldots+f\mathrm{o}$ , $G=gn^{X}n+gn-1x+n-1$ . . . $+g_{0}$ . (4)

このとき、 擬剰余 $P_{3}\equiv \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}(g_{n}F, G)2$ は次の式で求められる。

$P_{3}$ $=$ $g_{n}^{2}F-(g_{n}f_{n+}1x+gnf_{n}-g_{n-}1f_{n}+1)G$

$=$ $x^{n-1}+\cdot$ . . $+x^{i}+\cdot$ . . . (5)

次に、 $\tilde{P}_{4}\equiv \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$( $1_{\mathrm{C}}(P3)^{2}c,$ Ps) は次の式で表わされる。

$\overline{P}_{4}=\sum_{i=0}^{n-2}$

$g_{n}$ $g_{n-1}$ $g_{i}$

(6)

$x^{i}$ 項の行列の係数を計算すると次のようになる。

$g_{n}^{5}\cross(-f_{n-1}f_{i1}-+f_{n-}2fi)$

$+$ $g_{n}^{4}\cross(g_{n-1}fnfi-1-gn-1fn-1fi+gn-2fn+1f_{i1}--g_{n}-2f_{n}fi-gn-3fn+1fi$

$-gifnf_{n}-2+g_{i}fn-12-gi-1fn+1f_{n-}2+gi-1fnf_{n-}1+gi-2f_{n+}1f_{n-1})$

$+$ $g_{n}^{3}\cross(-g_{n-}^{2}1f_{n+1f+\mathit{9}fn}i-1n2-1f_{i}+2gn-1gn-2fn+1f_{i}+gn-1gifn+1fn-2$

$-g_{n-}1gifnf_{n-}1^{-}gn-1g_{i}-1f_{n}2-g_{n}-1gi-2fn+1fn-2g_{n}-2g_{i}f_{n+}1f_{n}-1$

$+g_{n-}2g_{i}fn-g_{n}-2gi-2f_{n+}221^{+}gn-3gifn+1fn+g_{n}-3g_{i}-1fn+12)$

$+$ $g_{n}^{2}\cross(-g_{n-1}^{3}f_{n+}1fi+g_{n-}1gif_{n+}2f1n-1+gn-1g_{i-1}f2f_{n}n+1+g^{22}n-1g_{i2}-f_{n}+1$

$-gn-1g_{n}-2gif_{n+}1fn-gn-1g_{n}-2g_{i-1}fn+21^{-}gn-1gn-3gifn+1+g_{n}^{2}-2g_{i}f2n+21)$

$+$ $g_{n}^{1}\cross(-g_{n-1}^{32}gi-1fn+1^{+gn-2gi}g_{n}^{2}-1fn+1+\underline{2g_{n}^{3}-1gif_{n}}2f_{n}+1$

$+g_{n-}^{3}1gi-1fn+1+\mathit{9}^{2}n-1gn2g-2ifn+1^{-}\underline{g_{n}^{3}-1gif_{n+}}221f_{n}-\underline{2g_{n}^{2}-1gn-2g_{i}fn+12}$

$+$ $g_{n}^{0}\cross(-g_{n-1}^{4}g_{i}f_{n}^{2}+1^{+gi}g_{n}-1f_{n+}421)$ . (7)

下線部の項 ( $g_{n}^{1}\cross(\cdots)$ と $g_{n}^{0}\mathrm{x}(\cdot\cdots$ )) は、 互いにキャンセルして計算結果には現われな

いものであるが、計算途中では現われる。
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多項式剰余列を部分終結式算法で計算すると上記下線部の項のように互いにキャンセル

する項が現われる。 したがって (7) 式の下線部の項が他の項よりも大きい場合、大きな桁

落ち誤差が起きると考えられる。 しかしながら、例題 2-1の場合にはそうではない: 消去

された項を調べたところ、 その係数部は消去されなかった項と同じ程度の大きさであった。

したがって、 上記の項のキャンセルが大きな桁落ちの原因ではない。

4.1 多項式除算における誤差拡大

部分終結式算法において大きな桁落ち誤差が起きる理由は、 多項式除算における誤差の

拡大である。特に、 他の項に比べ微小な係数をもつ多項式で割った場合の大きな誤差を生

ずる。 そこで、 次のような $y$ に関する多項式 $C$ と $D$ を考える。

$C=c_{l}y^{\iota}+\cdots+c0$ , $D=d_{m}y^{m}+\cdots+d_{0}$ , $(l>m)$ . (8)

$D$ による $C$ の除算は $y^{i}(i=\iota, \iota-1, \cdots, m)$ 項の消去である。 $y^{l}$ 項の消去は

$C^{l}:=C-(c_{l}/d_{m})y^{\iota-m}\mathrm{x}D$ (9)

である。ただし、 quotient $(C, D)=(c\iota/d_{m})y^{\iota-m}+\cdots$ となる。いま、 $C=QD+R,$ $||C||=$

$||D||=1,$ $||Q||\simeq 1,0<|d_{m}|\ll 1$ とする (実際、上記の実験例ではそうなっている)。 こ

のとき、 多項式除算途中における被除多項式の主係数を $c_{\iota’}’=c_{\acute{\iota}^{l}}y^{\iota}’+\cdots+c_{0}$’とすると、

商 $Q$ の $y^{l^{l}-m}$ の係数は $c_{l’}’/d_{m}$ となる。 ここで、 $||Q||\simeq 1$ なので、 $|c_{l^{t}}^{t}/d_{m}|\sim<1$ がすべて

のに対して成立する。よって、 $|c_{l^{J}}’|\sim<|d_{m}|\ll 1$ となるが、 $C$ に元々に含まれていた誤

差の方は小さくなることはない。 したがって $C$ の $y^{l’}$ 項の大きさが 1程度だった場合、 $c_{\iota’}’$

の主係数の相対誤差は $|1/d_{m}|$ 倍程度になっているはずである。

表 5は $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F_{2,1}/3.0, G_{2,1}/3.0)$ を計算したときの剰余の最大相対誤差である。

表 5: 部分終結式算法での剰余の最大相対誤差

ただし、 “prem”は擬剰余を表わす。
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ここで $\tilde{P}_{5}$ について詳しく説明する。いま表 5において次のように $P_{3}$ , $P_{4}$ をおく。

$P_{3}=C_{2}(y)_{X^{2}}+C_{1}(y)x+C_{0}(y)$ , $P_{4}=D_{1}(y)x+D_{0}(y)$ (10)

このとき、 $P_{3},$ $P_{4}$ の係数は実際には次のようになっている。

$C_{2}$ $=$ 0.076 $\cdots y^{6}+\cdot,$ . , $||C_{2}||$ $\simeq$ 0.59
$D_{1}$ $=$ 0.0082 $\cdots y11+\cdots$ , $||D_{1}||$ $\simeq$ 1.9

$D_{1}^{2}C_{2}$ $=$ 0.0000050 $\cdots y^{28}+\cdots$ , $||D_{12}^{2}C||$ $\simeq$ 5.0

prem$(P3, P4)$ の計算では、 次数 28次の多項式 $D_{1}^{2}C_{2}$ を主係数が 0.0082である多項式 $D_{1}$

で割る除算が行われる。よって上述の説明のように、商と剰余に大きな誤差が含まれてし

まうのである。なお、 剰余列を計算するにしたがい主係数が相対的に小さくなることは、

常に成立するわけではない。 しかしながら、 多項式剰余列の計算では主係数のべき乗 (–

般的には 2乗) を次々とかけるので、確率的に主係数が小さくなるのである。

4.2 部分終結式算法の工夫 (Improved)

擬剰余計算をちょっと工夫することで、誤差を減らすことができる。擬剰余計算は除数

で主項を除くという事にほかならないので、 この方法を使わないで消去すれば良いと考え

られる。例えば、 (10) の式での瑞と政において、 $P_{3}$ の $x^{2}$ 項は $P_{4}$ で次のように消去さ

れる。

$P_{3}’.:=D1P3^{-X}C2P_{4}=(D_{1}C_{1}-C2D0)x+D_{1}C_{0}$ (11)

さらに $P_{3}^{J}$ の $x$ 項を消去すると、 $\mathrm{p}_{\Gamma}\mathrm{e}\mathrm{m}(P_{3}, P_{4})$ を次のように計算できる。

prem$(P3, P4):=D_{1}P_{3}-l1\mathrm{C}(P_{3}^{;})P_{4}$ (12)

この方法は除算を必要としないため、 $\tilde{P}_{5}$ は大きな桁落ちを生じることなく計算できる。実

際に今回の実験では、表 5に示したように、終結式計算における最大相対誤差が 1.4 $\cross 10^{-11}$

であった。 しかしながら、政と鳥からそれぞれ $P_{4}$ と $P_{5}$ を求める際の除算にはこの方法

は使えない。

4.3 Collins のアルゴリズム

Collins のアルゴリズムにおける Lagrange の補間式を考える。いま、補間点を $(y0, y_{1}, \cdots, y_{N})$ ,
標本点を $(v_{0}, v_{1}, \cdots, v_{N})$ とする。 このとき、 多項式 $P(y)$ の上限次数を $P(y)\leq N$ とする

と、 多項式 P(のは次の式で表わせる。

$P(y)= \sum v_{i^{\frac{\prod_{j=0,’\neq i}^{N}(y-y_{j})}{\prod_{j=0\neq i}^{N}(yi-y_{j})}}}i=0N$ (13)
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ここで、 $P(y_{i})=v_{i}(i=0,1, \cdots , N)$ である。 $Q(y)$ を次のように定義すると $P(y)$ は (15)

式のように表せる。

$Q(y)= \prod_{=j0}^{N}(y-yj)$ , $Q’(y)= \frac{dQ(y)}{dy}$

.

(14)

$P(y)= \sum_{i=0}v_{i}PNi(y)$ , ただし $\text{、}$

$P_{i}(y)= \frac{Q(y)/(y-y_{i})}{Q’(y_{i})}$ (15)

多項式 $P_{i}(y)$ は補間点の選び方に大きく左右される。例えば、 次の $\mathrm{A},\mathrm{B},\mathrm{C}$ のようにそれぞ

れ補間点を選んだ場合の多項式 $P_{10},$ $P_{15},$ $P_{2}0$ は次のようになる。

$A:(y0, y_{1}, \cdots, y_{20})=(-10., -9.\mathrm{o}, -8.0, \cdots, 0, \cdots, 9.0,10.)$

$B:(y0, y_{1}, \cdots, y_{20})=(-3.0, -2.7, -2.4, \cdots, 0, \cdots, 2.7,3.0)$

$C:(y_{0}, y_{1}, \cdots, y_{20})=(-1.0, -\mathrm{o}.9, -\mathrm{o}.8, \cdots 70, , , *, 0.9,1.0)$

$A$ $\{$

$P_{10}=7.59\cdots 10-14y20+\cdots-6.27\cdots 10^{-4}y^{1}0+\cdots+1$

$P_{15}=-6.37\cdots 10^{-}15y20+\cdots+2.56\cdots 10^{-5}y^{1}0+\cdots+0.0167\cdots y$

$P_{20}=4.11\cdots 10^{-}19y20+\cdots-5.62\cdots 10^{-}10y10+\cdots-5.41\cdots 10^{-7}y$

$B$

$C$

Collins の方法とは、 このように値が大きくバラつく係数をもつ多項式どうしを加えて、 目

的の多項式を構成するもので、 次数が大きいほど大きな桁落ちを発生してしまう。

4.4 Bareiss のアルゴリズム

最後に、 Bezout 行列式に対するガウスの消去法で引き起こされる桁落ち誤差について考

える。いま $M$ を $n\cross n$ 行列、 $M^{(k)}$ を $(n-k)\cross(n-k)$ 行列とし、 その $ij$ 要素を $M_{ij}^{(k)}$ とす

る (ただし、 $i$ と $j$ は 1から $n-k$ まで動くのではなく、 $k+1$ から $n$ まで動くとする)。ガ
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ウスの消去法において、 2

$\tilde{M}_{i,j}^{(2)}$ $=$ (16)

$=$ $a_{1,1}^{2}\cross(a_{2,2}a_{i,j}-a_{i,2}a_{2,j})$

- $a_{1,1}^{1}\cross(a_{2,2}a_{i,1}a_{1,j}+a_{1,2}a_{2,1}a_{i,j}-a_{i,2}a_{2,1}a_{1,j}-a_{i,1}a_{1,2}a_{2,j})$

$+$ $a_{1,1}^{0}\cross(a_{1,2}a_{2,1}ai,1a_{1,j}-a_{i,1}a1,2a2,1a_{1},j)$

$\tilde{M}_{i,j}^{(2)}$ において下線部の項は互いにキャンセルする。 このような項のキャンセレーションは、

最初の消去を除き、毎回の消去で発生する。 いま、 $(k+1)$ 回目の消去後の要素を $\tilde{M}_{ij}^{(k+1)}$

とする (ただし、 $i,j,$ $k$ は $1\leq k\leq n-2$ かつ $k+2\leq i,j\leq n$ を満たすものとする)。 $(k+1)$

回目の消去では、 $M_{kk}^{(1)}k-$ を因数としてもつ $\tilde{M}_{ij}^{(k+1)}$ が計算できる。 しかしながら、計算途

中では各項はバラバラに計算され、 $\tilde{M}_{ij}^{(k+1)}$ は因数 $M_{kk}^{(1)}k-$ を含む形で計算されるわけでは

ない。 したがって、 そのような項は互いにキャンセルされなければならない。このキャンセ

レーションから誤差が発生する可能性がある。 しかしながら、 実際にはそのキャンセレー

ションは大きな誤差を引き起こすわけではない。表 2における誤差は、 $\tilde{M}_{ij}^{(+)}K1$ を $M_{kk}^{(1)}k-$

で割る多項式除算の際に生じる誤差拡大によるものである。 なお、 剰余列計算に比べると
$M_{kk}^{(1)}k-$ の主係数が小さくなる確率は少ない。そのため、 ガウス消去法における桁落ち誤

差は、 剰余列計算における誤差よりも小さいのである。

5 結論

我々は、 浮動小数係数多変数多項式の部分終結式に関して、 5つの算法を試して、 大き

な桁落ちが起きる場合を分析した結果、次のような結論を得た。

1) 部分終結式算法においては、 微小係数をもつ多項式で高次の多項式で割った場合に

大きな桁落ちが起きる。

2) Collins のアルゴリズムが示すように、高次な多項式を補間すると大きな桁落ちが発
生する。

3) 小行列展開法や、効率的ガウス消去法が示すように、入力された多項式が近似因数

を持たないとき、多項式除算を必要としないアルゴリズムを用いればほとんど桁落

ちが起きない。
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4) 求める終結式が極端に大きな多項式でなければ、 小行列展開法、効率的ガウス消去

法は妥当な方法である。
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