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1 Fatou 写像
複素,7次元射影空間を $P^{n}$ で表わす. 正則写像 $f$ : $P^{n}arrow P^{\prime 1}$. によって定
まる力学系を考察する. 以下では $f$ の次数は 2以上と仮定する.
定義 $f$ の Fatou 集合 $\Omega$ を次のように定義する :

$\Omega=$ { $p\in P^{t1}|f^{j}(j=1,2,$ $\ldots)$ は点 $p$ の或る近傍で正規族をなす}

定理 1 $([\mathrm{F}\mathrm{S}^{\underline{9}}], [\mathrm{H}\mathrm{P}], [\mathrm{U}2])$ Fatou 集合 $\Omega$ は擬凸かつ小林双曲的である.

Fatou 集合の考えを –般化して Fatou 写像を次のように定義する :
定義 複素空間 $Z$ から $P^{n}$ への正則写像 $\varphi$ が ( $f$ に関する) Fatou 写像で
あるとは, 写像列

$fj_{\circ\varphi:Z-\rangle}‘ P\prime l$. $(j=0,1,2, \ldots)$

が正規族をなすことをいう.

開集合 $V\subset P^{l1}$ が Fatou 集合 $\Omega$ に含まれることは, 包含写像 $Varrow P^{\mathit{7}l}$

が Fatou 写像であることと同値である. Fatou 写像の概念とその特徴付けは
[FS3] $l_{\mathrm{c}}^{\sim}i)$ (ilnplicitly $l_{\sim}^{\wedge}$ ) $\tau_{)}\text{る}$ .

Fatou 写像の性質を挙げよう. $P^{n}$ 上の Riemann 計量から定まる距離を $[J$

で表わす. また $d_{Z}$ で $Z$ 上の $\mathrm{I}_{\acute{1}\mathrm{O}}|\supset \mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{a}.\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}$ 擬距離を表わす.

定理 2 次数 $\geq 2$ の正則写像 $f$ : $P^{\mathit{7}l}arrow P^{n}$ に対して, 定数 $C>0$ があっ
て次の条件を満たす : $\varphi$ : $Zarrow P^{t1}$ が $f$ に関する Fatou 写像ならば, 不
等式

$\rho(\varphi(a_{1},),$ $\varphi(a_{2}.))\leq C^{\mathrm{t}}dz(a,1, a_{2}|)$

が任意の $a_{1}.,$ $a_{2}.\in Z$ について成り立つ. (定数 $C’$ は距離 $\rho$ と写像 $f$ にのみ依
存し, $Z$ や $\varphi$ にはよらない.)
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系 1 $\varphi$ : $Zarrow P^{n}$ が単射 Fatou 写像ならば $.Z$ は $\mathrm{I}\mathfrak{i}\mathrm{o}\mathrm{I})_{C}’.\iota_{\}^{\mathit{7}}1}\mathrm{a}\mathrm{s}1\mathrm{i}$ 双曲的で

ある.

系 2 $Z$ を複素空間とし $\mathcal{F}z_{f}$, で Fatou 写像 $\varphi$ : $Zarrow P^{t7}$ の全体を表わ
すとき, $\mathcal{F}z,f$ は (コンパクトー様収束の位相で) コンパクトである.

$\triangle$ で単位円板 $\{(\in C||\zeta|<1\}$ を表わす. また $\triangle^{*}=\Delta-0$ とする.

定理 3. $\varphi^{*}:$
$\triangle^{*}arrow P^{\mathit{7}1}$ が Fatou 写像ならば $\varphi^{*}$ は Fatou 写像 $\varphi$ : $\trianglearrow P^{n}$

に拡張される.

$Z$ を複素空間 $g:Zarrow P^{n}$ を正則写像とする. 正則写像 $h:Zarrow P^{n}$ が

$f$ による $g$ のリフトであるとは $f\mathrm{o}h=g$ が成り立つことをいう. 正心数列

{刀 7},7があって, 各 $\nu$ について $f^{j_{\nu}}$ による $g$ の正則なリフト $jC_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$, : $Zarrow P^{n}$

の列が存在すると仮定する.

定理 4 $([\mathrm{U}3])$ (1) リフト $\{g_{\ovalbox{\tt\small REJECT}},\}$ は正規族をなす. (2) 列 $\{c_{l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}J\}$ の収束部分列

の極限は Fatou 写像である.

さて, 次の定理は正則写像 $\varphi$ が Fatou 写像ではないための $-$つの条件を

与える : .

定理 5 $Z$ を連結な複素空間とし $\varphi$ : $Zarrow P^{r\iota}$ を非定数正則写像で次の条件
をみたすものとする : 任意の点 $P\in P^{rt}$ に対してその適当な近傍 $V$ をとれ

ば $\hat{\Psi}^{-1}(l^{f})$ が空であるかまたは $\varphi^{-1}(l^{\gamma})$ の各連結成分が $Z$ で相対コンパク

トとなる. このとき $\varphi$ は Fatou 写像でない.

この定理から特に, $Z$ が $P^{n}$ の正次元代数的集合ならば包含写像 $Zarrow P^{n}$

は Fatou 写像でないことがわかる. これは $P^{n}$ の上の相対境界を持たない分
岐被覆の解析的集合の場合に拡張できる.

$X_{J}.l’$ を純 ?1次元複素空間とする. 正則写像 $\uparrow|$ : $1^{r}arrow X$ が有限 (分

岐) 被覆であるとは, $\uparrow|$ が固有写像 (コンパクト集合の鳥鍋がコンパクト)

であって, 各藩 $x\in X$ の逆像 $\uparrow l^{-1}(x)$ が有限個の点からなることをいう. 非

定数正則写像 $f$ : $P^{n}arrow P^{n}$ は有限被覆であることに注意する. 正則写像
$\prime_{l}$ : $l’arrow X$ が (分岐) 被覆であるとは, 各点 $x\in X$ に対して適当な近傍 $V$

をとると, $\uparrow l^{-1}(l’)$ の各連結成分紘について $\uparrow l|V_{\lambda}$ : $V_{\lambda}arrow l^{\gamma}$ が有限被覆

となることをいう.

系 ,$l:l’arrow P^{t1}$ を分岐被覆とし, $Z$ を $l’$ の (正次元) 解析的部分集合

とする. このとき $\uparrow l|z:Zarrow P^{r}$ は Fatou 写像ではない.
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2 Critically finite な写像
以下では 2次元の場合を考える. 写像 $f$ : $P^{2}arrow P^{2}$ の分岐点全体の集合を
$C$ で表わす. これは純 1次元の代数的集合である. 集合

$D= \bigcup_{j=1}^{\infty}f^{\dot{j}}(C)$

を post-critical set とよぶ. 次が成り立つとき $f$ は critically finite であると
いう :
$(\mathrm{C}\mathrm{F})$ $D$ は $P^{2}$ の解析的集合 (従って純 1次元代数的集合) である.

一般に $f^{j}(D)= \bigcup_{kj}^{\mathrm{t}\infty\kappa}.=f(C),$ $j–1,2,$ $\ldots$ は減少列である. その極限を

$E=\cap f\dot{j}(D)j=1\infty$ .

で表わすと (仮定 $(\mathrm{C}\mathrm{F})$ のもとで) 集合 $E$ も純 1次元代数的集合である. ま

た $f(E)=E$ . ここで $C’=c\cap E$ として, 次の条件をおく :
$(\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{F}_{1})$ 集合 $C’$ は有限個の点からなる. (すなわち $C$ と $E$ とは共通の既
約成分を持たない.)

さらに (条件 $(\mathrm{C}\mathrm{F}),$ $(\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{F}_{1})$ のもとで.)

$D’=\cup f^{j}(C’)\infty$ .
ノ=1

とおくと $D’\subset E\cap \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(D)$ となることが証明できる. ここで ,$\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{i}1\iota \mathrm{g}(D)$ は $D$

の特異点全体からなる集合を表わす. $D’$ もまた有限個の点からなる.
減少列 $f^{j}(D’)= \bigcup_{\Lambda,=j}^{\infty}fk(C^{l}),$ $i=1_{:}2,$ $\ldots$ の極限を

$E’=l \bigcap_{j=1}^{\infty}fj(D’)$

とすれば $f(E’)=E’$ で $f|E’$ は有限集合 $E’$ の上の置換となる. ここで
$c”’=C\cap E’$ とおいて最後の条件をおく :
(SCF2) 集合 $C^{\prime/}$ は空である.

条件 $(\mathrm{c}\mathrm{F}),(\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{F}_{1}),(\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{F}2)$ が成り立つとき $f$ は strictly critically finite
(SCF) であると定義する.

[U3] では $f$ が SCF ならば $f$ の Fatou 集合が空であることを示した. この

結果を次のように強めることができる.
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定理 6. $f:P^{2}arrow P^{2}$ が SCF とする, また $K\subset P^{2}$ は少なくとも 2点を

含む弧状連結集合とする. このとき $\{fj|Ii^{-}\}$ は–様収束する部分列をもた

ない.

定理 7. $f$ : $P^{2}arrow P^{2}$ が SCF ならば非定数 Fatou 写像は存在しない.

定理 8. $f$ : $P^{2}arrow P^{2}$ が SCF ならば周期点はすべて反発的であってこれ
らは $P^{2}$ で稠密である.

後の方の結果は既に [J] で与えられている. 定理 6, 7, 8を示すには次の定理

を用いる :
定理 9. $f$ が SCF ならば, 次の条件を満たす分岐被覆 ,$l:l’arrow P^{2}$ が存

在する : 任意の整数 $j\geq 1$ および任意の点 $\hat{p}\in\iota\prime r,$ $q\in P^{2}$ で $\uparrow l(\hat{p})=f^{j}(q)$

なるものに対して, 分岐被覆写像 (: 1’ $arrow P^{2}$ を $f^{j}\mathrm{o}\zeta=$

.
$\uparrow_{l}$ かつ $\zeta(\hat{p})=q$

なるように定めることができる.

写像くは,l の $f^{j}$ によるリフトである. 従ってこのような $\zeta$ たちは正規族

をなすことに注意する.

定理 6の証明の概略を述べる. 定理の仮定のもとで, Fatou 写像 $\zeta_{*}$ : $l^{r}arrow$

$P\}7$ を, $\uparrow l$
の $f^{j_{\nu}}$ によるリフト $(_{l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}$ の極限として定めることができる. この

とき
$Z=\{q\hat{)}\in\iota\cdot’|\uparrow l(\mathit{1}^{\hat{J})=(_{*}}(\hat{P})\}$

が正次元の解析的集合となるようにできる. $\eta$ の $Z$ への制限 , は Fatou
写像であるが, $-$方で $(_{*}|Z$ に $-$致する. これは定理 5の系に反する.

3 斉次写像と Green 関数

定理 5を示すために, $f$ : $P^{r1}arrow P^{\gamma 1}.\text{に対応する斉次写像}$ $F:C^{n+1}arrow$

$C^{r\mathrm{t}+1}$ を考察する.
$‘ l’=C^{r1.+1}$ – $\{0\}$ とし $\pi$ : $\mathcal{X}arrow P^{n}$ を自然な射影とする. 正則写像 $f$ :

$P^{n}arrow P^{n}$ に対して斉次多項式写像 $F:Cr\iota+1arrow C^{n+1}$ で $\pi \mathrm{o}(F|\mathcal{X})=f\mathrm{o}\pi$

かつ $F^{-1}(0)=\{0\}$ なるものがとれる. ここで $F$ は $x=(.x_{0}, \ldots, x_{n})$ を変数

とする斉 $d$ 次多項式九 $(x),$ $\ldots,$ $f_{n}(x)$ の組で定義されている. $\deg f.=d$

を $f$ の次数とよぶ.
$F$ に関する Green 関数 $G$’を

$G(. \iota:)=_{j}\underline{1\mathrm{i}_{111\mathrm{x}}}‘’\frac{1}{cl^{j}}.\log||F^{j}(.?:)||$ $(x\in C’\gamma+1)$

で定める. これは $C^{\prime 1.+1}$ 上の多重劣調和関数である. $G^{1}$ はまた次のように表

わすことができる :
$C\tau’(X)=\log||.r.||+\gamma(\pi(X))$ .
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ここで $\gamma$ は $P’$’上の連続関数.

さて

$\mathcal{H}=$ { $x\in C^{n.+1}|h$ は $x$ の或る近傍の上で多重調和}

とおくと Fatou 集合 $\Omega$ は $\mathcal{H}$ で特徴付けることができる. すなわち $\mathcal{H}=$

$\pi^{-1}(\Omega)$ . この–品詞として Fatou 写像の特徴付けを与えよう :
命題 10. 正則写像 $\varphi$ : $Zarrow P^{\prime 1}$ に関して次の条件は互いに同値である :
(1) $\varphi$ は $f$ に関する Fatou 写像である ;
(2) 写像列 $\{f^{j}\mathrm{o}\varphi\}$ はコンパクト一様収束する部分列を含む ;
(3) $l^{\gamma}$ が $Z$ の開部分集合で $\Phi_{1\nearrow}$ : $Varrow \mathcal{X}$ が $\varphi|V$ の正則なリフトならば,
$l_{l\cdot \mathrm{O}}\Phi\iota$’は $V$ 上の多重調和関数である ;
(4) 任意の $x\in Z$ に対して $x$ の或る近傍 $V$ と $\varphi|V$ の $\pi$ によるなリフト

$\Phi_{1^{\gamma}}$ で $\mathit{1}l\mathrm{o}\Phi_{V}$ が恒等的に $0$ となるものがとれる.

定理 5の証明 Green 関数 $G^{l}$ は $P^{n}$ 上の連続関数 $\gamma(p)$ を用いて $G(x)=$

$\log||.r||+\gamma(\pi(.X))$ と表わされるのであった. $\varphi(Z)$ の閉包 $\overline{\varphi(Z)}$ において\mbox{\boldmath $\gamma$} が

最小値をとる点 $P0$ をとる. 座標のユニタリ変換で $P0=$ $(1: 0:\cdots : 0)$ と仮

定してよい.
$U_{0}=P^{t\mathrm{t}}$ – $\{x_{0}=0\}$ とおく. また $\vee\epsilon>0$ について $p_{0}$ の $\vee\epsilon$ 近傍を

$B_{\epsilon}= \{p= (1 :x_{1} : ... : x_{n})\in U_{0}|.\sum^{n}k=1|x_{k}.|<\vee c^{2}\}$

$\text{とおく}$ . $P0\in\overline{\varphi(Z)}$ だから集合 $\varphi^{-1}(B_{\epsilon}.)$ は空ではない.
$\text{さらに仮定より}\vee\epsilon$ を十分小さくとって $\varphi^{-1}(B_{\epsilon})\neq Z$ かつ $\varphi^{-1}(B_{\epsilon})$ の各

連結成分が相対コンパクトとできる.
正則なセクション $s$ : $U_{0}arrow‘ 1’$ を $s($ (1 : $?_{1}$.:. . . : $x_{n}$ ) $)=(1, :\iota_{1}, \ldots, x_{n})$

で定義する. このとき $p=$ $(1 :.\iota_{1}:..\cdot\cdot : x_{n})\in U0$ に対して $||s(P)||=$

$(1+ \sum_{\Lambda,=1}^{t7}|.\iota_{h},.|^{2})^{1/}2$ である.

$\prime_{l(S(p}))=\log||s(p)||+?|(p)\geq\log\sqrt{1+\vee\prime 2}+’ l(P\mathrm{o})$ for $p\in\overline{\varphi(Z)}$ 口 $\partial B_{\epsilon}$ .

方 $l\iota.(S(p0))=\uparrow|(p0)$ で 1’ が連続だから $\delta$ を $0<\delta<\epsilon$ かつ

$h(s(p))<\log\sqrt{1+\vee\prime 2}+’ l(p_{0})$ for $p\in B_{\delta}$

となるよう定めることができる. $a$. $\in Z$ を $\varphi(c\iota)\in B_{\delta}$ なるようにとり,
$\mathrm{T}/|/$’を $\varphi^{-1}(B_{\mathcal{E}})$ の連結成分で $a$. を含むものとする. このとき

$h(s(\varphi(\approx)))>\cdot,l(p_{0})+\log\sqrt{1+\vee\wedge 2}$ for $z\in\partial \mathrm{T}\prime \mathrm{T}/’$ .

$l\iota.(s(\varphi(a.)))<\eta(p0)+\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}.\sqrt{1+\vee\prime 2}$.
よってん $\mathrm{o}S\mathrm{O}\varphi|W$ は非定数で $\mathrm{M}^{\gamma}$ の内点で最小値をとる. よって多重調

和ではない.

命題 10より $\varphi$ は Fatou 写像ではない.

136



4 射影平面上の 2次正則写像
$P^{\mathrm{r}\tau}$ 上の $d$ 次正則写像の全体を $\mathcal{H}_{t\mathrm{t},d}$ で表わす. $\mathcal{H}_{n,1}$ は $P^{n}$ の自己同型

写像 (射影変換) の全体である.

定義 $\mathcal{H}_{\iota.,d}$, の元 $f,$ $g$ が同値であるとは, $L_{1},$ $L_{2}\in \mathcal{H}_{d,1}$ が存在して $L_{2}^{-1}\mathrm{o}$

$f\mathrm{o}L_{1}=g$ となることをいう.
$f,$ $g$ が共役ならば同値である. すなわち上の意味での同値関係による分類

は共役類よりも粗い分類である. 容易にわかるように, $P^{1}$ 上の 2次写像 (す

なわち $\mathcal{H}_{1,2}$ の元) はすべて $\sim\sim\mapsto\approx^{2}$ に同値である. $P^{2}$ 上の 2次写像につ

いては次の定理が成り立つ.

定理 $\mathcal{H}_{2.2}$ の元は次のいずれか\mbox{\boldmath $\sigma$})写像に下値であ $\dot{\text{る}}$ :
(1) $(.\mathrm{t}\cdot : y : \sim\sim)\mapsto(x^{2} : y^{2} : \approx^{2})$

(2) $(.\iota\cdot :| / : \sim\sim)rightarrow(x^{22}+y\approx:y : \sim\sim^{2})$

(3) $(x:y:\approx)->(x^{2}+2y\approx:y^{2}+2\approx x:\sim)\sim^{2}.$. $\cdot$

(係数 2は後の計算を簡単

にするため)

(4) $(.r. : y:\sim\sim)\mapsto(x^{2}+\lambda xy+y^{2} : \sim\sim^{2}+xy : y\approx)$ $(\lambda\in C-\{\pm 1\})$

注 定理の写像について, 分岐点集合 $C$ と分岐値集合 $f(C^{()}$ は次の通り :
(1) $C$ : $xy_{\sim}^{\sim}=0$ , $f(C)$ : $xyz=0$

(2) $C$ : $xy_{\sim}^{\sim}=0$ , $f(C’)$ : $(x^{2}-y_{\sim}^{\sim})y_{\sim}^{\sim}=0$

(3) $C$ : $(xy-\approx^{2})^{\sim}\sim=0$ , $f(c_{\text{ノ}})$ ! $(x^{2}y^{2}-4(x^{3}+y3)Z+18xy\approx^{2}-27\approx^{4})\approx=0$

(4) $C$ : $(x^{2}-y^{2})y$ – $2(x-\lambda y)\approx=20$ , $f(C’)$ : 9個の尖点をもつ 6次
曲線

各同値類に属する写像の例を挙げる. ( $(3.1)$ は CF だが SCF でない. それ以

外は SCF. )

(1.1) $(x:y:\approx)->((y-2x)^{2} : (y-2\approx)2y:)2$

(1.2) $(.r : y : \sim\sim)rightarrow((-X+y+\approx)^{2} : (x-y+\approx)^{2} : (x+y-\sim\sim)^{2})$

(2.1) $(x:y:\approx)\mapsto(2\approx^{2}-2(x^{2}-2y_{\sim}^{\sim}):\sim\sim^{2} : \approx^{2}+4y^{2}-2(X2-2y\approx)^{2})$

(3.1) $(.r. : y:\approx)rightarrow(x^{2}-2y\approx:y^{2}-\underline{9}_{\approx:\mathrm{L}} : \approx^{2})$

(4.1) $(x:y:\approx)-\rangle(2i.(_{\sim}^{\sim^{2}}+xy):y^{2}-X^{2} : (2-2j)y\approx)$
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