
クフ- イン群の強収束性と
力学系的収束
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1 表現空間での連続性
..’ ,

リーマン球面 $\hat{\mathrm{C}}$ 上に作用するクライン群 $\Gamma$ は、 -方では 3次元完備

双曲 OrbifOld $M=\mathrm{H}^{3}/\Gamma$ の基本群であるが、他方で $\hat{\mathrm{C}}$ 上の共形力学系を

与えている。以下、簡単のためクライン群は特に断らない限り $\mathrm{t}_{0}\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$-free
かつ非初等的であるとする。
まず表現空間での収束として、次の代数的収束がある。

定義 $\Gamma_{7l}$ が $\Gamma$ に代数的収束するとは $id$ に各点収束する同型 $\chi_{n}$ : $\Gammaarrow\Gamma_{n}$

の列が存在することである。

方、 力学系としての収束性は様々なレベルで定式化できるが、位相
的には次の「カオス部分の連続性」がある。

定義 極限集合 $\mathrm{A}_{n}$ $=$ $\Lambda(\Gamma_{n})$ が A $=\Lambda(\Gamma)$ に収束するとは、 $\hat{\mathrm{C}}$ 上の

$\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{d}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{f}}$ 位相で $\Lambda_{n}$ が A に収束することである。

クライン群自身もまた $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathrm{c})$ の閉集合であるから、次のような収
束も自然に考えられる。

定義 $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に幾何学的収束するとは $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2, \mathrm{c})$ での HauSdOrff位相で
$\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に収束することである。

このとき次の事実は基本的である。「 $6$ 」 の 7章を参照せよ。

定理 1. 1( $\lceil 6\rfloor$ TheOrem 7.38) $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に代数的収束し、A が $\hat{\mathrm{C}}$ で

ない場合に、 $\Lambda_{n}$ が A に収束すれば、 $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に幾何学的収束する。

従って、力学系的な収束を議論するとき、幾何学的収束を仮定するこ
とは自然である。 これが $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}$ の議論の出発点であるが、次の結果

が鍵を握る。
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命題 1. 2 ( $\mathrm{r}6\rfloor$ Lemma 7.33) $\mathrm{F}_{n}$ が $\Gamma$ に幾何学的に収束し、 $M_{n}=$

$\mathrm{H}^{3}/\Gamma_{n}$ の単射半径が、 凸核 $K(M_{n})$ 上–様に有界であるとする。 このと
き、 $\mathrm{A}_{n}$ は A に収束する。

ここで、 $M$ の凸核 (convex core) $K(M)$ とは、極限集合に内に両端点
を持つすべての測地線を含む最小の凸集合の $M$ への射影である。

注意 本ノートでは、 $\Gamma$ が非初等的であることを仮定した。 この仮定は必
要である。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$方、 Thurston 以来、代数的収束する列がいつ幾何学的にも収束す
るかということが問題となり、 大鹿氏をはじめ、多くの研究者が今も研
究を続けている。最新の結果としては次の定理がある。

定義 代数的かつ幾何学的に収束するとき、狭義強収束すると言う。

命題 1. 3 $(\lceil]\rfloor)\Gamma_{n}$ が型を保ち、有限生成の $\Gamma$ に代数的に収束する
とする。

1. $\Lambda\neq\hat{\mathrm{C}}$ なら、 An は A に収束し $\Gamma_{n}$ は $\Gamma$ に狭義強収束する。

2. $\Lambda=\hat{\mathrm{C}}$ なら、 さらに $\Gamma$ が面群や巡回群のいくつかの自由積でない
と仮定すると、 $\Lambda_{n}$ は A に収束し $\mathrm{r}_{n}^{\urcorner}$ は $\Gamma$ に狭義強収束する。

定義 $M$ あるいは $\Gamma$ が幾何学的有限であるとは手押 $K(M)$ と $M$ の hick
Part との共通部分がコンパクトであることである。

命題 1. 4( $\lceil 6\rfloor$ TheOrem $7\cdot 45$ ) $\Gamma_{n}$ が幾何学的有限な $\Gamma$ に狭義強収
束するとき、 $\Lambda_{n}$ は A に収束する。

2 $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}$ の強収束

MCMUllen の独創の–つは、 クライン群の表現空間からの束縛をひと
まず捨象したことにある。

定義 $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に強収束するとは、 $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に幾何学的収束し、かつ $id$ に

各点収束する全射準同型 $\chi_{n}$ : $\Gammaarrow\Gamma_{n}$ の列が存在することとする。

狭義強収束すれば、当然強収束する。 また $\Gamma$ が有限生成なら、上定義
の $\chi_{n}$ は十分大きい任意の $n$ に対し–意的に定まる。
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一般に $\Gamma_{n}$ から $\Gamma$ への準同型が自然な形で定義できるとは限らない。
方 $\Gamma_{n}$ が有限生成な $\Gamma$ に幾何学的に収束すれば $id$ に各点収束する準

同型
$\chi_{n}$ : $\Gammaarrow\Gamma_{n}$

は常に構或できる $(\lceil 6\rfloor \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}^{\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}}\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{i}7\cdot 13)\text{。}$ . 従って、次の定理が得ら

れる。

定理 2. 1 $(\mathrm{J}^{\mathrm{o}\mathrm{r}^{\mathrm{g}}}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}-\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n})\Gamma_{n}$ が幾何学的極限 $\Gamma_{G}$ と代数的極限
$\Gamma_{A}\subset\Gamma_{G}$ を持ち、 $\Gamma_{G}$ が有限生成とする。 このとき $\Gamma_{n}$ は $\Gamma_{G}$ に強収束

する。

このような状況で、 $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}$ 「 $7$ 」 は以下の定理を示した。

定理 2. 2 幾何学的有限な $\Gamma$ に $\Gamma_{n}$ が強収束するとき、

1. $M_{n}$ は十分大きい任意の $n$ に対し幾何学的有限で

2. $\Lambda_{n}$ は A に収束する。

3. 任意の $\epsilon>0$ に対し、切りつめられた凸核 $K_{\epsilon}(M_{n})$ は $K_{\epsilon}(M)$ に強

収束する。

再び表現空間に戻ると、

定理 2. 3(強収束の判定) 幾何学的有限な $\Gamma$ に $\Gamma_{n}$ が代数的に収束する

とする。
このとき $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に強収束するのは、任意のカスプ部分群 $L\subset\Gamma$ に

対し、 対応する $L_{n}=\chi_{n}(L)\subset \mathrm{F}_{n}$ が $L$ に幾何学的に収束することと同

値である。
ここで、 $L\subset\Gamma-$ がカスプ部分群とは極大放物部分群のことである。

従って、 $\Gamma$ が純斜航的で幾何学的有限 (すなわち COnVeX $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{P}}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}$ )

なら代数的収束は狭義強収束を意味する。特に、 次の結果が得られる。

系 1 純回航的で幾何学的有限な $\Gamma$ に $\Gamma_{n}$ が代数的収束するとき、 $\Gamma_{n}$ は

$\Gamma$ に強収束する。

従って 「 $6$ 」 Corollary 734は次のよ $’\backslash$

) に改正できる。

系 2 朝朗航的で幾何学的有限な $\Gamma\iota^{rightarrow}-\Gamma_{n}$ が代数的収束するとき、 $\Lambda_{n}$ は

$\Lambda$ に収束する。

注意 なお、「 $6$ 」 $\mathrm{C}^{\mathrm{o}\mathrm{r}}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}^{\mathrm{y}}7\cdot 34$ は仮定が不十分で、 そのままでは反例

がある。
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3 量的な連続性

力学系としての連続性の次のレベルは量的な収束である。それは様々
な基本量により測られる。代表的なものを列挙しておく。

定義

1 $\lambda_{0}(M)$ ラプラシアンのスペクトラム底

$\lambda_{0}(M)$ $=$ $\inf\{\frac{\int_{M}1\nabla^{f1^{2}}}{\int_{M}|f|2}|f\in$

$=$ $\mathrm{s}\mathrm{u}^{\mathrm{p}}$ { $\lambda\geq 0|f>0;\triangle f=\lambda^{f}$ がある}

(たとえば $\lambda_{0}(\mathrm{H}^{3})=1$ である。 また実際 $\lambda_{0}$ に対する正値固有函数
が存在する $0$ 従って、 $\mathrm{s}\mathrm{u}^{\mathrm{p}}$ は rnax である。)

2. $\delta(\Gamma)$ . ボアンカレ級数の収束指数
ボアンカレ級数

$P_{s}( \Gamma, x)=\sum_{\gamma\in\Gamma}e^{-sd(}x^{\gamma)},x$
$(X\in \mathrm{H}^{3})$

( $x\in\Omega$ なら球面計量を用いて $P_{s}(\Gamma,$ $x)= \sum|\gamma’(X)$ I) 、に対し、

$\delta(\mathrm{I}^{\urcorner})=\inf\{S\geq 0|P_{s}(\Gamma, x)<\infty\}$

(これは $X$ の取り方に依らない)

3. $\alpha(\Gamma)$ . 臨界次元 (F-不変密度の最小次元)

ここで、 次元 $\alpha$ の \Gamma -不変等角密度とは、 $S_{\infty}^{2}$ 上の正測度 $\mu$ で、 任
意の Borel 集合 $E$ と $\gamma$ に対し、

$\mu(\gamma E)=\int_{E}|\gamma’|^{\alpha}d\mu$

を満たすもので、全測度 1に正規化されているとする。

4. $\mathrm{d}\mathrm{i}\iota \mathrm{n}(\Gamma)$ . 極限集合の Hausdorff 次元

5. $\dim(\Gamma)C$ . 非接極限集合の Hausdorff 次元

特に基本的表象として議論されるものは、 $\dim(\Gamma)$ であるが、次のよ
うな半連続性を持っている。
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命題 3. 1 $(\lceil 2\rfloor)$ 有限生成の $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に代数的収束するとき、

dim(A) $\leq\lim_{narrow}\inf_{\infty}\dim(\Lambda_{n})$ .

また、 以上のいくつかの基本量の関係として、以下の結果が基本的で
ある。

定理 3. 2 任意の (非初等的な) $\Gamma$ に対し、

$\dim(\Lambda_{c})=\delta(\Gamma)=\alpha(\Gamma)$

かつ

$\lambda_{0}(M)$ $=$ 1 $(\delta^{\backslash }(\Gamma))\leq 1)$

$=$ $\delta(\Gamma)(2-\delta^{(}\Gamma))$ $(\delta(\Gamma)>1)$

が成り立つ。

定理 3. 3(Sullivan) 幾何学的有限な $\Gamma$ に対し、

$\dim(\Lambda_{c})=\dim^{()}\Lambda$

が成り立つ。
さらに、 $\hat{\mathrm{C}}$ 上に次元 $\delta(\Gamma)$ で全測度 1の \Gamma -不変密度 $\mu$ が–意的に存

在する。いわゆる Patterson-Sullivan の標準密度である。 $\mu$ は atom を

持たず A を台に持つ。 またボアンカレ級数は収束指数で発散する。

系 3 幾何学的有限な $M$ に対し、 $\Lambda\neq\hat{\mathrm{C}}$ なら、 dim(A) $<2$ が成り立つ。

系 4 純斜航的で幾何学的有限な群の極限集合上の正規化された \Gamma -不変
密度は–意的である。

定理 3. 4 $(\mathrm{r}^{7}\rfloor)$ 幾何学的無限かつ素直な $M$ に対し、

$\dim(\Lambda c)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{n}(\Lambda)=\underline{9}$

が成り立つ。
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命題 3. 5 $(\mathrm{r}^{2}\rfloor)$ 解析的有限で幾何学的無限な $\Gamma$ に対し、

dim(A) $=2$

が成り立つ。
さらに、 解析的有限で第二種な $\Gamma$ に対し、 幾何学的有限であること

と dim(A) $<2$ であることは同値である。

注意 このようにクライン群に関しては、幾何学的有限性と極限集合のハ
ウスドルフ次元が極めて良好な関係を示す。更に $\mathrm{r}3$ 」 を見よ。

方、 Collet-Eckman 写像などのように、有理函数の反復合成では両
者の乖離が生じる。

強収束でも極限集合のハウスドルフ次元が収束しない例はたとえば
Jorgensen の例から作れる。 まず、

$\Gamma_{t}=\langle\gamma_{t}(z)=e^{-2\pi it}z+1\rangle$

とおく。 ただし $t=0$ か $t\in \mathrm{H}$ とする。

ここで、

定義 上半平面 $\mathrm{H}$ の点列 $\{t_{n}=iL_{n}+\theta_{n}\}$ で $0$ に収束するものに対し、
$t_{n}$ が非接的に $0$ に収束するとは

$|\theta_{n}|/L_{n}<M$

となる $M>0$ が存在することで、円接的に (horocyclic に) 収束するとは

$\theta_{n}^{2}/L_{n}arrow 0$

となることである。

命題 3. 6 $\Gamma_{t}$ が $\Gamma$ に強収束するのは、 $t$ が $0$ に円塔的に収束することと
同値である。
さらに、 $t$ が $0$ にある $horoc^{y}cle$ に沿って収束するときは、部分列で、

rank 2の放物群 $\Gamma’\supset\Gamma_{0}$ に幾何学的に収束するものが存在する。

例 3
$\cdot$ 1 $R>4$ として

$G_{0}=\langle Z\mapsto Z/(Rz+1), Z\mapsto Z+1\rangle$
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とおく。 このとき、 $\delta(G_{0})<1$ で、 $Rarrow\infty$ のとき連続に 1/2に収束す
ることが分かるので、- 任意の $\epsilon\in(0,1/2)$ に対し $\delta(G_{0})=1/2+\epsilon$ を満た

す $R>4$ が存在する。
さて、

$G_{t}=\langle \mathcal{Z}\mapsto Z/(.Rz+1), Z^{\vdasharrow}e-2\pi itz+1\rangle$

とすると、命題 3.6から $G_{t}$ が $G_{0}$ に強収束するのは、 $t$ が $0$ に円接的に

収束することと同値である。従って、次の命題と定理 4.2より、 $t_{n}\in \mathrm{H}$

なる点列で、 $G_{t}$ は $G_{0}$ に強収束するが、

$\lim\delta(G_{t})n=1>\delta(G_{0})$
$n$

が成り立つものが存在することが分かる。

命題 3. 7 任意の十分小さい $t=0$ での horocycle は $\delta(G_{t})>1$ となる

点 $t$ を含む。

この証明の証明では、次の事実が重要である。

系 5 $\Gamma$ が rank $r$ のカスプを持てば、 $\delta(\Gamma)>r/2$ である。

注意 1から $1/2+\epsilon$ へのジャンプは本質的に最良である。実際、 $G_{0}$ が

幾何学的有限で、 $G_{n}$ が $G_{0}$ に強収束するとき、 $\lim_{n}\delta(G_{n})>1$ ならば

定理 4.2より $\lim_{n}\delta(G_{t_{n}})=\delta(G_{0})$ である。 また、 $\delta(G_{0})\leq 1/2$ なら $G_{0}$

は純斜学的で幾何学的有限だから、 やはり連続性を得る。
また、「 $4$ 」 と比較せよ。

4 力学系的収束

以上から、力学系的収束の–つの定式化が得られる。

定義 $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に力学系的に収束するとは

1 $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に強収束し、

2 $\Lambda_{n}$ が A に収束し、

3. $\dim(\Lambda_{n})arrow \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{n}(\Lambda^{)}$

4. $\delta(\Lambda_{n})arrow\delta(\Lambda)$
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5. $\Gamma$ と十分大きい任意の $n$ に対する $\Gamma_{n}$ が幾何学的有限で、

6. $\Gamma_{n}$ に対する標準密度 $\mu_{n}$ が、 $\Gamma$ に対する標準密度 $\mu$ に弱収束する

ことである。

注意 $\Gamma$ が幾何学的有限で条件 (1), (6) が満たされれば、 $\Gamma_{n}$ は力学系的
に収束する。

定理 4. 1 純斜航的で幾何学的有限な $\Gamma$ に $\Gamma_{n}$ が代数的に収束すれば、
力学的にも収束する。

これは、有理函数の反復合成における安定性定理に対応していて、基
本定理と呼んでよいが、 さらに以下の $\mathrm{M}^{\mathrm{C}}\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}$ 「 $7$ 」 の主要定理が成
り立つ。

定理 4. 2(力学系的収束条件) 幾何学的有限な $\Gamma$ に $\Gamma_{n}$ が強収束し、

$\lim_{n}\inf\delta(\Gamma_{n})>1$

ならば、 力学的にも収束する。

最後に再び表現空間に戻るとき、前記の例におけるような現象を排除
する必要がある。そこで、次のような条件を考える。

定義 双曲変換 $g\in \mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}^{+}(\mathrm{H}^{3})$ の複素的長さを

$\mathcal{L}(g)=L+i\theta=\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}\lambda$

で定義する。 ただし、 $\lambda$ は $g$ の multiPlier である。 また、 $\lambda$ が 1に近い
時は、 $\theta$ は $0$ のちかくに選ぶこととする。

$\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に代数的に収束する、 すなわち、 同型 $\chi_{n}$ : $\Gammaarrow\Gamma_{n}$ が $id$ に

各点収束するとき、放物元 $g\in\Gamma$ が偶発的放物元 (accidental $\mathrm{P}^{\mathrm{a}\mathrm{r}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{s}$ )
であるとは、無限個の $n$ に対し、 $g_{n}=\chi_{n}(g)$ が双曲元であることとする。
従って特に $i\mathcal{L}(gn)arrow 0$ だが、 この収束がすべて非接的あるいは円接的
のとき、「すべての偶発的放物元が非接的あるいは円接的に収束する」 と

いう。

このとき、強収束については次のような判定条件が得られる。
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定理 4. 3(円接条件) 幾何学的有限な $\Gamma$ に $\Gamma_{n}$ が代数的に収束すると

する。
このとき $\Gamma_{n}$ が $\Gamma$ に強収束するのは、任意の偶発的放物元が円接的に

収束することと同値である。

注意 $\Gamma$ が幾何学的有限な場合に dim(A) $>1$ ならさらに、 $\Gamma_{n}$ に対する

標準密度 $\mu_{n}$ は $\Gamma$ に対する標準密度 $\mu$ に弱収束することも分かる。
:. 方、 $\dim(\Lambda)=1$ となるのは、 A が全不連結であるか、 円であると
きに限ることが知られている $(\lceil 2\rfloor)$

。
..’ : . :, .. .’

定理 4. 4(非接条件) 幾何学的有限な $\Gamma$ に $\Gamma_{n}$ が代数的に収束し、すべ

ての偶発的放物元が非望的に収束するならば、力学的にも収束する。

系 6 有限生成フックス群 $\Gamma$ に $\Gamma_{n}$ が代数的に収束すれば、

$\lim\dim(\mathrm{A}_{n})=\dim(\Lambda)$
$n$

が成り立つ。

系 7(収束定理) $\Gamma_{n}$ が $\mathrm{I}^{\urcorner}$ に強収束し、 $\Lambda I$ は素直とする。 このとき

$\lim\lambda_{0}(M_{n})=\lambda_{0}(M)$
$n$

が成り立つ。従って、 さらに dim(A) $\geq 1$ なら

$\lim\dim(\Lambda_{n})=$ dim(A)
$n$

である。

この前半の主張は狭義強収束の場合に $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}^{\mathrm{y}^{-}}\mathrm{T}\mathrm{a}^{\mathrm{y}}1\mathrm{o}\mathrm{r}$ が、 より幾何学

的な証明を与えている。

注意 本ノートの話題については、 さらに松崎氏による明解な解説 $\text{「}5\text{」}$

を参照せよ。
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