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1. INTRODUCTION

本稿では, 昨年京大数理解析研究所で話させて頂いた 3次元完備局所環
(剰余体有限) の新体論を解説する事を目標にする. 以下, 1. introduction,
2. 歴史, . 3. イデール類群の定義, 4. 主定理の証明の順に述べさせて頂く.
我々の対象は, 正標数の 3次元完備正則局所環 $\mathrm{F}_{q}[[x, Y, z]]$ である. 以下
本稿では, この環を常に $A$ と書き, 更に $A$ の解体を $K$ と書くこととする.

$K^{ab}$ で $K$ の最大アーベル拡大を表す時ガロア群 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{ab}/K)$ を $K$ の

幾何だけで完全に味えたい. 具体的には, $K$ から標準的に作られる位相の
入った群 $C_{K}$ (イデール類群と呼ぶ), 及び相互律写像

$\rho_{K}$ : $C_{K}arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{ab}/K)$

を構成し, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{ab}/K)$ を Gで近似したい. 行先のガロア群は Krull位相
に依り, コンパクトになっている. -番望ましいのは, \rho Kが位相群の間の同
型になることであるが残念ながらこれは期待できない. 実際我々が以下で
構成するイデール類群は局所コンパクトであるかどうかも分らず, むしろ
そうではないと思われる. 更に, $C_{K}$の非自明な加除部分群が\rho Kの核になる
可能性もある. しかし, 以下で述べる主定理は有限次アーベル拡大を考え
る範囲では, 上記相互律写像 pKが充分精密であることを示す. 主定理を述
べる.

主定理 (3次元完備局所環の類体論): $P$ を奇素数とし, $A=\mathrm{F}_{q}[[X, Y, Z]](q$

$=\overline{p^{m}),K}$ を $A$ の商体とする. ここで $K$ に対し Milnor-Kato 予想が成立
するとする (以下の Remark 2参照). すると, $K$ に対して標準的に構成さ
れる位相の入ったイデール弓弩 $C_{K}$ が存在し,

$p_{K}^{*}$ : $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1(K,\mathbb{Q}}^{1}/\mathbb{Z}$) $arrow \mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{c}}(\sim C_{K}, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$

なる標準同型が存在する. ただし, $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{C}(C_{K}, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$ は CKから $\mathbb{Q}/\mathbb{Z}$ への

位数有限の連続準同形全体のなす群を意味し, $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(_{-}K, *)$ は $K$ の Galois
コホモロジーとする.
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Remark 1: $p=2$ の時には, Milnor K-theory に対する Gersten-Quillen
resolution を仮定すれば同じ類体論が成立する ([Ma] (I) 参照).

Remark 2: 上で仮定した Milnor-Kato 予想とは任意の体 $K$ に対し,
$K$ の算数と素な任意の自然数 $m$ と任意の自然数 $n$ に対して Galois symbol
$K_{n}^{M}(K)/marrow H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{n}(K, \mu_{m})\otimes n$ の同型を主張する (全射性は Weak Milnor-
Kato 予想と呼ばれる). 周知の如 $\langle$ V. Voevodsky, A. Suslin そして M. Rost,
花村氏等により, 本格的な発展が現在進展中である. 更にこの Minor-Kato
予想が以下に述べる高次元局所体に対して常に成立すること $([\mathrm{K}\mathrm{a}1]\mathrm{I}, \mathrm{I}\mathrm{I})$ , 又
完備離散附値体に対しては Minor-Kato 予想がその剰余体に対する Minor-
Kato 予想と深く関係する事が [Ka4] で加藤により証明されている.

Remark 3: 上記定理に於ける写像 $p_{K}^{*}$ の双対を取る事に依り, 相互律写像

$\rho_{K}$ : $C_{K}arrow.\mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{ab}/K)$

を得るが, $p_{K}^{*}$ の単射性から $PK$ が Galois群に入った Krull 位相で稠密 つ

まり $L/K$ を有限次アーベル拡大とする時常に $C_{K}arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$ が全射
である事が分かる. 更にもっと詳しく次の定理が成立する.

$*_{\backslash }$ : $L/K$ を有限次アーベル拡大とし, $A$ の $L$ 内での整閉包 $B$ が正則で
あるとする. このとき, 上記写像 $\rho_{K}^{*\text{の双}}.\text{対写像}$ $\rho_{K}$ は同型

$\rho_{K-}$ : $C_{K}/N_{L/K}(c_{L})arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(\sim L/K)$

を導く.

Remark 4: 上の系で, $A$ の整閉包の正則性は外せない. 実際設定は違
うが, 正標数 2次元完備正則局所環の類体論に於いて, 系の同型が崩れる例
が志甫氏によって構成されている (cf. [Ma-Sh]).

2. 歴史

さて,主定理の前に簡単に型押論の歴史を解説する. そもそも類体論とは
代数体の有限次アーベル拡大を手にとるように理解する理論であった. 例
えば, 4で割って 1余る素数 $P$ が $p=a^{2}+b^{2}(a, b\in \mathbb{Z})$ の形に表される等
の数論的に面白い事実が, 類体論を有理数体 $\mathbb{Q}$ に適用することによって簡
単に導かれる. この代数体の類体論は高木貞治によって証明されたのであ
るが, その後この代数体の馬体論の証明に, 各素数 pで $\mathbb{Z}$ を完備化して得
られる p進整数環 $\mathbb{Z}_{p}$ の面体である (1次元) 局所体 $\mathbb{Q}_{P}$ , 或いはその有限次
拡大体 $F$ の客体論 (所謂局所類体論)が有力であることが発見された (高木
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貞治は Hecke の L-関数を用いて類体論を証明した cf. [Ta] $)$ . この場合, $F$

を (1次元) 局所体, $F^{ab}$ をその最大アーベル拡大として,

$p_{F}$ : $F^{*}/marrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(\sim Fab/F)/m$

なる同型が存在する ($m$ は全ての 2以上の自然数とする). $\rho_{F}$ は $F$ の相互
律写像と呼ばれ, ブラウア $=$群の理論を用いて canonical に定義される写像
である.
さて, この局所類体論は, 日本の加藤和也, 及び ‘ノ連の A. N. Parshin に

よって独立に高次元局所体に対して拡張された. ,

定義 1: $K_{n}$ が $n$-次元局所体とは, 完備離散附値体で, その剰余体 $K_{n-1}$

が $(n-1)$-次元局所体であるようなものであり, 0-次元局所体は有限体であ
るとする.

定義 2: 任意の体 $F$ に対して, degree $i$ の Milnor の K-群 $K_{i}^{M}(F)$ が

以下で定義される. 即ち $K_{i}^{M}(F)$ : $=(F^{*}\otimes_{\mathbb{Z}}F^{*}\cdots\otimes_{\mathbb{Z}}F^{*})/I$ . ここ

で $I$ は $\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}-\mathbb{Z}$-module として, 或る $i\neq i$ に対して $x_{i}+x_{j}=1$ となるよう
な元 $(x_{1}\otimes\cdots\otimes x_{i}\otimes\cdots\otimes x_{j}\otimes\cdots\otimes x_{n})$ で生成される部分群とする.
この時 $n$-次元局所体 $K_{n}$ に対して次の類体論がある ([Kal], [Ka3], [Pa]).

定理 (加藤, Parshin): $K_{n}$ を $n$-次元局所体とし, K禦で $K_{n}$ の最大アーベ
ル拡大を表す時 $K_{n}$ の $n$-次の Milnor K-群 $K_{n}^{M}(K_{n})$ と標準的相互律写像

$\rho_{K_{n}}$ : $K_{n}^{M}(K_{n})arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{n}^{ab}/K_{n})$

が存在して, 任意の有限次アーベル拡大 $L/K_{n}$ に対して, $p_{K_{n}}$ は同型

$p_{K_{n}}$ : $K_{n}^{M}(K_{n})/N_{L/K}(K^{M}(n)L)arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(\sim L/K_{n})$

が存在する. 更に, この対応 $L-*N_{L/K}(K^{M}(n)L)$ によって $K_{n}$ の有限次
アーベル拡大と $K_{n}^{M}(K_{n})$ の指数有限の開部分群とが 1対 1に対応する.

Remark 5 : Parshin は正標数の場合に限って高次元局所類体論を証明し
た (cf. $1_{\mathrm{o}\mathrm{C}.\mathrm{C}}\mathrm{i}\mathrm{t}.$ ). ただし, この場合は剰余体に非分離拡大は起きず常に分離
的であり, Serre 等によってある程度は考察されていた. しかしこの意味で
本当に ”従来の” 類体論を越えたのは加藤の扱った混標数の高次元局所類
体論であり, 混標数高次元局所体 $K_{n}(K_{n}$ の標数は $0$ で剰余体 $K_{n-1}$ の標
数は $P>0$ となる) に対しては, アーベル拡大 $L/K_{n}$ で剰余体間に真に非
自明な非分離拡大が起る場合が存在する.
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さて, この加藤, Parshin による高次元局所体の憎体論 (特に 2次元の場
合) を寄せ集める事に依り, 斎藤秀司は以下に述べる 2次元完備局所環の
類語論を [Sa] で証明した.

定理 (斎藤秀司) : $B$ を $\mathrm{F}_{p}[[X, \mathrm{Y}]]$ 或いは $\mathbb{Z}_{p}[[X]]$ なる 2次元完備局所
環, $F$ をその商体とする時, $C_{F}$ : $=(\underline{\prod}_{\mathfrak{p}}K_{2}^{M}(F_{\mathfrak{p}}))/K_{2}^{M}(F)$ (ただし \sim は全
ての高さ 1の $B$ の素イデアルを走り, $F_{\mathfrak{p}}$は $F$ の $\mathfrak{p}$ での完備化を表す. つま
り $F_{\mathfrak{p}}\text{は}$ $2$次元局所体である) を $F$ に伴 $\vee^{\vee}$

). イデール類群であるとして, 制限
直積による位相を入れることにより

$p_{F}^{*}$ : $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(F, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})arrow \mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}}(CCF\mathbb{Q}\sim,/\mathbb{Z})$

なる同型が成立する.

Remark 6: 上記斎藤の定理は $B$ が正則である場合のみを述べたが 実際
は $B$ が正則でない場合も込めて厳密に斎藤によって証明されている. そこ
では, 完全分解被覆と呼ばれる, もはや面体論の手のとどかないようなアー
ベル拡大があることが示されている (cf. $1\mathrm{o}\mathrm{c}$ . $\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}.$ ).

以上の様な輝かしい成果の–方, Spencer Bloch によって数論曲面の不分
岐母体論が (特別の場合に) 証明された (cf. [B]). この結果は後になって加
藤-斎藤 (秀) によって [K-S1] に於いて–般の数論曲面の場合に証明される
のであるが, その証明に上記加藤, 及び斎藤が証明していた様々な類体論が
本質的に利用されるのである. 更に彼等は [K-S2] で数論曲面の不分岐類体
論の分岐版である 2次元大域体の類体論を厳密に証明し, さらに [K-S3] に
於いて, 任意男数の任意次元大域体 (素軸上有限生成の体を意味する. 彼等
は arithmeic fields と呼んでいる.) に対して面体論を証明した.

3. イデール類群 CKの定義
さて, 我々の体 $K$ にもどる. 本節での主目的は $K$ に対して標準的なイ

デール類群 $C_{K}$ を定義することにある. 先ず, 記号を fix する.
Notations :
$P_{A}^{2}$ : $A$ の全ての高さ 2の素イデアルの集合.
$P_{A}^{1}$ : $A$ の全ての高さ 1の素イデアルの集合.
$P_{\mathfrak{m}}^{1}$ : $A_{\iota \mathfrak{n}}$ の全ての高さ 1の素イデアルの集合.
$A_{\mathfrak{m}}$ : $= \frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }A_{(\mathfrak{m})}/(\mathfrak{m})^{n}$ . ただし $\mathfrak{m}\in P_{A}^{2}$ とする.
$A_{\mathfrak{p}}$ : $= \frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }nn_{A_{(\mathfrak{p})}}/(\text{や})^{n}$ . ただしや $\in P_{A}^{1}$ とする.
$A_{\mathfrak{n},\mathfrak{p}\mathrm{m}},;= \frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }A_{(\mathfrak{n}(\mathfrak{p}\mathrm{m}})/(\mathfrak{p}_{\mathfrak{m}})^{n}$ . ただし, $\mathfrak{p}_{\mathfrak{m}}\in P_{\mathfrak{m}}^{1}$ とする.
$K_{m}$ : $=\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}^{n}A_{\mathfrak{m}},$

$K_{\mathfrak{p}}$ : $=\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}A_{\mathfrak{p}},$ $K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{1}\mathfrak{n}}$ : $=\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}A_{\mathfrak{n}1,\mathfrak{p}_{\mathfrak{n})}}$ .
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Remark 7: 上記 Notations で, $A_{(\mathfrak{m})},$ $A_{(\mathfrak{p})}$ 等は各々 $A$ の素イデアル $\uparrow \mathfrak{n}$ , や
による局所化を表し, 又 $A_{\mathfrak{m}(\mathfrak{p}_{\mathrm{m}})}$ は $\mathrm{A}_{\mathfrak{m}}$ の高さ 1の素イデアル靴による局
所化を表すものとする. 又, Frac は全商環を意味する.

Remark 8: 上記 $K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}$ は所謂上で述べた 3次元局所体である. 更に, $A_{\mathfrak{m}}$

は 2次元完備局所環であるが, 上で述べた斎藤秀司によって扱われた 2次
元完備局所環 $B$ と異なる点は剰余体が $A_{\mathfrak{m}}$ では 1次元局所体であり, $B$ で

は有限体であるという点である.

さて 続いて高次元局所体の Milnor $K$-群の Kato-Filtration を解説する.
$K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{t}\mathfrak{n}}}$ を上で得た 3次元局所体とする. このとき, $K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathfrak{m}}}$ の Milnor K-群
$K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m}},)\mathfrak{p}_{\mathfrak{m}}$ に加藤に従って, 以下のような Filtration を導入する.

定義 3: $x_{1},$ $x_{23},$$x$ を $K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}$ の乗法群 $K_{\mathrm{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}^{*}$ の元とする. この時, $i\geq 0$ な

る自然数 $i$ に対して, $K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathfrak{m}}})$ の部分群 $U^{i}K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m}},)\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}$ を

$U^{i}K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}):=\{\mathrm{I}\mathrm{m}:x_{1}\otimes X_{2}\otimes x_{3}\vdasharrow K_{3}M(K\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m})|x_{1}\in(1+\text{や_{}\mathfrak{m}\mathfrak{m}}Ai,\mathfrak{p}_{t\mathfrak{n}})^{*}$ ,
$X_{2},$ $X_{3}\in K^{*}\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m}\}$

として定義する.

さて, 我々のイデール歯群を定義するのに, もう –つ準備が必要である.
それは, 分岐を control する Modulus $M$ である.

定義 4: 我々はモジュラス $M$ を,

$M:=\oplus_{\mathfrak{p}\in P_{A}^{1}}n\mathfrak{p}(\overline{\text{や}})$

で定義する. ただし, $n_{\mathfrak{p}}$
は $0$ 以上の自然数で, 殆ど全てのやで $0$ であり, か

つ $(\overline{\text{や}})$ はや $=0$ で定義される $A$ の素因子を表す
この $M$ はいわば effective な $A$ の Divisor であると考えられる. 以下で

この $M$ を用いて, 我々のイデール類群 $C_{K}$ を定義する.

先ず全ての高さ 2の素イデアル $\mathfrak{m}\in P_{A}^{2}$ に対して, 群 $C_{M}(\mathfrak{m})$ を次で定
義する. 即ち,

$C_{M}(\mathfrak{m}):=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m}})diarrow ag\oplus_{\mathfrak{p}_{\mathfrak{m}}}(K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}})\mathrm{m}/U^{M}(\mathfrak{p}_{\mathrm{m}})KM(3\mathfrak{n}1))K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}})$

(3.1)

ここで, 鞠は $P_{\mathfrak{m}}^{1}$の元を走り, $M(\text{や_{}\mathfrak{m}})$ を写像 $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}A_{\mathfrak{m}}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A$ によって編
が転 $-\rangle$ やに移るとき, $M$ (やm): $=n_{\mathfrak{p}}$ で定義する. 又, diag とは diagonal
写像の事である.
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更に今定義した群 $C_{M}(\mathfrak{m})$ を用いて次に群 $C_{M}(K)$ を定義する. 即ち

$C_{M}(K):=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\oplus_{\mathfrak{p}\in P_{A}}1K_{3}M(K_{\mathfrak{p}}.)arrow\oplus_{\mathfrak{m}\in P_{A}^{2}}c_{M}(\mathfrak{m}))$

(3.2)

として定義する. ここで各 $K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{p}})$ の像が $C_{M}(\mathfrak{m})$ の直和に入ることも非
自明だが証明される (詳しくは [Ma] 参照). そして $C_{M},(K)$ には discrete な
位相を入れる

Remark 9: $C_{M}(K)$ は群としては非常に大きい. 例えば, $M$ を任意の mod-
ulus, $D_{\mathfrak{p}}$を任意の素因子とすると, $(C_{M+D_{\mathfrak{p}}}(K)/C_{M}(K))/P$ は大体 $A/u_{\mathfrak{p}}$

の Pontyragin dual に等しい (upは素イデアルやの定義式で, $A/u_{\mathfrak{p}}$ は剰余
体有限の 2次元完備局所環である).
さて, イデール訓読は以上の準備の基で次で定義される.

定義 5(イデール雨気 $C_{K}$ の定義): $C_{M}(K)$ をモジュラス $M$ に対して上
で定義される群とするとき, イデール類群 $C_{K}$ を次の射影極限で定義する.

$C_{K}$ : $= \frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }MC_{M}(K)$ (3.3)

ただし, 陣M は $M’>M$ ( $\Leftrightarrow M’-M$が effective) なる場合の全射, $C_{M’}(K)$

$arrow C_{M}(K)$ に関して取る.

位相の定義 : 今定義した $C_{K}$ に位相を定義する. それは $C_{K}$ に各 $C_{M}(K)$

から定まる逆極限位相を入れる. 勿論各 $C_{M}(K)$ は discrete な位相を持つ
とする. つまり, $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(C_{K}arrow C_{M}(K))$ は常に CKで open $\text{である}$ .

$.$ .

Remark 10 : 以上の定義によって, 我々は $K$ に対して canonical に定
まる位相群 $C_{K}$ を得たが, この造り方は加藤斎藤両氏が 2次元大域体のイ
デール類群を造る仕方をそのまま真似たものである (cf. [K-S2]).

Remark 11 : 上で述べたイデール類群は次の様に –見分かり易く表せる.
即ち

$C_{K}$ : $=(_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathfrak{m}} \prod K_{3}t_{\mathit{0}}p(;K\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}))/\prod_{\mathfrak{p}\in P_{A}^{1}}KM(3K_{\mathfrak{p}})\prod_{\mathfrak{m}\in P_{A}^{2}}K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m}})\cdots(\phi)$

ここで $\prod_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}’$ は直積の部分集合で或る条件を満足するもの (簡単な記述は
出来ない, 詳細は [Ma] 参照) であり, $K_{3}^{to_{\mathrm{P}}}(*)$ は A. N. Parshin によって定
義された topological Milnor K-群である. 例えば 3次元局所体 $K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}$ に対
しては,
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定理 : $K_{3}^{top}(K \mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m})=K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}})/\bigcap_{i\geqq 0}U^{i}K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m}})$なる等号が成立
する. ただし, $U^{i}K_{3}^{M}(K\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}})$ は Kato-filtration である.

等が成立する. 尚, 上の表示で分母の各群 $K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{p}}),$ $K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m}})$ 等は分子
の群である直積の部分集合 $\prod_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}’K_{3}^{t_{\mathit{0}}p}(K_{\mathfrak{m}},)\mathfrak{p}\mathrm{m}$ の対応する箇所に diagonal
に入るものとする (詳細は略するが, 各々の体 $K_{\mathfrak{p}},$

$K_{\mathfrak{n}\mathrm{t}}$ の類体論の相互律

写像 $K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{p}})\rho_{K,arrow^{\mathfrak{p}}}C_{K_{\mathfrak{p}}}(arrow C_{K}),$ $K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m}})\rho_{K,-\theta}C_{K_{\mathrm{m}}}(arrow C_{K})$ を経由
して $C_{K}$ 入る, ここで $C_{K_{\mathfrak{p}}},$ $C_{K_{\mathrm{m}}}$ 等は各体 $K_{\mathfrak{p}}$ , $K_{\iota \mathfrak{n}}$ のイデール類群 (定義
は [Ma], [Sa] 及び上記斎藤氏の定理参照)).

4. 主定理の証明
先ず 主定理を再記する.
主定理 (3次元完備局所環の類体論): $P$ を奇素数とし, $A=\mathrm{F}_{q}[[X, \mathrm{Y}, Z]]$

(ここで $q=p^{m}$ ), $K$ を A の商体とする. ここで $K$ に対し Milnor-Kato 予
想が成立するとする. 上記イデール類群 $C_{K}$ に対し,

$p_{K}^{*}$ : $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K!\mathbb{Q}/\mathbb{Z})arrow \mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{c}}(\sim C_{K}, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$

なる標準同型が存在する. ただし, $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{c}(C_{K}, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$ は位数有限の CKから
の連続準同形全体のなす群を意味し, $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K,. *)$ は $K$ の Galois コホモロ
ジーとする.

さて, 今から主定理を証明する. その為には先ず, 次の pairing が reci-
procity map を造ることを説明する.

Reciprocity Pairing : 先ず次の Galois コホモロジー $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{i}}^{1}(K, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$

とイデール類群 $C_{K}$ との標準的 pairing $(, )$ が存在する.

$H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})\cross C_{K}(_{arrow}, )\mathbb{Q}/\mathbb{Z}\cdots(*)$ (4.1)

そして, この pairing $( , )$ は $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$ の元 $\chi$ と $C_{K}$ の元 $(a_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}})_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathfrak{m}}}$

( $\text{ただし}$ , ここでは上の Remark 11で述べた イデール類群の explicit 表
示 $(\phi)$ を用いた) に対して,

$(\chi, (a_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}})_{\mathfrak{m}},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}})\vdasharrow\Sigma_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}(x\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m}’ \mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m})_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}a\in \mathbb{Q}/\mathbb{Z}$ (4.2)

として定義される. .

ただし, $\chi_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}$
は Restriction $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})arrow H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m}’ \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$ によ

る $\chi$ の $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K_{\mathfrak{m}},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}’ \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$ の中での像を表し, 更に, pairing $( , )_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}$ は
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加藤-Parshin によって定義された 3次元局所体 $K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathfrak{m}}}$ に対する reciprocity
pairing

$H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K_{\mathfrak{m}},\mathfrak{p}\mathrm{m}’ \mathbb{Q}/\mathbb{Z})\cross K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m}})(,-arrow)_{\mathfrak{m}}," \mathbb{Q}/\mathbb{Z}$ (4.3)

とする. そして, 実際にこの piaring $(, )$ が $C_{K}$を経由する事は各体 $K_{\mathfrak{p}}$ , $K_{1\mathfrak{n}}$

の reciprocity law を用いる事により示される.
さて, (4.1) の reciprocity pairing $(*)$ は自然に次の準同形 $p_{K}^{*}$ を誘導する.

$.p_{K}^{*}$ : $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})arrow \mathrm{H}_{0}\mathrm{m}(C_{K\mathbb{Q}/\mathbb{Z})},.$ (4.4)

勿論この写像 $p_{K}^{*}$ の dual を考える事により, 相互律写像

$p_{K}$ : $C_{K}arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{ab}/K)$ (4.5)

を得るのであるが (ここで $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})\cong \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{c}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(Kab/K), \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$

である事を使った), 我々は引き続き写像 $p_{K}^{*}$ を分析 (analyze) する.
目標は $p_{K}^{*}$ の同型であるが, これは全ての 2以上の自然数 $n$ に対して,

modulo $n$ での同型 $p_{K}^{*}/n$ を言えば良い. 先ず, 理数 $P$ と素な自然数 $n$ に
対しては (俗に $l$-part と呼ばれる), 比較的簡単にこの同型が示せるので省
略し (本当はこの $l$-part の証明に Milnor-Kato conjecture を使い, 又実際
は斎藤秀司による正則でない 2次元完備正規局所環 (剰余体有限) の Hasse
原理等, 相当に深い定理を使うのであるが, 比較的簡単と言ったのはこれら
の予想, 定理を modulo して, という意味である), $p$-part つまり $p^{m}$ を法
とした同型の証明のみ扱うことにする. そしてこの $P$-part も結局は mod

$P$ での同型のみを言えば充分であることが簡単な (こっちは本当に簡単 !)
induction ででる.

よって, 我々の目標は次の同型の証明である. 即ち,

$\rho_{K}^{*}$ : $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1}^{1}(K, \mathbb{Z}/p)arrow\sim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{C}(CK, \mathbb{Z}/p)\cdots(:)$ . (4.6)

ここで, 本当はつまりアプリオリには $\rho_{K}^{*}$ の像は唯の代数的な写像の集合
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(C_{K}, \mathbb{Z}/p)$ にしか行かないのだが, $(l)$ の言わんとする所の事はこ
の $p_{K}^{*}$の像が実はイデール類群から $\mathbb{Z}/P$への連続準同形 $\mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{c}}(C_{K}, \mathbb{Z}/p)$

全体に –致するということなのである. さて, 次の可換図式が決定的な鍵
を握る.
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定理 (The key diagram) : 次の可換図式が存在する.

$\mathrm{O}arrow \mathbb{Z}/parrow$ $H_{\mathrm{G}\mathrm{a}1(K,\mathbb{Z}}^{1}/p)$ $arrow$ $\oplus_{\mathfrak{p}}H_{\mathfrak{p}}^{2}(K\mathfrak{p}’ \mathbb{Z}/p)$ $arrow\oplus_{\mathfrak{m}}K_{3}(A_{\mathfrak{m}})^{*}/p$

$||$ $\downarrow\rho_{K^{*}/}p$ $\downarrow\oplus\rho_{K}^{*}\mathfrak{p}$ $||$

$0arrow \mathbb{Z}/parrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}c(c_{K}/p, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})arrow\oplus_{\mathfrak{p}^{\mathrm{H}\mathrm{o}}}\mathrm{m}C(U^{0}CK\mathfrak{p}/p, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})arrow\oplus_{\mathfrak{m}}K_{3}(A_{\mathfrak{m}})^{*}/p$.

(4.7)

ここで, 上の行は完全であり, 下の行は $\mathbb{Z}/p,$ $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{c}(C_{K}/p, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$ で完全で
ある. 更に縦の写像 $(\oplus p_{K_{\mathfrak{p}}}^{*})$ は同型であり,

$U^{0}C_{K_{\mathfrak{p}}}$ : $= \frac{1\mathrm{i}\mathrm{m}}{\backslash }i\geqq 0(\prod_{\mathrm{q}\in P\frac{1}{A/u\mathfrak{p}}}(U^{0}K_{3}^{M}(K\mathfrak{p},\mathrm{q})/U^{i}K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{p}},)\mathrm{q}))/K_{3}^{M}(K)(48)\mathfrak{p}$

.

は体 $K_{\mathfrak{p}}$ のイデール類群 $C_{K_{\mathfrak{p}}}$ の部分群で (ただし, $P \frac{1}{A/u_{\mathfrak{p}}}$
は完備局所環

$A/u_{\mathfrak{p}}$ の正規化 $\overline{A/u}_{\mathfrak{p}}$ の高さ 1の素点全体の集合, $K_{\mathfrak{p},9}\text{は}K_{\mathfrak{p}}$ を含む完備

離散附値体で剰余体が $\overline{A/u_{\mathfrak{p}}}$ の高さ 1の素イデアル $\mathrm{q}$ での完備化の商体に
なるようなものとする), $K_{\mathfrak{p}}$ の最大不分岐アーベル拡大に対応するものと
する.
先ず, 上の定理 (The key diagram) を仮定して主定理を証明する.
主定理の証明 我々は (4.6) の写像 (2) の同型さえ証明すれば良い. 所
が上の The key diagram (4.7) で縦の写像 $(\oplus p_{K_{\mathfrak{p}}}^{*})$ は同型である事に注意
して, diagram chase で結局写像 $p_{K^{*}}/P$ の同型が直に出る. そして, この同
型が (2) の同型に他ならない 証明終.

定理 (The key diagram) の解説, 我々の残りの義務は上記定理 (The
key diagram) の証明であるが, 厳密な記述は長くなるだけなので簡潔に解
説するに止める. 先ず, 上の完全列を説明する.
以下 $X=\mathrm{s}_{\mathrm{P}}\mathrm{e}\mathrm{c}A\backslash (X, Y, Z)$ (ただし (X, $Y,$ $Z$ ) は $A$ の極大イデアル) と

し, $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{i},(*)$ : $=H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{i},(*, \mathbb{Z}/p)$ とする.
$\cup \mathfrak{m}_{i}$ で有限個の閉点からなる $X$ の余次元 2の閉部分スキーム, 可で高
さ 1の素点紡で定義される $X$ の余次元 1の閉部分スキームを表すとし,
組 (X $\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}),$ $\mathrm{U}$再 $\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i})$ ) から得られる次のエタールコホモロジー
の localization sequence を考える。

134



$\oplus$ $H \frac{1}{\mathfrak{p}_{j}}\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}.)(X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}))arrow H_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}^{1}(X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}))arrow H_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}^{1}(X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}\oplus\cup\overline{\text{や_{}j}}))arrow$

$j=1\ldots m$

$j=1\ldots m\oplus H_{\frac{2}{\mathfrak{p}_{j}}\backslash }((\cup \mathfrak{m}i)X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}))arrow H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{2},(x\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}))arrow H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{2},(X\backslash (\cup \mathfrak{m}i\oplus\cup\overline{\text{や_{}j}}))arrow$

$arrow\cdots$ . (4.9)

ここで, 我々は $\cup \mathfrak{m}_{i}arrow P_{A}^{2},$ $\cup \text{や_{}j}arrow P_{A}^{1}$ なる極限を取る. つまり, 有限集
合 $\cup \mathfrak{m}_{i}$ を徐々に増やして $P_{A}^{2}$ に近ずけ, 同じく高さ 1の素点勘の有限集
合 U窃 も徐々に増やして $P_{A}^{1}$ に近ずける. そしてその極限を考える. する
とこの場合, X\(\cup mi\oplus U可) は $X$ から全ての高さ 2の閉点と高さ 1の素
点を抜くことを意味し, これは極限に於いて結局 $X$ の generic point つま
り $X$ の関数体になる. そしてこの $X$ の関数体がまさに $K$ となって重要
な同型 $H_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}^{1}(X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}\oplus\cup\overline{\text{や_{}j}}), \mathbb{Z}/p).arrow\sim H_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}^{1}(K, \mathbb{Z}/p)$ を得る. 又, 容易に同
型 $H_{\frac{2}{\mathfrak{p}_{j}}\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i})}(X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}), \mathbb{Z}/p)arrow H_{\mathfrak{p}_{j}}^{2}(\sim A_{\mathfrak{p}_{j}}, \mathbb{Z}p)$ (Limit $\cup \mathfrak{m}_{i}arrow P_{A}^{2}$ ) も分る.
そして $H_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}^{1}(X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}))$ や $H_{\mathrm{e}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathrm{t}}^{2}(X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}))$ (Limit $\cup \mathfrak{m}_{i}arrow P_{A}^{2}$ ) を計算する
のに, 次のエタール localization sequence を利用するのである. 即ち

$\bigoplus_{i=1\ldots n}H_{\mathfrak{m}_{i}}^{1}(X\mathrm{e}\prime \mathrm{t}, \mathbb{Z}/p)arrow H_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}^{1}(X, \mathbb{Z}/p)arrow H_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}^{1}(x\backslash \cup i=1\ldots n\mathfrak{m}_{i}, \mathbb{Z}/p)arrow$

$\bigoplus_{i=1\ldots n}H_{\mathfrak{m}_{i}}^{2}(X\mathrm{e}\prime \mathrm{t}, \mathbb{Z}/p)arrow H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{2},(X, \mathbb{Z}/p)arrow H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{2},(X\backslash \bigcup_{i}=1\ldots n\mathfrak{m}_{i}, \mathbb{Z}/p)arrow$

$\bigoplus_{i=1\ldots n}H_{\mathfrak{m}}3(ix_{\mathrm{e}\mathrm{t}}’, \mathbb{Z}/p)arrow H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{3},(X, \mathbb{Z}/p)arrow H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{3},(X\backslash \cup i=1\ldots n\mathfrak{m}_{i_{)}}\mathbb{Z}/p)arrow(4.10)$

この完全系列より直に $H_{ei}^{1}(x\backslash (\cup \mathfrak{m}), \mathbb{Z}/p)arrow \mathbb{Z}\sim/P$ (Limit $\cup \mathfrak{m}_{i}arrow P_{A}^{2}$ ) が
分かり, 更に Limit $\cup \mathfrak{m}_{i}arrow P_{A}^{2}$ に於いて, Grothendieck Dualty $([\mathrm{H}])$ も併
用する事により次の同型を得る

$H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{2},(X\backslash (\cup \mathfrak{m}_{i}), \mathbb{Z}/p)\cong(K_{3}^{M}(A_{\mathfrak{m}})/p)^{*}$ (Limit $\cup \mathfrak{m}_{i}arrow P_{A}^{2}$ )

も分る. ただし, $(K_{3}^{M}(A_{\mathfrak{m}})/p)^{*}:$ $=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{c}(K_{3}^{M}(A_{\mathfrak{m}}), \mathbb{Z}/p)$ とする. そし

て, (4.9) にこれらの結果を代入して, 結局我々の diagram (4.7) の上の行
を得る (勿論これで完全性の証明が出来ている).

さて, 次に下の行の完全性であるが, こちらは $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{c}(*, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})$ を取る前
の次の完全列の証明に帰着される. 即ち,
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定理 : 次の完全列が存在する.

$\prod(U^{0}c_{K_{\mathfrak{p}}}/p)arrow C_{K}/parrow \mathbb{Z}/parrow 0$ . (4.11)
$\mathfrak{p}\in P_{A}^{1}$

ここで各 $U^{0}C_{K_{\mathfrak{p}}}$ は (4.8) で述べた群であるとする.

証明 (sketch) まず同型 $K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}})/U^{0}K_{3}^{M}(K\mathfrak{m},\mathfrak{p}_{\mathrm{m}})\cong K_{2}^{M}(\kappa(\text{や}\uparrow \mathfrak{n}))$ が成
立する (cf. [Kal]). 更に各 $U^{0}K_{3}^{M}(K)\mathfrak{p},\mathrm{q}$ に対して唯 $1\supset U^{0}K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m}})$が
対応し, 同型 $U^{0}K_{3}^{M}(K)\mathfrak{p},\mathrm{q}\cong U^{0}K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m},\mathfrak{p}\mathrm{m}})$ が存在する. よって直ぐ上で
述べた同型を使うと結局 (4.11) で,

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\prod(U^{0}\mathfrak{p}\in PA1CK_{\mathfrak{p}}/P)arrow C_{K}/p)$

$\cong \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\oplus_{\mathfrak{p}}K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{p}})/parrow\bigoplus_{\mathfrak{m}}((\bigoplus_{\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}}K_{2}^{M}(\kappa(\text{や_{}\mathfrak{m}})))/K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m}}))/p)$

となることが分かる. 更に $\oplus_{\iota \mathfrak{n}}$ の各要素に対して同型

$( \bigoplus_{\mathfrak{p}_{\mathrm{m}}\in P_{\mathrm{m}}^{1}}K_{2}^{M}(\kappa(\text{や_{}\mathfrak{m}})))/K_{3}^{M}(K_{\mathfrak{m}})\cong K_{1}^{M}(\kappa(\mathfrak{m}))$

があり, 結局全ては

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\oplus_{\mathfrak{p}\in P_{A}}1K_{3}M(K_{\mathfrak{p}})/parrow\{\mathfrak{n}\in P\bigoplus_{2,A}K_{1}^{M}(\kappa(\mathfrak{m}))/p)$

の計算に帰着される. そしてこの群は更に次の群と同型になることが分る.
即ち

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\oplus_{\mathfrak{p}\in P_{A}}1K_{3}M(K_{\mathfrak{p}})/parrow\bigoplus_{\mathfrak{m}\in P_{A}^{2}}K_{1}^{M}(\kappa(\mathfrak{m}))/p)$

$\cong$ Coker $( \oplus_{\mathfrak{p}\in P_{A}^{1}}KM(2\kappa(\text{や}))/parrow\bigoplus_{\mathfrak{m}\in P_{A}^{2}}K_{1}^{M}(\kappa(\mathfrak{m}))/p)$ .
$(4.12)$

ここで Gersten-Quillen の定理は, 環 A に対し完全列

$\oplus_{\mathfrak{p}\in P_{A}^{1}}K_{2}^{M}(\kappa(\text{や}))arrow\bigoplus_{\mathfrak{m}\in P_{A}^{2}}K_{1}^{M}(\kappa(\mathfrak{m}))arrow \mathbb{Z}$

.
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が存在する事を主張し (cf. [Q]), この完全列に $\otimes \mathbb{Z}/P$ することにより, 結
局 (4.12) は $\mathbb{Z}/P$ と同型になる事が分るのである. これで下の行の完全性
の証明が終る. $p_{K_{\mathfrak{p}}}^{*}$ の同型の証明は大変なので省略し, $[\mathrm{M}\mathrm{a}](\mathrm{I})$ に詳細をゆ
ずることにする.
以上で主定理の証明 (の解説)が終った.

系の解説系は今証明された主定理を体 $K,$ $L$ に各々適用する事により得
られる. つまり完全列 $C_{L}\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}arrow C_{K}arrow C_{K}/N_{L/K}(C_{L})arrow 0$ (の双対) と

完全列 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L^{ab}/L)arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{ab}/K)arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)arrow 0$ の双対を考える
と直ぐに出てくる (ただし, ここで $C_{K}$ に入った位相の定義と [Ka3] から商
群 $C_{K}/N_{L/K}(C_{L})$ には discrete な位相が入ることに注意する). 詳細を知り
たい方は [Ma](I) を読んで下さい.

Remark 12 : 系の statement で” $L$ の中での $A$ の整閉包が正則 ” と
いう条件は本質的である. 実際もし正則でないとすると $L$ に対して主定
理が適用されない. それどころか 2次元完備局所環 $\mathrm{F}_{p}[[X, Y]]$ に対してそ
の底面を $N$ とすると, 或る有限次アーベル拡大 $M/N$ であって, これらの
体 $M,$ $N$ に対して斎藤氏の定義したイデール類群を $C_{M},$ $C_{N}$ とすると $M$

内での $\mathrm{F}_{p}[[X, Y]]$ の整閉包が正則でないようなもので $[C_{N} : N_{M/N}(C_{M})]>$

$|\mathrm{G}\mathrm{a}1(M/N)|$ となる例が存在する ! この様な例は志甫氏によって初めて与
えられた. この例及びその他の結果を論文 [Ma-Sh] で紹介する予定である.

Remark 13 : よく加藤先生が仰ることであるが, 与えられた代数多様体
の類体論とその代数多様体の特異点とは深く関係している. この哲学は
実際斎藤秀司先生による正則でない 2次元完備局所環の類体論で実証済
みである (そこでは特異点が引き起こす特有の現象が詳細に記述されてい
る cf. [Sa] $)$ . そして実際 Swan conductor に対しても同様の現象を記述した
のが [Ka6] である. 複素数体上の代数多様体の分類論の深い定理がどれだ
け類体論と結びつけられるのだろうか? 今後, 川又, 森両氏等による最近
の目覚ましい代数幾何の進歩と高次元類体論の融合を促進したい.

Remark 14 : 未だ check はしていないが, 上記証明はほぼ間違い無く,
扱っている 3次元完備正則局所環が混函数の場合にも適用可能と思われる.
つまり, $\mathbb{Z}_{p}[[X, Y]]$ なる混函数 3次元完備正則局所環に対しても完全に本稿
と同じ類体論が成立すると思われる.

Remark 15: 上記証明は実際には $n$-変数の場合にも使え, $\mathrm{F}_{p}[.[X_{1}, \ldots, X_{n}]]$

の商体に対しても同様の類体論が存在する (cf. [Ma] $(\Pi)$ ).
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