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Fontaine-Mazur 予想というのは、
既約かつ幾何学的な p進 Galois 表現は代数幾何から来るであろう という主予想と、
これから派生する様々な予想のことである。本稿ではこれらの予想といくつかの知ら
れている結果 (特に不分岐 Fontaine-Mazur 予想 (\S 5)) について簡単に紹介する。 \S 1
\sim \S 4は通り--遍の解説になってしまった。詳しくは基本文献 [19] 及び [17] を参照さ
れたい。 また \S 5の内容については、 山岸氏の論説 [43] も合せて御覧下さい。
議論につき合っていろいろ御教示下さった斎藤毅さん、志甫淳さん、予想 $\mathrm{M}$ につ

いての質問に答えて下さった B. Mazur さん、 函数体の不分岐拡大についての御注
意及び御説明を下さった伊原康隆先生、貴重な文献をお送り下さった山岸正和さん、
山村健さん、 R. Taylor さんに感謝します。

$*$ $*$ $*$

まっは「大風呂敷」1 の話から始めよう。次の問題を考える :
問題. Galois 表現を分類せよ。

即ち、 $K$ を体として、集合

$\mathfrak{X}=$ { $\rho:G_{K}arrow GL(V)$ ;(条件) } $/$同型

を考える。 ここで $G_{K}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)$ は $K$ の絶対 Galois 群、 $\mathrm{G}\mathrm{L}(V)$ は線型空間 $V$

の自己同型群である。べつに線型表現にこだわらずに、 $\rho$ の行き先として、 例えば
Aut(基本群) の様なものを考えることもできるだろうし、 $G_{K}$ より 「調べ易い」群
なら何でもよいわけである。
さて「分類する」 というとき我々はだいたい次の様なことを考える :

A. 集合劣を決定せよ。
(1) 有限か無限か ?
(2) 特に、 空でないか ?
– 例えば 与えられた有限群 $G$ に対し $\mathfrak{X}=$ {全射\rho : $G_{K}arrow G$} が空でないか ?

というのは有名な Galois の逆問題である。
(3) $\mathfrak{X}$ は何らかの構造を持つか ?持つならばそれはどんなものか ?
– 例えば Mazur の「 $\mathrm{G}\mathrm{a}1_{\mathrm{o}\mathrm{i}}\mathrm{s}$ 表現の変形理論」はこれの–例と言えよう。
(4) $\rho\in \mathfrak{X}$ と他の (よりわかり易い) 対象との対応。
– 例えば Fontaine の「且 ltered module の理論」 はこれの–例と言えよう。

B. 各 $\rho\in$ 劣を (なるべく具体的に) 構成せよ。例えば :
(1) 解析函数の特殊値を使って (Hilbert の第 12問題)。

1 「風呂敷」 の語源のほうにむしろ興味を示してくださった人もいたので、 –応責
任上『広辞苑』を引いてみると :(1) 風呂に入る時には衣類を包んでおき、 湯からあ
がった時には足を拭うのに用いた布。 -代女 E「ゆふべゆふべのぬれ景色、 座をとつ
て $-\text{の}4;l_{arrow}\mathrm{B}\llcorner nl\mathrm{f}\rfloor(2)$ 物を包むのに用いる方形の布。古くは「ひらつつみ」 ともい
う。 「$-$ 包み」 ... ( $\mathrm{f}^{\{}\nearrow\not\leq\ovalbox{\tt\small REJECT}_{)}$ とのことです。
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(2) Modular form から $\circ$

(3) Etale cohomology群 $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{i}$, $(X_{\overline{K})}\mathbb{Q}p(r))$ や代数的基本群 $\pi_{1}(X_{\overline{K}})$ として。

Fontaine-Mazur 予想は、 $K$ を有限次代数体として. $\mathfrak{X}=\{\rho$ : $G_{K}arrow G\mathrm{L}_{n}(\mathbb{Q}_{p})$ ; 既
約かつ幾何学的} に対して、 上の A のような諸問題や、 また、 $\mathrm{B}$ の (3) の様な問題
を考えるものである。

以下 $K$ は有限次代数体とし、 $G_{K}:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)$ とおく。 また $E$ を $P$ 進体 $\mathbb{Q}_{P}$ の

有限次拡大とし、連続 E線型表現 $\rho:G_{K}arrow G\mathrm{L}_{E}(V)$ を考える (V は有限次元 E-
線型空間)。 ( $K$ は “基礎体” 、

$E$ は “係数体” である。 )

1. 主予想. 言葉の説明は後にして、 まつ予想を述べてしまおう :
予想 G. 既約かつ幾何学的な表現

$\rho:G_{K}arrow GL_{E}(V)$

は代数幾何から来るであろう。

注意. この逆 (代数幾何から来る表現は幾何学的) は、 永いこと何となく予想されて
いたことだと思うが、今では辻氏 ( $+\mathrm{d}\mathrm{e}$ Jong) の定理 [40] である。

問. 既約でないときはどう定式化したらよいだろうか。 (代数幾何から来る表現を二
つ持って来て勝手に拡大を作ると、 必ずしも代数幾何から来るものにはならない。 $P$

進表現としての $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}$ は $\mathbb{Q}_{p}$ -{,{‘ 型空間だが、その中で代数幾何から来るものは特別な
$\mathbb{Q}$-線型空間をなすはずである。)

定義. (「幾何学的」 というのは係数体 $E$ によらない条件なので、Qp-線型表現
$\rho:G_{K}arrow \mathrm{G}L_{\mathbb{Q}_{p}}(V)$ について述べる。 ) $\rho$ が幾何学的とは次が成立つこと :

(1) $\rho$ は有限個の素点を除き不分岐 ;
(2) $K$ の全ての素点 $v$ に対し $\rho$ の $v$ への制限

$\rho_{v}$ : $G_{K_{v}}arrow \mathrm{G}L_{\mathbb{Q}_{p}}(V)$

$t\mathfrak{X}$ potentially semi-stable.

ここで $K_{v}$ は $K$ の $v$ での完備化であり、 $G_{K_{v}}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}_{v}/K)t\mathrm{h}\overline{K}arrow\overline{K}_{v}$ により
$v$ の惰性群 $\subset G_{K}$ と同–視する。
また、 $\rho_{v}$ : $G_{K_{v}}arrow \mathrm{G}L_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}}(V)$ が potentially semi-stable とは

(1) ( $v|p$ のとき) ある開部分群 $H\subset I_{v}$ に対し $\dim_{\mathbb{Q}_{p}’}(B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}\otimes V)^{H}=\dim_{\mathbb{Q}_{p}}V$ と

なること (ここに $\mathbb{Q}_{p}’$ は $\mathbb{Q}_{p}$ の最大不分岐拡大の $P$ 進完備化) ;

(2) ( $v\mathrm{Y}p$ のとき) ある開部分群 $H\subset I_{v}$ があって、 $H$ は $V$ に毒単 (unipotent)
に作用すること、 である。

注意. $v\{p$ のとき、任意の $P$進表現 $\rho_{v}$ : $G_{K_{v}}arrow GL_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}}(V)$ は potentially semi-stable
であることが知られている (Grothendieck の定理 –cf. [37] の附録)。

定義. $\rho$ : $G_{K}arrow \mathrm{G}L_{E}(V)$ が代数幾何から来るとは、 ある (射影的かつ滑らかな) $K$

上の代数多様体 $X\text{があ_{っ}て_{、}}\overline{\rho}$が $E\otimes_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}’ \mathrm{t}}H_{\mathrm{e}}^{i}(X_{\overline{K}}, \mathbb{Q}_{p}(r))$ のある部分商として実現
されることである (ここに $X_{\overline{K}}:=X\otimes_{K}\overline{K}$ ).
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注意. “射影的かつ滑らか” は、 特異点解消を使うと、仮定してもしなくても同じこ
とになる。

上の予想よりもさらに強く、 次が期待されている :
期待 H. 任意の幾何学的表現は Hecke 的である。

ここで、 表現 $\rho:G_{K}arrow GL_{E}(V)$ が Hecke 的とは、 ある保型表現上の “Hecke 作用
素” $T_{v}$ ( $v$ は $K$ の素点) たちにより生成されるある有限型 $\mathbb{Z}_{P}$-代数 $\mathcal{H}$ と、 ある H上
の連続表現 $\tilde{\rho}:G_{K}arrow \mathrm{G}L_{n}(\mathcal{H})$ とがあって、 $\rho$ は $\tilde{\rho}$ からある $\mathbb{Z}_{p}$-代数射 $f:\mathcal{H}arrow E$

により得られ、 しかも Race$(\rho(\mathrm{F}\}\mathrm{o}\mathrm{b}v))=f(T)v$ となっていることを言う。

2. 有限性予想. –般に次の生な記号を使う :
${\rm Re}_{\mathrm{P}_{E(G)^{\ovalbox{\tt\small REJECT} 1}:=}}\not\simeq$ {表現 $p:Garrow GL_{E}(V)$ ;...(条件).. } $/$同型,
$G_{K}$,S:=Gal(Sの外不分岐最大拡大/K)

ここに $S$ は代数体 $K$ の素点の有限集合である。

予想 $\mathrm{F}(\mathrm{a})$ 任意の inertial level $\mathcal{L}$ と任意の $\overline{\mathbb{Q}}_{p}- \mathrm{H}_{0}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}$-Tate 型 $h$ に対し、 集合
$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}_{\overline{\mathbb{Q}}_{\mathrm{p}}}(G_{K,.S})^{\mathrm{g}}\mathrm{e}\circ \mathrm{m},\mathcal{L},h$ は有限であろう。

(b) 任意の inertial $1’ \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathcal{L}$ と任意の $E- \mathrm{H}_{0}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}$ -Tate 型んに対し、集合
${\rm Re}_{\mathrm{P}_{E}}(G_{K},s)^{\mathrm{g}\mathrm{e}\circ}\mathrm{m},\mathcal{L},h$ は有限であろう。

(c) 任意の E-Hodge-Tate 型んに対し、集合 $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}_{E(}GK,s)^{\mathrm{g}}\mathrm{e}\circ \mathrm{m},h$ は有限であろう (i.e.
係数体 $E$ が有限次 $/\mathbb{Q}_{p}$ なら inertial level $\mathcal{L}$ は止めなくてもよい)。
ここに inertial level とは (potentially semi-stable 表現 $\rho$ は $K$ を有限次拡大で取り
換えると semi-stable になるわけだが) $K$ をどれくらい分岐させれば semi-stable に
なるか、 というその level で、 正確に言うと:

定義. Inertial level $\mathcal{L}=$ (瓜)v\in 8 とは、 惰性群 $I_{v}$ の開正規部分群瓜の族 (for
$v\in S)$ のこと $\circ$ $G_{K,S}$ の表現 $\rho$ が inertial level $\mathcal{L}$ であるとは、 全ての $v\in S$ に対
し $\rho$ の $\mathcal{L}_{v}$ への制限 $\rho|_{\mathcal{L}_{v}}$ が semi-stable であること。

また、

定義. $\rho:G_{K}arrow GL_{E}(V)$ の、素点 $v|p$ での $E- \mathrm{H}_{0}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}$ -Tate 型 $h_{v}$ とは、次数付 $(E\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}$

$Krightarrow$ -加群 $D_{\mathrm{H}\mathrm{T}}^{*}(V)=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{Q}p[]}G_{K_{v}}(V$, BHT,のの同型類のこと o 単に E-Hodge-Tate 型
と言ったら $h=(h_{v})_{v|p}$ のこと。 $E$ の代りに $\overline{\mathbb{Q}}_{p}$ の場合も同様。

注意. 上の�つの予想の間の論理的関係は :

(a) $\Rightarrow$ (b) $\Leftrightarrow$ (c)

となっている ( $(a)\Rightarrow(\mathrm{b})\Leftarrow(\mathrm{c})$ は \‘apriori に成り立つが、 $(\mathrm{b})\Rightarrow(\mathrm{c})$ は少し考える
必要あり)。

$\underline{\text{注_{}\mathbb{S}}^{arrow}\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ . $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}_{\overline{\mathbb{Q}}_{p}}(GK,s)^{\mathrm{g}h}\mathrm{e}\circ \mathrm{m}$

, は郷礁合になる (e.g. $\chi_{n}$ : $G_{\mathbb{Q},\{p,\infty\}}arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}$(1の pn乗根),
$n=1,2,$ $\cdots)$ .
$\underline{\text{例}}.-(\mathrm{a})$ Abrashkin, Fontaine の結果 ([1], [16]): $K=\mathbb{Q}$ 及びいくつかの二次体,
$S=$ {小さい素数 $p,$ $\infty$ } のとき、 特別な形の Hodge-Tate 型を持つ crystalline 表現
は存在しないことが言える。 これは予想 $\mathrm{F}(a)$ の状況証拠になっている。
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(c) Faltings [15] により証明された Shafarevich 予想 ( $S$ の外で good reduction な
g次元主偏極 Abel 多様体は有限個) は、 予想 $\mathrm{F}(\mathrm{c})$ の状況証拠になっている;

(Abel 多様体から来るもの) $\cap \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}_{E}(GK,s)^{h}=$ 有限

(この場合、 $S$ での inertial level は止めなくてよい)。

ところで、 上の様な有限性予想に (直接論理的関係は無いが) なんとなく関連があ
りそうな問題として、 次の様な問題が考えられる (cf. [33]): 連続表現

$\rho:G_{\mathbb{Q}}arrow \mathrm{G}L_{n}(\overline{\mathrm{F}}_{p})$

に対し、 $N(\rho)$ をその 「 $\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}$ conductor の $P$ と素な部分」 (cf. [36], \S 1.2) とする。

問題. 与えられた自然数 $N$ に対し、 $N(\rho)|N$ なる連続表現 $\rho$ : $G_{\mathbb{Q}}arrow \mathrm{G}L_{n}(\overline{\mathrm{F}}_{p})$ の

同型類の個数は有限個か ?
$n=1$ の場合は類体論により $\mathrm{O}\mathrm{K},$ $n=2$ の場合は、 Serre の予想 [36] を認めると

$\lceil_{\mathrm{O}}\mathrm{d}\mathrm{d}$ かつ既約」 の場合は $\mathrm{O}\mathrm{K}$ である (また、 $N=1$ で $p$ が小さいとき、 Tate の結
果 [39] がある)。 $n=4$ 乃至 8で $p=2,3,$ $N=1$ の場合には文氏の部分的結果 [33]
がある。

3. 保型性予想 ( $=$ 期待 $\mathrm{H}$ の elliptic modular case).

予想M. $\rho:G_{\mathbb{Q}}arrow \mathrm{G}L_{\overline{\mathbb{Q}}_{p}}(V)$ は $G_{\mathbb{Q}}$ の 2 $\text{次元既約幾何学的《_{}p}$-表現であり、Artin表
現 (i.e. 像が有限な表現) の Tate 捻りではない、 と仮定する。 このとき、 ある $i\in \mathbb{Z}$

に対し $V$ の Tate 捻り $V(-i)$ は modular, 即ちある newform $f$ に伴う表現と同型
(或いは $L$-函数の言葉で、 $L(V(-i),$ $s)=L(f,$ $s)$ ) となるであろう o

これはもちろん谷山-志村-Weil 予想の–般化である。 この予想から、特に、 有限
性予想 $\mathrm{F}(\mathrm{a})$ の、 $K=\mathbb{Q},$

$\dim_{\overline{\mathbb{Q}}_{\mathrm{p}}}V=2$ の場合が従う ( $\mathcal{L}$ と $h$ を固定することは保型
形式 $f$ の level $N$ と重さ $k$ を固定することに対応する)。

注意 (Mazur 氏の email による). この予想には、その–部として 「 $\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}$ 表現の Tate
捻りでない 2次元既約幾何学的表現は自動的に odd (i.e. $\det$ \rho (複素共役) $=-1$) で
あろう」 ということが含まれているらしい。Artin 表現の Tate捻りの場合は odd か
even かの区別は厳しく、 odd なら重さ 1の四型形式から来ると思われるわけだが、
even な表現も “really fascinating” とのことである。

さてこの予想に関して、Wiles [42] 以降もいろいろ発展があるが、それらは他で
も解説されていると思うので略して、 –つだけ $\mathbb{Q}$ 上の楕円曲線の場合の比較的新し
い結果を挙げると、 Conrad-Diamond-Taylor による次の結果がある :
定理 ([11]). $\mathbb{Q}$ 上の楕円曲線 $E$ の導手が $3^{3}$ で割れないならば $E$ は modular.

Wiles の場合の flat deformation の代りに、 より –般な potentilally Barsotti-Tate
deformation を使うのがポイントのようだ。

4. 変形理論. これまで述べてきた予想は Galois 表現の普遍変形環の言葉で再定式
化しておくと便利である。
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記号 :
$\mathcal{O}_{E}:E$ の整数環
$k:E$ の剰余体
$C$ : 完備 Noether 局所 OE-代数であって剰余体 $=k$ なるもののなす圏

(ただし射は剰余言上 $\mathrm{i}\mathrm{d}_{k}$ なるもの)
$G=G_{K,S}$ or $G_{K_{v}}$

$\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{A}(G)^{\text{条件}}$ : $A$ 上有限型な $A[G]$:-加群であって「条件」 を満たすもののなす圏

定義表現 $\overline{\rho}:Garrow GL_{n}(k)$ の $A\in C$ への変形 (deformation) とは、 可換図式

$G$
.

$arrow\rho$
$\mathrm{G}L_{n}(A)$

$\overline{\rho}\searrow$

$\iota_{\mathrm{G}L_{n}}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{m}A(k)$

のこと。 ただし $U\equiv 1_{n}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$
$\mathfrak{m}_{A}$ なる行列 $U$ により共役な $\rho$ たちは同–視する。

Wiles は「変形の型」 $D$ (e.g. $D=(\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d},$ $S,$ $\mathcal{O},$ $\mathcal{M})$ など) というものを考えた
が、 Fontaine, MMMazur らは、 一般に、 長さ有限 $\mathcal{O}_{E}[G]$ -加群の圏 $\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{\mathcal{O}}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}_{E}(G)$ の任意
の部分圏 $D$ であって、 部分、 商、 直和を取る操作について閉ぢているもの、 に対し

$\text{「}\mathcal{D}$-型の変形」 を考えるべきだとしている (cf. [17] または [31] の \S 23 Deformation
conditions) (とは言っても、 いくつかの特別な $D$ だけが重要なのだが)。即ち、

$\overline{\rho}\in\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{k}(G)\cap D$

に対し、 副手

$F_{\overline{\rho},D}$ : $Carrow(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{\mathrm{S}})$

$A\mapsto$ { $\overline{\rho}$ の変形 in $\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{A}^{D}(G)$}

を考える。 ここに $\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{A}^{D}(G)$ は $U\in\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{A}(G)$ であってその全ての有限商が $D$ に入

るもののなす圏。 もちろん「条件無し」 (i.e. $D=\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{\mathcal{O}}^{\mathrm{x}_{\mathrm{n}_{E}}}(G)$ の場合) の函手

$F_{\overline{\rho}}$ : $Carrow(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{\mathrm{S}})$

$A\mapsto$ { $\overline{\rho}$ の変形 in $\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{A}(G)$}

も考えられる。

命題 ([30], [13] etc) もし $H^{0}(G, \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\overline{\rho}))=k$ ならば、函手 F-\rho ,っは表現可能である。
即ち、 普遍変形環 $R(\overline{\rho})_{\text{っ}}$ (in $C$ ) と普遍変形 $p_{D}^{\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{v}}$ : $Garrow \mathrm{G}L_{n}(R(\overline{p})_{\text{っ})}$ とが存在し
て、 $\overline{\rho}$ の任意の変形 $\rho$ : $G_{\mathrm{v}}arrow GL_{n}(A)$ の同型類はある unique な射 $f$ : $R(\overline{\rho})_{D}arrow A$

により . $\cdot$ .$..;.

.$\cdot$.
$G$

$\rho_{D,arrow \mathrm{G}L_{n}(}^{\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{v}}$

.

$.R(\overline{\rho})_{D})$.:

$\rho\searrow$

$\mathrm{G}L_{n}(A)\downarrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(f)$

として得られる。 さらに $H^{1}(G, \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\overline{\rho}))$ が有限次元ならば $R(\overline{\rho})_{D}$ は noetherian で
ある。
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さて、 Wiles の示したことは

$V$ が “ある種の” Hecke 的 2次元 E-表現ならば、
それに “十分近い’- 幾何学的 $E$-表現はみな Hecke 的である

ということだったと言えよう。 Fontaine と Mazur は、 この “ある種の” を、 一般に
上の様な部分圏 $D\subset\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{\mathcal{O}}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}(G_{K,s)}E$ のこと、 として、 “十分近い” を次の様に定義す
る ([17]) :
定義. $\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{E}^{D}(G)$ を、 $V\in\underline{{\rm Re}_{\mathrm{P}_{E}}}(G)$ であって $U\in\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}^{\text{っ_{}E}}(G)$ となる lattice $U\subset V$

が存在する様なものたちのなす圏、 とする (ここ及び以下で $V$ の lattice $U$ とは $K$

上 $V$ を張る部分 $\mathcal{O}_{E}$-加群で G-安定なものとする)。
$V\in \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}^{\text{っ_{}(G_{K,S}}})$ とし、 $U$ を $V$ の–つの lattice とする。 $u:=U/\pi U(\pi$ は $E$

の学館) は $G_{K,S}$ の表現として絶対既約であるとする $(^{-\text{つの}}$ $U$ でそうならば他の
lattice でもそうなる)。 このとき $V’\in\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{E}(G_{K})$ が $D$-close to $V$ であるとは、

(1) ある lattice $U’\subset V’$ があって $U’/\pi U’\simeq u$ ;
(2) $V’\in\underline{{\rm Re}_{\mathrm{P}_{E}}}\text{っ_{}(GK,s)}$

であること。

ところで特に重要と思われる部分圏 $D$ として次の様なものが考えられる :

$D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}},$ $=\underline{\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}}_{\mathrm{o}^{\mathrm{n}_{E}}}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{y}h(G_{K,S})^{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{s},\mathcal{L}}$
”

$D_{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}=\underline{{\rm Re}_{\mathrm{P}_{\mathrm{o}_{E}^{\mathrm{n}}}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathcal{L},h}}(G_{K,S})\mathrm{g}\mathrm{e}\circ \mathrm{m},$ .

即ち (inertial level と Hodge-Tate 型を固定した上で) potentially crystalline 表現や
potentially semi-stable 表現の部分商として現れ得る長さ有限 $O_{E}$ [ $G_{K}$,s]-加群のなす
圏である。 すると先の予想は例えば次の様に表現できる :
予想 $\mathrm{F}_{\text{っ}}$ . 普遍変形環 $R(\overline{\rho})_{\text{っ}}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}$ は OE-代数として有限であろう。

ちなみに 2次元表現のとき、大雑把に言うと、 局所的な $\overline{\rho}_{v}$ : $G_{K_{v}}arrow \mathrm{G}L_{2}(k)$ の

普遍変形環は $\mathcal{O}_{E}$上だいたい 5次元であり、 このうち「大域に延びるもの」が 3次元
分、「幾何学的なもの」 が 2次元分で、 これらが “transversal” に交ってくれている
とすると、大域的かつ幾何学的な $R(\overline{\rho})\text{っ}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{Q}\mathrm{m}$ は $\mathcal{O}_{E}$上有限、 という感じになっている
様である (cf. [19] の Introduction).
また、

期待 $\mathrm{H}\text{っ}$ . 普遍変形環 $R(\overline{\rho})\text{っ_{}\mathrm{g}\mathrm{e}}\text{。}\mathrm{m}$ はある保型表現上の Hecke 環の完備化として得ら
れるであろう。

圏 Dcrys は適当な条件の下ではある種の丘 ltered modules の圏と同値になる ([18]).
また Dgeom に対応する丘 ltered modules の圏を定義しようという試みは都築氏や坂

. 内氏らによりなされていたが、最近では Breuil ([4]) がある種のW $\langle$u$\rangle$ -加群の圏とし
てよい圏を作っているようだ。 このように $D$ を ffltered modules の圏 MFっとして
構成する利点は、

$H_{\text{っ}(\mathrm{E}\mathrm{d}}^{1}G_{K_{v}},\mathrm{n}(U/\pi^{n}U))$

などの重要な群が
$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathrm{M}}^{1}\beta D(MM_{n})n$

’
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(ここに $M_{n}$ は $U/\pi^{n}U$ に対応する丘 ltered module) として比較的容易に計算できる
(かもしれない) ということにある。
例えば $\overline{\rho}$ : $G_{\mathbb{Q}_{p}}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{F}_{p})$ の変形理論はよくわかっていて ([19], Chap. II),

その普遍 crystalline (resp. potentially Barsotti-Tate) 変形は pst-module (filtered
module の–種) の族として explicit に書けている。 これは [10] で有効に使われてい
る (はず)。

ここで参考までに Gouv\^ea の予想について簡単にふれておこう。

$\overline{\rho}:G_{\mathbb{Q},S}arrow \mathrm{G}L_{2}(\overline{\mathrm{F}}_{p})$ , odd かつ既約

とする。 さらにこれが modular と仮定しよう; $\overline{\rho}=\overline{\rho}_{f}$ (Serre の予想 [36])。このと
き Gouvea は、 だいたい

( $\overline{\rho}$ の変形) $rightarrow$ ( $f$ の変形 ;Katz の意味の $P$ 進 modular eigenform として)

であろう、 と予想している ([21]). これめ “部?’ として

(幾何学的変形) $rightarrow$ (古典的 modular eigenforms)

となっているはずである (cf. 予想 M).
Gouv\^ea と Mazur ([22]) は $\overline{\rho}$ : $G_{\mathbb{Q},\{p,\infty\}}arrow GL_{2}(\mathrm{F}_{p})$ が modular で適当な条件

(level $=p$, 重さ $k$ で、 non-critical, i.e. $U_{p^{-1^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\backslash }\mathrm{F}ffl\text{素の}$ slope $\neq 0,$ $k-1$) をみたすとき
に、 上段の $rightarrow$ に相当する事実を示している。 ここで鍵として使われるのが Coleman
の定理 ([7], [8]) で. 古典的な eigenform が overconvergent $p$ 進 modular eigenform
の l-parameter family (parametrized by $k$ ) に延びる、 というもの (肥田理論の–部
の–般化) である。 これにより、変形空間の中に $\text{「_{}\mathrm{m}\mathrm{o}}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}$ な点」が–つあると、そ
こを通る $\mathrm{r}_{\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}}1\mathrm{a}\mathrm{r}$ な曲線」が描ける。 さらに non-critical なら companion form (又
は twin; cf. [23] $)$ の存在により、そこで交わる二本の曲線が描ける。 これらの曲線上
の $k\in \mathbb{Z}$ なる点でこの操作が出来るから、各曲線に無限個の曲線が交ったものが無
限に続く様な絵が画ける。Mazur はこれを “infinite fern” と名付けた ([32]. fern と

標は羊で歯捻のる謂こ)と。に今よのり場計合 2R次元分が得られ,
$\text{る}$ 。I あでと、上次の元羊分歯努が力次して元、、 [\not\in 22-の各の定点理を指が

得られる。
なお、 上の羊歯の絵は Coleman-M.az.ur ([9]) により “eigencurve” なるものに–般

化されている。

5. 不分岐予想. この節では $S$ は $P$ と素 (i.e. 全ての $v\in S$ に対し吋 $p$) なる場
合を考察する。 このとき $p:G_{K,S}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{Q}_{p})$ は $P$ で不分岐だから、特に $P$ での

Hodge-Tate weights $=0$ である。そこで $\rho$ が幾何学的であるとして (既約でなくて
もよい) 予想 $\mathrm{G}$ と代数的サイクルについての標準的な予想を認めると、 $\rho$ は代数的サ
イクルで張られる $\mathbb{Q}$-線型空間上実現されることになる。特にその像は有限である :
予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}^{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}$. $S$ が $P$ と素ならば $G_{K,S}$ の任意の幾何学的 $.p.\text{進表現}$ $\rho$ : $G_{K,S}arrow$

$GL_{n}(\mathbb{Q}_{p})$ は $G_{K,S}$ のある有限商を経由するであろう。

さらに Grothendieck の定理により $\rho$ : $G_{K,S}arrow \mathrm{G}L_{n}(\mathbb{Q}_{p})$ は自動的に potentially
semi-stable なので、「幾何学的」 という条件は実は不要である ; 即ち上は次と同値 :
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予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}$ . $S$ が $p$ と素ならば $G_{K,S}$ の任意の $P$ 進表現 $\rho$ : $G_{K,S}arrow G\mathrm{L}_{n}(\mathbb{Q}_{p})$ は

$G_{K,S}$ のある有限商を経由するであろう。

$p$ 進解析的群は (ある $n$ に対する) $GL_{n}(\mathbb{Q}_{p})$ のある部分群と同型であるから、 上
の予想は次の様に言っても同じ :
予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}’$ . $S$ 力\searrow ‘‘ $P$ と素ならば $G_{K,S}$ の任意の $P$ 進解析国恥は有限であろう。

また、 $P$ 進解析晶群は $P$-uniform な指数有限部分品を含む (cf. 下の定義と注意) か
ら、 全ての $K,$ $S$ に対する予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}’$ は全ての $K,$ $S$ に対する次の予想と同値:
予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}’’$ . $S$ が $p$ と素ならば $G_{K,S}$ の任意の $P$-uniform な商は有限であろう。

ここに

定義. Pro-p 群 $G$ が P–uniform とは、 ある ffitration $G=G_{1}\supset G_{2}\supset\cdots(G_{i}$ は $G$

の開部分群) であって

$(^{*})$
$\bigcap_{i}G_{i}=1$

, $G_{i}/G_{i+1}$ は abelian, $p$乗: $G_{i-1}/Gi^{arrow}Gi/\sim Gi+1$ ,

なるものを持つこと。

注意. 次が知られている ([14], Th. 934) : Profinite 群 $G$ について

$G$ は $p$ 進解析的 $\Leftrightarrow G$ は $p$-uniform な指数有限部分群を含む。

N. Boston は予想 UR を研究する過程で、 これを少し–般化した ([2]) :
予想 URB. 任意の完備局所 Noether 環 $R$ で剰余体 $k$ が有限であるものに対し、任
意の連続表現 $\rho:G_{K,S}arrow \mathrm{G}L_{n}(R)$ は像が有限である。

これはまた次の様な言い方もできる :
予想 URB’. 任意の $\overline{\rho}:G_{K,S}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(k)$ に対し、 その変形理論は $G_{K,S}$ の有限商を
経由する。

注意. (a) これら不分岐予想は無限次代数体や有限体上の代数函数体に対しては成立
しない。前者については、岩澤理論で研究されている様に、 ideal類群が大きい $\mathrm{P}^{\mathrm{r}\mathrm{o}-}P$

部分を含むことがしばしばある。後者については、 定数体の勿拡大のみならず、幾
何学的な (i.e. 定数体の拡大を含まない) 非常に大きい不分岐拡大が存在し得る。例
えば有限体上の志村曲線 (総実代数体 F上の quaternion から作られる) は、 ほとん
ど全ての $F$ の有限素点 $v$ に対し PSL2 ( $\mathcal{O}_{F},rightarrow$-型の不分岐拡大を持つ (cf. e.g. [26],
[27] $)$ . これは「合同モノドロミー問題」 ([25]) の文脈で得られた非可換類体論的事実
である。

(b) –方で de Jong による次の予想と部分的な結果がある (寺杣氏も関連する結果
を出している) :
予想 ([12]). $X$ を有限体 $\mathrm{F}$ 上の正規代数多様体とし、 $p$ を素数 $(\neq \mathrm{c}\mathrm{h}a\mathrm{r}(\mathrm{F}))$ とす
る。 $\pi_{1}(X)$ を $X$ の (ある基点に関する) 代数的基本群とし、 $\mathrm{F}_{p}[t\mathrm{I}$-値の連続表現

$\rho$ : $\pi_{1}(X)arrow \mathrm{G}L_{n}(\mathrm{F}_{p}[t\mathrm{I})$ を考える。 このとき $\pi_{1}(X)$ の幾何学的部分 $\pi_{1}(X\otimes_{\mathrm{F}}\overline{\mathrm{F}})$

の像 $\rho(\pi_{1}(X\otimes_{\mathrm{F}}\overline{\mathrm{F}}))$ は有限であろう。

(de Jong はもともとこの予想を Deligne の $\ell$ 進層についての予想との類似で考えた
らしく、 この節に入れるのはよくないかもしれないが、「像が有限」 ということで仲
間にしてしまった。 この予想と Fontaine-Mazur 予想 (不分岐予想に限らず) やその
他の予想との関連は意外に深いものがありそうだ。 )
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次に特別の場合 $(S=\emptyset)$ として

$\Gamma_{K,p}:=$ Gal(至る所不分岐最大 pro-p拡大/K),

即ち $K$ の $P$-類体塔の Galois 群、 の表現を考える。予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}’$ より、

予想 URH. $\Gamma_{K,p}$ の任意の $P$ 進解析的商は有限である。
例えば $\Gamma_{K,p}$ 自身は (無限群になることはある ([20]) が) $P$ 進解析的になることは

ないだろう、 ということである。

以下、 これらの予想についてのいくつかの結果を紹介する。 まつ Fontaine-Mazur
以前の話として、 いくつか思いついたものを挙げると :
(1) $\Gamma_{K,p}$ が無限群になる $K$ と $P$ が存在するか ? ということすら自明ではない (類体
塔問題) わけで、 .これは $[38]+[20]$ により解決された (無限群になる実例も構成され
た)。 なお解体塔関係の文献については山村氏の蒐集されたものがある ([46]).
(2) 山村氏らは特に $K$ の判別式が小さく $\Gamma_{K,p}$ が有限のときに $K$ の最大不分岐拡大
を決定しよう、 という方向で研究を行っている ([44], [45] etc).
(3) Washington $\text{の}$ “

$\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{n}-\ell$-part of the class number in a cyclotomic $\mathbb{Z}_{\ell}$-extensions”
([41]) は、 $G_{K,\{l\}}$ のある商を見ているわけで、 予想 UR と compatible である。

さて、 予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}’’$ についての Boston の結果を紹介する :
定理 ([2]). $F$ を代数体とし、その置数は $P$ と素と仮定する。 $p$ は $P$ と異なる素数と
し、 $K/F$ を $\ell$ 次巡回拡大、 $L/K$ を不分岐 pro-p拡大であって $L/F$ が Galois であ
るもの、 とする。 このとき $G\mathrm{a}1(L/K)$ はか uniform ではない。

(証明の概略) $G=G\mathrm{a}1(L/K)$ とおく。 これが $P$-uniform と仮定して、 $G=G_{1}\supset$

$G_{2}\supset\cdots$ をその filtration (as in $(^{*})$ ) とする o Schur-Zassenhaus により $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/F)$

は位数 $\ell$ の部分群を持つが、 これを $G$ に共役で作用させる。 この作用が $G/G_{2}$ に
非自明な固定点を持つことを示す (すると、 この固定点は $K$ のある p馨次不分岐拡
大に対応するが、それが $F$ の p馨次不分岐拡大に降りて $P$ 瀕数に反する)。 この作
用が $=$ id ならば問題ない。 もしそうでないとすると、 $G$ は (pro-nilpotent $\text{だが}$)
nilpotent でないから $G/G_{i}$ の “nilpotency” ( $=$ どのくらい馨を取れば自明になるか、
というその長さ) はどんどん大きくなって行く。Nilpotency が (固定された素数召こ
対し) 十分大きい有限群の $\ell$ 次の自己同型は 1以下に固定点を持つ、 という群論の
結果 (Higman) がある (注意 : この $\ell$ は素数でなくても (少なくとも、 ある–つの
pro-p群の商たちに対しては) 成り立つと予想されているらしい)。 この固定点を同型
$G_{i}/G_{i+1}\simeq\cdots\simeq G_{1}/G_{2}$ で運んで来ればよい。 $\mathrm{Q}.\mathrm{E}$ .D.
この定理は $G$ が “self-similar” の場合に–般化できる ([3]. 証明は同じ)。

Boston は予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}$ の研究の過程で次の間を発するに至った :
問題 ([2]). $P$ を奇素数とする。 $L$ を $K$ の $P$-Hilbert 類体とし、その回数は $P$ で割れ
ないと仮定する。 このとき不分岐 $P$ 次巡回拡大 $M/L$ であって $M/K$. は Galois かつ
$G\mathrm{a}1(M/K)$ の exponent $=\mathrm{G}a1(L/K)$ の exponent となるものが必ず存在するか ?

注意. これは–般には反例がある。 しかし次が知られている :
$K=$ 二次体のとき、 Yes.
$K$ の r類体塔が無限次のとき、

予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}$ が成立 $\Rightarrow$ Boston の問題の答は Yes.
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その他、 野村氏はいくつかの場合に “Yes” であることを示している ([34], [35]).

次に Hajir の結果を紹介する。

$\rho_{K}:=$ $p$-rank( $K$ の ideal 類群), $\nu_{K}:=p- \mathrm{r}a\mathrm{n}\mathrm{k}$ ( $K$ の単数群)

とおく。

定理 ([24]). $\rho_{K}\geq 2+2\sqrt{\nu_{K}+1}$ ならば

(1) $\Gamma_{K,p}$ は $P$ 進解析的ではな $\mathrm{A}1$

。

(2) $p_{K_{n}}arrow\infty$ (as $narrow\infty$), ここに $(K_{n})_{n\geq 0}$ は $K=K_{0}$ の P類体塔。
系. $p_{K}\geq 2+2\sqrt{\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{K}+1}$ ならば Boston の問題の答は Yes.

注意. 上の (1) と (2) とは同値である (証明は群論 ; cf. [29]).

(証明の概略) $\rho_{K}\geq 2+2\sqrt{\nu_{K}+1}$ という条件は $\Gamma_{K,p}$ が無限群 (i.e. p-類体塔が無
限次) になるための–つの十分条件として知られていた ([20]). その証明の鍵であっ
た、 有限 $p$-群についての Golod-Shafarevich 不等式 (の Gasch\"utz-Vinberg による改
良) $\text{ん^{}2}(G)>h^{1}(G)/4$ が、 実は $P$ 進解析的群に対しても成立つということ ([28] etc)
がポイント (ここに $\text{ん^{}i}:=\dim_{\mathrm{F}p}H^{i}(G,$ $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z})$ ) 。

この定理に関連して Hajir は次の間を提出している :
問 ([24]). $K$ の r類体塔 $(K_{n})_{n\geq 0}$ が無限ならば、 ある $n$ に対し $K_{n}$ は Golod-
Shafarevich test をパスする (i.e. $\rho_{K_{n}}\geq 2+2\sqrt{I\ovalbox{\tt\small REJECT} K_{n}+1}$ となる) か ?
これが Yes ならば (上の定理により) $\Gamma_{K,p}$ 自身に対する予想 URH が成立するわけ
である。

次の定理は無限次回分岐 $P$ 拡大の Galois 群はある意味で自由 Pro-p群に近い性質
を持ちがちである (少なくとも、 持ち得る)、 ということを述べている :
定理 ([24]). 各整数 $t$ に対し、 ある代数体 $K$ とその無限次不分岐 $P$ 拡大 $L/K$ とが
存在して、 $L/K$ の全ての有限次中間体 $K’$ に対し

$[K’ : K]\cdot t\leq\rho_{K’}-1\leq[K’ : K]\cdot(\rho_{K^{-}}1)$

となる。

ここで右側の $\leq$ は群論の Schreier 不等式 (cf. 次の命題) である。

命題. $G$ を有限生成 pro-p 群とする。
(1) $H$ が指数 $n$ の部分群 $\subset G$ ならば

$\text{ん^{}1}(H)-1\leq n(\text{ん^{}1}(G)-1)$ .

(2) $G$ の全ての指数有限部分群 $H$ に対し上の不等式で等号成立 $\Leftrightarrow G$ は自由 Pro-P
群.

そこで Hajir は次を問うた :
問 ([24]) (a) もし $\Gamma_{K,p}$ が無限ならば $\Gamma_{K,p}$ は torsion free か ?

(b) 任意の無限次不分岐 $p$-拡大の Galois 群には rank 2の (離散) 自由群を埋込め
るか ?
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これらの結果や問題を見て思うことは、 pro-p 群全体の中で $P$ 進解析的群と自由
pro-p 群とはある意味で対極に位置し、 $\mathrm{G}\mathrm{a}1$ ($p$ で激しく分岐/K) は前者に、
$\mathrm{G}\mathrm{a}1$ ($p$ で不分岐/K) は後者に、 それぞれ近くなりがちなのではないか ? といふこと
です。

最後に Artin 予想との関係で Buzzard-Taylor による次の結果を紹介する :
定理 ([6]). $P\geq 5,$ $p\not\in S$ とし、 $E$ を $\mathbb{Q}_{p}$ の有限次拡大 Y

$\rho:G_{\mathbb{Q},S}arrow \mathrm{G}L_{2}(E)$

を連続表現とする $\circ$
$\overline{\rho}$ を $\rho$ の剰余表現とする。 次を仮定する :

(1) $\overline{\rho}$ は modular (何でもいいからとにかく保型形式から来る) かつ絶対既約 ;
(2) $\overline{\rho}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{p})$ は二つの相異なる固有値を持つ。

このとき $\rho$ に対する Artin 予想が成立つ (i.e. $\rho$ は重さ 1の保型形式から来る)。特
に ${\rm Im}(\rho)$ は有限である。

これは予想 $\mathrm{U}\mathrm{R}$ の–つの状況証拠になっている。
証明は、 $\overline{\rho}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{p})$ の二つの固有値 6, $\overline{\beta}$ に対応する重さ 2の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ eigenforms (互

いに companion form lこなっている) を A-adic eigenforms $F_{\alpha},$ $F_{\beta}$ に持上げる (use
Wiles, Taylor, Diamond) (これらに対応する Galois 表現を重さ 1に特殊化する
と、 ともに元の $\rho$ になる)。 $F_{\alpha},$ $F_{\beta}$ を重さ 1に特殊化したもの $f_{\alpha},$ $f_{\beta}$ は重さ 1の
overconvergent p-adic $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \dot{\mathrm{u}}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}$ form であり、 二つの forms

$f= \frac{\alpha f_{\alpha}-\beta f\beta}{\alpha-\beta}$ , $g= \frac{f_{\alpha}-f_{\beta}}{\alpha-\beta}$

をうまく “貼合せて” $X_{1}(N)$ 上の本当の重さ 1の異型形式を得る。
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