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1 序

可換な偏微分 (または差分) 作用素の族を見いだし、その固有関数系を求めるという問題には
長い歴史がある。古典力学的 $n$ 自由度の系は $n$ 個の独立な、相空間の上で互いに Poisson 可
換な保存量を持つとき、完全積分可能系あるいは (Liouville の意味での) 可積分系とよばれる。
変数の数だけの独立な可換微分方程式の系はその量子力学版と考えることができ、 この意味で
やはり可積分系とよばれることにもなる。その例は、古くから物理でも (量子多調問題) 数学で
も (表現論) それぞれに興味深い問題であり、色々な系が見つけられてきた。しかし色々といっ
てもそう勝手にはないことも経験的に知られてきている。ここではいわゆる Calogero(-Moser-
Sutherland-.. )系を念頭においているが、この場合 [OOS] によれば、系の「ワイル群対称性」と
いうべき自然な仮定の下ではむしろ知っているものでほとんど尽きていることが知られている。

ただし大事なことは、知っているものとはいっても、そこには必ずしも意味が明らかでない
パラメータがいくつか存在していたということであろう。

. ワイル群対称性を持つ系としては、群の指標や球函数のみたす微分方程式 (Harish-Chandra)
を知っている。群 $G$ そのもの、あるいは $G$ の対称空間の上の関数への $G$ のリー環の作用か
ら、展開環の中心に対応する作用素として可換な作用素が生じ、その $G$ 不変性からワイル群対
称性をもつのであった。これらは群作用で不変な高階 Laplacian といえ、その固有値問題は群
または対称空間上の測地線の方程式の量子化とも言える。
しかし、 まず物理的には結合定数とよぶべきパラメータ $\beta_{\text{、}}$ そしてポテンシャルとして楕円

函数が現れうるけれどもその modulus のパラメータ $\tau$ と、A 型の場合に限っても系はこれら 2
変数による拡張を許す。その事情を自然な状況設定からきもちよく理解したいと思うが、対称
空間 (それはそもそも離散的にしかない) においては不変 Laplacian を「動径方向」で考えたと
き、 $\beta$ は 2, 1, 1/2といった離散的な値しかとれず ( $\text{なぜなら「}]\mathrm{s}-\text{ト}$ の重複度」の半分を現わす

ことになるので) 、 ポテンシャルにも三角関数しか出てこない (「ワイルの分母」で決るから)。
またもとの系の差分化で、やはり可積分 (=可換) 系となるものが知られている (Macdonald)。
差分の spacing のパラメータが新たに入ってくるが、 これは理解できるだろうか ?

方可換な作用素を生むしくみとして、可解格子模型の理論においては、Yang-Baxter 方程
式が重要であった $[\mathrm{B}][\mathrm{T}\mathrm{F}]$。これについて少し復習しよう。

*本稿は長谷川による 1997年度数学会「無限可積分系」セッション特別講演の予稿に加筆したものである.
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そもそもこのしくみは Baxter により、行転送行列 ( $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{W}- \mathrm{t}_{0}$ w transfer matrix) に対し用い
られた。「原子」が $N$ 個、 1次元的に並んでいるとする (いわゆる spin chain): 各原子の状態を
表すベクトル空間 (有限次元) を $V$ とすると、 $N$ 個の原子の状態の空間は $V\otimes\cdots\otimes V=V^{\otimes}N$

である。行転送行列は $T(u)$ : $V^{\otimes N}arrow V^{\otimes N}$ という行列で、 これら原子の相互作用を表す量と
考えられるものである。 $u$ は相互作用のパラメータと思われる変数である。 ここで別の適当な
「補助空間」 (auxiliary space) $W$ と $W\otimes W$ に作用する行列 $R(u, u’)$ : $W\otimes Warrow W\otimes W_{\text{、}}$ そ
してより大きな行列

$\mathcal{T}(u)$ : $W\otimes V\otimes Narrow W\otimes V^{\otimes N}$

があって、次のようになっているとする。

$\bullet$ $T(u)=\mathrm{T}\mathrm{r}_{w}\mathcal{T}(u)$ . すなわち、 $W$ の基底 $\{v_{i}\}$ をとって $\mathcal{T}(u)$ の行列成分を考え $\mathcal{T}(u)=$

$[\mathcal{T}(u)_{i},j]_{i,j=}1,\cdots,\mathrm{d}:\mathrm{m}W’(\mathcal{T}u)_{i},j\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V\otimes N)$ とするとき、 $T(u)= \sum_{i}\tau(u)_{i,i}$ .

$\bullet$ (Yang-Baxter 方程式、YBE)

$R(u, u^{J})\mathcal{T}_{1}(u)\tau_{2}(u’)=\mathcal{T}_{2}(u’)\tau 1(u)R(u, u’)$ . (1)

ただし両辺は $W\otimes W\otimes V^{\otimes N}$ に作用していると考えている : ふたつの $W$ を区別するた
めに第 2成分の $W$ を $W’$ と書けば、 $\mathcal{T}_{2}(u’)$ は $W\otimes W’\otimes V^{\otimes N}$ の第 2成分 $W’$ と第 3成
分 $V^{\otimes N}$ のみに作用する $1_{W}\otimes T(u^{J})$ を表し、 $\mathcal{T}_{1}(u)$ (resp. $R(u,$ $u’)$ ) も同様に第 1成分 $W$

と第 3成分 $V^{\otimes N}$ のみに作用する (resp. 第 1成分と第 2成分のみに作用する) と考えてい
る。 よく行われるようにこの方程式はひもの絵で視覚的に表すのが–番わかりやすい。

すると $R(u, u’)$ が可逆なら

$R(u, u’)\mathcal{T}_{1}(u)\mathcal{T}_{2}(u;)R(u, u’)-1\tau_{2}=(u’)\mathcal{T}1(u)$

であるから、両辺の $W\otimes W$ 上のトレイスをとれば ($\mathrm{T}\mathrm{r}ABA-1=\mathrm{T}\mathrm{r}B$ により $|$ )

(Tr$W\mathcal{T}(u)$ ) $(\mathrm{T}\mathrm{r}W\mathcal{T}(u^{l}))=(\mathrm{T}\mathrm{r}_{W}\mathcal{T}(u’))(\mathrm{T}_{\Gamma}W\mathcal{T}(u))$ ,

すなわち $[T(u), \tau(u’)]=0$ . ( $\mathcal{T}(u)$ の各成分、従ってそのトレイス $T(u)$ は、 $V^{\otimes N}$ に作用する
行列であることに注意。) したがって $T(u)$ を $u$ で展開した係数として得られる行列も互いに
可換となり、それらは generic には同時対角化できる。固有ベクトルは spin 系のエネルギー固
有状態という意味をもつ。

明らかなことであるが、可換性には作用素の実現でなく関係式 (YBE) のみが重要である。 し

たがって、適当な関数空間に作用する差分作用素からなる行列 $\mathcal{T}(u),$ $\mathcal{T}(u)$
’ が Yang-Baxter 方

程式をみたしていれば、それらのトレイスは全く同様に互いに可換になる。「YBE をみたす差
分作用素の組」はまた、 $R$ から定義される双代数 (量子群) の表現の実現を与えるものとも言え
る。Yang-Baxter 方程式の解のうち、楕円函数で与えられる解 (楕円 $R$ 行列) [Be] については、
未だ三角関数解のときの量子農繁環の理論にあたるものが整備されていない。そこで楕円 $\mathrm{R}$ 行
列に対し、関係式 $(\dot{1})$ をみたす差分作用素め組 $\mathcal{T}(u)$ (あとでは $L(u)$ と書く) を作っていたとこ
ろ、可換微分作用素系の分類についての落合さんの話を聞く機会があった。ではトレイスを計
算してみようということでやってみたのが本稿の話である。そして Macdonald の差分系の楕円
函数係数への拡張である Ruijsenaars [R] の可換差分系が現れることがわかったというのが主結
果である (定理 2)。
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通常パラメータ $\beta$ の入った系の場合は、可換な作用素達の候補を (対応する古典力学系から
の類似などにより) 挙げておき、それらがほんとうに可換であることをポテンシャルのみたす
関数等式に帰着させて示す。あるいは、考えている作用素達の完全な同時固有関数がみつかり、
したがって系の作用素は同時対角化されるから可換であるというおそろしい証明もある (差分、
マクドナルド系の場合)。 くりかえしになるが、これらに比べてここでの方法は系の可換性が
明白である点に特徴があるといえる。そのかわり、得られる作用素の具体形を出すところで、
Jacobi の $\overline{\tau}-F$ 関数についてあたらしい公式 (補題 1) をひとつ用意しなくてはいけない。 (実
際そこで–番時間を消費した。 )
我々の構成では、楕円 modulus $\tau$ 及び差分のパラメータんは出発点となる Yang-Baxter 方

程式の解 $R=R_{\tau,\hslash}$ のパラメータとして入ってくる。また、結合定数 $\beta$ だが、これは関数空間へ
の「量子群」$A(R)$ の表現のパラメータとしての意味をもち、その表現が 1th symmetric tensor
の表現と同値の場合、 $\beta=-\frac{l}{n}$ となる ( $n$ は系の自由度の数、あるいは $gl_{n}$ の $n$ ) 。

かくして次のA と $\mathrm{B}$ に現われる可換な作用素の族が、互いに密接な関係にあることがわかる:

A) 表現論 : 帯下函数のみたす微分方程式 (Harish-Chandra) とその variants :

$\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}^{-}\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}- \mathrm{s}_{\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{h}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}$ (微分作用素) / Olshanetsky-Perelomov (微分、楕円的)

Macdonald operators (差分作用素) / Ruijsenaars operators (差分、楕円的)

B) 格子模型 :Baxter の commuting transfer matrix

C) $\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{T}$ (共形態理論): critical level の conformal block のみたす方程式

$\mathrm{C}$ と書いた判形場理論と $\mathrm{B}$ の格子模型の関係は、物理的には前者が後者の「極限」だそうで
あるが、前者にあらわれる微分方程式 (Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard (KZB) 方程式系
$[\mathrm{F}\mathrm{W}][\mathrm{F}])$ が後者にあらわれる差分方程式の微分極限として得られるという言いかたもできる。
すなわち差分の spacing のパラメータが $0(\hslasharrow 0)$ という極限である。

KZB 方程式系は genus $>0$ のときの conformal block の満たす微分方程式であるが、 これを
臨界レベル 1で考えたときその可積分系を Gaudin 模型と呼ぶことが多い [FFR] [shitan]。 $\uparrow$] $-$

マン面が $\mathrm{P}^{1}$ であり、その上の $N$ 点に頂点作用素が挿入されたときの conformal block を臨界
レベルで考えたものが、いわゆる Gaudin 模型と等価だからである。そして楕円曲線上で $N=1$

のとき、これは楕円 Calogero 系 (Olshanetsky-Perelomov 系 [OP]) になっている。これは式の
上での観察でなっているのであるが、 ともかくこれによって A と $\mathrm{C}$ とを結んで考えると、パラ
メータ $\tau$ はその上で共丁場を考えている楕円曲線の modulus. $\beta$ は挿入する頂点作用素の属す
る表現に由来する (一般にはスカラーでない) 量という理解ができる。

方 A と $\mathrm{B}$ の関係にもどると、 ここでの定式化は格子模型 (B) において格子点が–点の場合
に、その格子点におかれた「原子」の状態空間を関数空間で実現した場合 (A) の転送行列のい
わば Schr\"odinger 描像と言うことができる。以上を敷了すれば、 $N$ 点 Gaudin 模型は、格子点
の数が $N$ である inhomogeneous 1次元スピン鎖 (の Schr\"odinger 表現) の微分極限と思うこと
ができる。すなわち、 $\mathrm{A}-\mathrm{B}-\mathrm{C}$ において現れる可換な作用素はすべて同–視されることとな
る ! いろいろなところがら出てきた「可積分」と呼ばれるものが互いに等価であったというわ
けで、 これはすばらしいことに違いない。

1共形場理論 (Wess-Zumino-Witten 模型) において、理論の対称性としての affine Lie 環 $\hat{\mathrm{g}}$ の中心 $C$ の

値 (level) は理論に固有の、一般には複素数である。 $C=-j\text{、}$ ただし 9は $\hat{\mathrm{g}}$ の dual Coxeter numbげ、のときを

critical level (臨界レベル) と呼ぶ。 $\hat{\mathrm{g}}=\mathrm{S}^{\wedge}1_{n}$ のときは $\check{g}=n$ であり、 $C=-n$ が臨界レベルである。
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もっとも、現在までのところ共隠場理論の差分化の定式化にはまだ決定版がないと思われ、し
たがってそこから差分系である Macdonald 系、あるいは楕円差分の場合である Ruijsenaars
系を導出することはまだされていない。 これについて更に理解がのぞまれる。

2Zoo of commuting $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}/\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ operators
Family of Commuting operators (A 型のワイル群対称性をもつ場合)

$\bullet$ 帯球函数の微分方程式 (Harish-Chandra ’
$58/\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}’ 71/\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\iota \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}’ 72/\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}’ 75$ )

$G/K=\mathrm{S}\mathrm{L}_{n}(\mathrm{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}_{n}$ とする。 $G$ 上両側 $K$ 不変な関数であって、 $G$ 不変微分作用素たちの
同時固有関数であるものを $G/K$ の帯球函数 (zonal spherical functions) という。 $G$ のリー環が
$G$ 上の関数に微分作用素として作用するが、 $G$ 不変微分作用素は、 $G$ のリー環の展開環の中心
元 $c\in Z(U(s\iota_{n}))$ の、 この作用による像 D。で得られる。そこで射角函数 $f$ の方程式は、

$\{$

$f(kgk;)=f(g)$ $(k, k’\in K, g\in G)$ ,
$D_{C}f_{\lambda}=\chi\lambda(C)f\lambda$ . $(c\in Z(U(sln)))$ .

Chevalley の定理 $Z(U(sl_{n}))\simeq c$ [ $c_{2},$ $\ldots.$ , cn](但し $c_{2}$ は Casimir 元. $c_{i}$ は $i$ 次の元) により、後
半は本質的に $n-1$ 個の連立方程式。$D_{i}:=D$。

$(i=2, \ldots, n)$ は (シンボルが)代数的に独立な可換
微分作用素となる。$G/K=$ {行列式 1の実対称行列} とみなすことにより、「動径」 $K\backslash G/K$ の

座標を代表元の固有値 $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n}$ の対数 $u_{1},$ $\cdots,$ $u_{n}$ にとることができる $(x_{i}=e^{u_{i}}, \sum_{i}u_{i}=0)$ 。

すると 2次の作用素は次のように書ける。

$D_{2}= \triangle^{-\beta}\circ(_{i=1}\sum^{n}(\frac{\partial}{\partial u_{i}})^{2}+\beta(\beta-1)\sum_{ji<}\frac{1}{\sin^{2}(u_{i}-uj)})0\triangle^{\beta}$

ここで $\triangle=\prod_{i<j}(x_{i^{-X_{j}}})\text{、}$ また $\beta=1/2$ である。 $G/K=\mathrm{S}\mathrm{L}_{n}(\mathrm{H})/\mathrm{S}\mathrm{p}_{n}$ のときも、上と同様
にすると $\beta=2$ の場合が現れる。 ($\beta=G/K$ の被約ルート系の重複度の半分。) これら帯球函
数の方程式ではパラメータ $\beta$ は固定されているが、パラメータを連続にしてもやはり可換性
が保たれる。これは対称空間のルート系が A 型の場合関口次郎氏 (1974, [Se]) $\text{、}$ 一般の場合は

Heckman-Opdam $(1987,[\mathrm{H}\mathrm{o}])$ による。なお $\beta=1$ の場合ポテンシャル項は $0$ でつまらないが、
これも $G=SL_{n}(\mathrm{C})$ の表現の指標 ( $=\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{r}$ 函数 $=G\cross G/\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}G$ の直球函数) の方程式
と考えることができる。
他方、 この方程式は物理学者によっても (おそらく独立に) 「可積分」な量子力学的事体問

題のハミルトニアン (シュレディンガー作用素) として発見されていて、 Calogero-Sutherland
model などといわれる ([OP83] 参照)。 さらに、 $D_{2}$ の第 2項 (ポテンシャル) は $1/\sin^{2}$ で書か
れているが、これを適当に楕円化して可換にできることを Olshanetsky-Perelomov $(1976,[\mathrm{O}\mathrm{P}])$

は発見した。すなわち $\wp$ を Weierstrass のペエ函数として上の $1/\sin^{2}$ (ui–uj) を $\wp(u_{i}-uj)$

で置きかえても、 $D_{2}$ と可換でシンボルが互いに独立な作用素が $n-1$ 個存在し、 この意味で
「可積分」である。なおこの作用素の固有値問題は、$n=2$ (1変数) のときは Lam\’e 方程式に他
ならない。

$\bullet$ Macdonald operators
上の帯球函数の方程式の差分化を与えるもので、 $\mathrm{I}.\mathrm{G}$ .Macdonald [M1] が導入した。

$M_{k}(q, t)= \sum_{|I\subset\{1,\ldots,n\}I|=k},\prod_{i\in I,j\in I\mathrm{C}}\frac{tx_{i}-Xj}{x_{i}-x_{j}}T_{I}$
$k=1,$

$\ldots,$
$n$
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但し
$T_{I}= \prod_{i}T_{i}$

$(\tau_{i}f)(x1, \ldots, xn)=f(x_{1},$
$\ldots,$

$q_{X\ldots,x)}i,n$

パラメータ $(q, t)$ を $t=q^{\beta}$ としてしかるべく $qarrow 1$ とすると、 $\{M_{k}\}$ から上の $\{D_{k}\}$ が現
れる。 これについて、野海 [N] は $G/K$ の「量子化」 ( $q$-version) をしかるべく定義することに
より、 $\{M_{k}\}$ が不変差分作用素の即興成分として解釈できることを示した。この解釈はしかし

$.(q, t)$ が $(q^{2}, q^{4})$ あるいは $(q^{4}, q^{2})$ の場合に限られるといううらみがある。-方 Etingof-Kirillov
[EK1] は、 $t=q^{\beta},$ $\beta\in \mathrm{Z}_{>0}$ のときの Macdonald operators も $U_{q}(gl_{n})$ の中心由来としてとらえ
られることを示した。これには対称空間ではなく、共形場理論に示唆された定式化が用いられ
る。 また Cherednik [C92] によると、 double affine Hecke 環の $q$ 差分作用素による表現を考え
ると、その中心に対応する作用素としても $M_{k}$ が再び実現される。

$\bullet$ Ruijsenaars’ operators ( $[\mathrm{R}],\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{d}$ operators の楕円化)

$R_{k}= \sum_{I\subset\{1,\cdots,n\},|I|=k}(_{s\not\in I,t}\prod_{\in I}\sqrt{\frac{\theta(c\hslash+\lambda_{S}-\lambda i)}{\theta(\lambda,\lambda_{S}-\lambda t)}})T_{I}^{\hslash}(_{s\not\in I,t}\prod_{\in I}\sqrt{\frac{\theta(_{C\hslash+\lambda\lambda}t-S)}{\theta(\lambda_{t}-\lambda_{S})}})$ (2)

$(k=1, \cdots , n)$ . 但し $T_{i}f(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})=f$ ( $\lambda 1,$

$..,,$
$\lambda i+\hslash,$

$\ldots$ , \mbox{\boldmath $\lambda$}n) 、また $x=e^{2\pi}iu,P=e^{2}\pi i\mathcal{T}({\rm Im} \mathcal{T}>0)$

とするとき、 Jacobi の theta 関数 $\theta(u)$ は次で与えられる。

$\theta(u):=p^{1/8}(X1/2-x^{-1/2})m\square (1-Xp^{m})(1-x-1)(p^{m}1-p)\infty=1m$ .

Ruijsenaars は物理学者で、Macdonald の研究とは独立に Calogero-Sutherland 系の「相対論
的」 (物理的思い入れを別とすれば、単に差分的ということ) 拡張を研究してこのようなものに
至ったようである。彼はこれらが可換となることを直接計算で示したが、その際鍵は Frobenius
determinant formula (12) であった

.

Ruijsenaars の作用素系は三角関数の場合 $(parrow \mathrm{O})$ Macdonald の作用素系に退化する。この
対応で、本稿の「Baxter の $\mathrm{R}$-matrix に対する $\mathrm{L}$-operator の $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$」 という実現方法が、先の
Macdonald 作用素の場合の $U_{q}$ の中心と Hecke algebra の中心とのどちらに近いかというと、
前者の方 (Etingof-Kirillov 流 [EK2]) である。両者のアプローチに深い関係があるかというのは
重要かもしれない問題である。

Family of symmetric functions (固有値問題の解)

以上の可換な作用素たちの同時固有関数として、それぞれ次のような対称多項式の族が生ずる。

$\bullet$ Macdonald polynomials $P_{\Lambda}(q, t|X)$ .
Macdonald operators の同時固有関数で、 $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n}$ の対称多項式。固有関数の名前 $\Lambda=$

$(\Lambda_{1}, \cdots, \Lambda_{n})$ は、深さ $n$ までのヤング図形でラベルされる (変数が $n$ 個の場合)。 $m_{\Lambda}.(x)$

$\xi$ orbit sum
$m_{\Lambda}(x)= \sum_{\prime\Lambda\in S_{n}(\Lambda)}x_{1}\cdot\cdot x_{n}\Lambda_{1}^{;}.\Lambda_{n}$

’
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( $S_{n}$ は対称群) とし、 また $\Lambda,$ $\Lambda’$ を自然に $gl_{n}$ の weight space の元とみなすとき

$\Lambda>\Lambda’:\Leftrightarrow\Lambda-\Lambda’\in Q+$

( $Q_{+}$ は simple roots の非負整数和からなる半群) とすれば、 $P_{\Lambda}(q, t|x)$ は次の展開をもつ
固有対称多項式として特徴付けられる:

$P_{\Lambda}(q, t|X)=m_{\Lambda}(X)+ \sum_{\Lambda^{;}<\Lambda}C_{\Lambda,\Lambda’}m_{\Lambda}’(_{X)}.$
(3)

$\bullet$ Jack polynomials $J_{\Lambda}(\alpha|x)$ : $P_{\Lambda}(q, t|X)$ において $q=t^{\alpha}(t=q^{1/})\alpha$ とし、 $t,$ $qarrow 1$ とした
もの。 $D_{2}$ で $\beta=\alpha^{-1}$ とした作用素の固有関数である。

$\bullet$ Zonal spherical functions: $J_{\Lambda}(\alpha|x)$ で、 $\alpha=2,1/2$ の場合。それぞれ $G/K=SL_{n}(\mathrm{R})/SO_{n}$ ,
$SL_{2n}(\mathrm{R})/Sp_{n}$ の帯球函数と考えられる。

$\bullet$ Schur polynomials $S_{\lambda}(x)$ : $S_{\Lambda}(x)=J_{\Lambda}(1|x)$。また、 $P_{\Lambda}(q, t|x)$ において $q=t$ としても得
られる (パラメータは消える)。これは $GL_{n}(\mathrm{C})$ の有限次元既約表現 $(\rho_{\Lambda}, V_{\Lambda})$ の character
というのが最も素朴であろう : $x=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(X1)\ldots,$ $X_{n})$ に対し、

$S_{\Lambda}(x_{1}, \cdots, x_{n})=\mathrm{t}\mathrm{r}_{V_{\Lambda}}\rho_{\Lambda}(x)$.

$\bullet$ Hall-Littlewood polynomials $P_{\Lambda}(0,1/p|x)$ ($p$ は素数): $G=GL_{n}(\mathrm{Q}p),$ $K=GL_{n}(\mathrm{z}_{p})$ に対
する Hecke algebra Fun $(K\backslash G/K)$ (積は合成積)から対称関数の環への Satake isomorphism
とよばれるものがあり、それにより $K\cdot \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(P^{\Lambda}1, \ldots,p^{\Lambda_{n}})\cdot K\in K\backslash G/K$ の characteristic
function に対応する対称関数。

$\bullet$ Ruijsenaars system の固有関数系。 これについては Section 4で述べる。

なお、 ここで名前があがった系の相互の関係について本稿の最後に表にしておく。

3 差分 $\mathrm{L}$ 作用素 – 系の母函数
自然数 $n>1$ を固定する。 $V=\oplus_{k\in \mathrm{Z}/n\mathrm{Z}}\mathrm{c}ek(e^{k}=e^{k+n})$ とし、 $g,$ $h\in \mathrm{G}\mathrm{L}(V)$ を $ge^{k}$ $:=$

$e^{k} \exp\frac{2\pi ik}{n},$ $hekk+1:=e$ とすれば、交換関係 $gh=hg \exp\frac{2\pi i}{n}$ を満たす。 $\hslash,$ $\tau\in \mathrm{C},$ $\hslash\neq 0,$ ${\rm Im}\tau>0$

とする。Belavin の楕円 R-matrix $R(u)=Rfi(u)$ は、以下の 5つの条件を満たす唯–のものと
して特徴づけられる。

$\bullet$ $R_{\hslash}(u)$ is aholomorphic End $(\mathrm{C}^{n}\otimes \mathrm{C}^{n})$ -valued function in $u$ ,
$\bullet$ $R_{\hslash}(u)=(x\otimes x)R_{\hslash}(u)(X\otimes x)^{-}1$ for $x=g,$ $h$ ,
$\bullet$ $R_{\hslash}(u+1)=(g\otimes 1)^{-1}R_{\hslash}(u)(g\otimes 1)\cross(-1)$,
$\bullet$ $R_{\hslash}(u+ \tau)=(h\otimes 1)R_{\hslash}(u)(h\otimes 1)^{-1}\cross(-\exp 2\pi i(u+\frac{\hslash}{n}+\frac{T}{2}))^{-1}$ ,
$\bullet R_{\hslash}(0)=P$ : $X\otimes y\vdasharrow y\otimes x$ .

実際、 1) これらを満たす $R$ が唯–存在し、 2) それは Yang-Baxter 方程式を満たすことが (函
数論的方法により) 示される。
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以下の関係を満たす “$L$ 作用素” $L(u)=[L(u)_{j}i]_{i,j}=1,\cdots n$ を考える $\circ$

$\check{R}(u-v)L(u)\otimes L(v)=L(v)\otimes L(u)\check{R}(u-v)$ , (4)

但し $\check{R}(u):=PR(u)$ .
Belavin の $\mathrm{R}$-matrix に対して、そのような $L$ が以下のように構成できる。 $\mathrm{h}^{*}$ を $sl_{n}(\mathrm{C})$ の

ウェイト空間とする。 $\mathrm{h}^{*}$ は $\mathrm{C}^{n}=\oplus_{i=1},\cdots,{}_{n}\mathrm{C}\epsilon_{i}(<\epsilon_{i}, \epsilon_{j}>=\delta_{i,j})$ に、 $\sum_{i=1,\cdots,n}\epsilon_{i}$ の直交補空間
として実現しておき、 $\epsilon_{i}$ の $\mathrm{h}^{*}$ への直交射影を $\overline{\epsilon}_{i}$ とする。
各 $\lambda,$ $\mu\in \mathrm{h}^{*}$ と $j=1,$ $\cdots,$ $n$ について、次の量を定義する。

$\phi(u)^{\mu_{j}}\lambda=:\{$

$\theta_{j}(\frac{u}{n}-<\lambda,\overline{\epsilon}_{k}>)$ : $\mu-\lambda=\hslash\overline{\epsilon}_{k}$ for some $k=1,$ $\cdots$ , $n$ ,
$0$ :otherwise

(5)

但し

$\theta_{j}(u):=\mu\in\frac{n}{2}-j\sum_{+n\mathrm{Z}}\exp 2\pi i(\mu(u+\frac{1}{2})+\frac{\mu^{2}}{2l}\tau)$

である。 また、 $\overline{\phi}(u)^{\mu\hslash\overline{\epsilon}_{k},j}\mu+$ を、行列 $[\phi(u)^{\mu+\hslash\overline{\epsilon}}\mu kj]j,k=1,\cdots,n$ の逆行列として定義する :

$\sum_{j=1}^{n}\overline{\phi}(u)^{\mu+\hslash}\mu\phi\overline{\epsilon}_{k}j(u)_{\mu j}^{\mu\overline{\epsilon}}+\hslash k’=\delta k,k’$ , $\sum_{k=1}^{n}\emptyset(u)^{\mu k}\mu+\hslash\epsilon-j\overline{\phi}(u)_{\mu}^{\mu}+\hslash^{-}\epsilon_{j^{J}}k=\delta_{j,j’}$ . (6)

定理 1 $([\mathrm{I}\mathrm{K}][\mathrm{B}\mathrm{K}\mathrm{M}\mathrm{s}][\mathrm{Q}\mathrm{F}][\mathrm{H}1][\mathrm{H}2])\mathrm{h}^{*}$ 上の函数 $f$ に対し、

$(L(C|u)_{j}if)( \mu):=\sum_{k=1,\cdots n},\cdot\emptyset(u+c\hslash)_{\mu}^{\mu}+\hslash\epsilon^{-}k\overline{\emptyset}(u)_{\mu}^{\mu\hslash}jf+\overline{\epsilon}k,i(\mu+\hslash\epsilon_{k}^{-)}$
(7)

とおく。すると任意の $c\in \mathrm{C}$ に対し、この差分作用素を並べてできる行列 $L(c|u)=[L(C|u)_{j}i]i,j=1\cdots,n$

は、先の関係式 (4) を満たす $\circ$ すなわち、 $L(c|u)$ は L-operators の l-parameter (in $c$) family
を与える。 口

この $L$ 作用素は、 $n=2$ のときは Sklyanin [S] が得ている。量 $\phi(u+c\hslash)_{\mu}^{\mu}+\hslash\epsilon_{kj}\overline{\emptyset}(-,u)\mu\mu+\hslash\overline{\epsilon}_{k},i$

は “intertwining vector” と呼ばれ、 まず $n=2$ のとき [Bax71] で格子模型の spin chain (eight
vertex model) を face model に変換するために用いられ、その後神保ら [JMOI] により $n$ state
Belavin $\mathrm{R}$ matrix の変換として $A_{n-}^{(1)}1$ 型 face model を構成するに際し –般化された。

$\lambda 4(\mathrm{h}^{*})$ を $\mathrm{h}^{*}$ 上の有理型函数の全体とする。すると上の $\mathrm{L}$-作用素は $V\otimes \mathcal{M}(\mathrm{h}^{*})$ を決める
から、

$L(c|u)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V\otimes \mathcal{M}(\mathrm{h}^{*}))$

と思うことができる。そしてこのはじめの成分 $V=\mathrm{C}^{n}$ は、 関係式 (4) で定義される双代数
$A(R)$ の「定義余加群」 (vector “

$\mathrm{c}\mathrm{o}^{)}’ \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n})}$ と考えられる $0$ 量子逆散乱法の研究で出て
きた “fusion procedure” によれば、 より複雑な $A(R)$ 余部群が Young 図形 $Y$ ごとに構成でき
る。それを $V(Y)$ と書けばその次元は $Y$ に対応する $GL_{n}$-加群のそれと等しい $[\mathrm{K}\mathrm{R}\mathrm{S}][\mathrm{C}]$

。 $V(Y)$

は実際には、 $V(\text{ロ})=V=\mathrm{C}^{n}$ の適当なテンソル積の $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}/\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ をとることで構成される。
これより、一般に各 Young 図形 $Y$ ごとに、作用素

$L^{Y}(c|u)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V(Y)\otimes \mathcal{O}(\mathrm{h}^{*}))$
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が、 $LLR=RLL$ 関係式を満すように存在する。

$\check{R}^{Y,Y’}(.u-v)LY(C|u)\otimes L^{Y’}(c|v)=L^{Y’}(c|v.)\otimes L^{Y}(c|u)\check{R}^{Y},Y’(u-v)$ , (8)

ここで $\check{R}^{Y,Y’}$ は、同じ手続きで $R$ から構成される “fused $\mathrm{R}$-matrices” と呼ばれるもので、generic
な $u,$ $u’$ に対して $A(R)$ -comodules の同型 $\check{R}^{Y,Y’}(u, u’)$ : $V(Y)\otimes V(Y’)arrow V(Y’)\otimes V(Y)$ を与え
る。 (これらの構造は $R(u)$ が $e^{u}$ の三角函数解のときにはよくしられた量子展開環の議論から
自然に理解される。 )
さて、 この $L^{Y}(c|u)$ のトレイスをとったらどんな作用素になるだろうか、 というのが問題

である。以下 $Y=1^{k}$ (縦に $k$ 個のヤング図形) の時を特に考える。すると $L^{1^{k}}(c|u)$ はサイズ
$\dim\wedge^{k}\mathrm{C}^{n}$ の、成分が差分作用素であるような行列と考えられる。

定理 2 $([\mathrm{H}3]\rangle \mathit{1}.)M_{k}(C|u):=\mathrm{T}\mathrm{r}_{1^{k}}L^{1^{k}}(c|u)$ $(k=1, \cdots, n)$ と書く。すると

$M_{k}(c|u)= \frac{\theta(u+\frac{k\mathrm{c}\hslash}{n})}{\theta(u)}I\subset \mathrm{t}1,\cdots,\sum_{|n\},I|=k}$

.

$(_{s\not\in I} \prod_{\in tI},\frac{\theta(<\lambda,\overline{\epsilon}_{S^{-\overline{\epsilon}_{t}>+}}\frac{c\hslash}{n})}{\theta(<\lambda,\overline{\epsilon}_{S}-\overline{\epsilon}t>)})T_{I}^{\hslash}$ , (9)

但し $T_{I}^{\hslash}$ は $\hslash- Shifl$ operator:

$(T_{i}^{\hslash}f)(\lambda):=f(\lambda+\hslash\overline{\epsilon}_{i})$ ,
$T_{I}^{\hslash}:= \prod_{i\in I}T^{\hslash}i$

.

2) $p=\exp 2\pi i\mathcal{T},$ $q=\exp 2\pi i\hslash(|q|<1)$ とする。 また $z_{j}:=\exp 2\pi i<\lambda,\overline{\epsilon}j>$ として

$\Phi(\lambda):=\prod_{k\neq k},$

$d+(zk/Zk^{\prime)}$ , ただし $d^{+}(z)$ $:= \prod_{k=0}^{\infty}\prod_{m=0}\frac{1-zqpm+1k}{1-zq^{m+_{\mathit{9}}}p^{k}+1}\frac{1-z-1q-gpmk+1}{1-z^{-1}q^{m}p^{k+1}}\infty$ (10)

と定める $(g=-C/n)\circ$ すると $M_{k}.(c|u)$ の $\Phi^{1/2}$ による conjugahon は Ruijsenaars の commuting
operators (勿を与える :

$( \frac{\theta(u+\frac{kc\hslash}{n})}{\theta(u)})^{-1}\cdot\Phi^{-}1/2M_{k(}\circ c|u)\circ\Phi^{1}/2=Rk$ .

口

系 $1:*$ : を normal ordering ‘差分を右” とすると、 $M_{k}$ の母函数は次の表示を持つ。

$\sum_{k=0}(-t)^{n-}kM_{k}(_{C|}u)=:\det[L(c|u)-t]$ :.

口

トレイスをとってできたものとして、 (8) より作用素 $M_{k}(c|u)(k.=1, \cdots, n)$ は明らかに互い

に可換である。注目すべき点として、 $M_{k}(c|u)(9)$ においては、spectral parameter $u$ は overall
でのみ現われていることがある。また、三角極限はあきらかに Macdonald 作用素となるが、そ
のとき parameters の対応は $q=\exp 2\pi i\hslash,$ $t=q-c/n$ となっている $\circ$

定理において、作用素の具体形を得る部分はきわめて計算的であるが、ひとつ面白い点は次
の「和を積に変える」公式が自然に必要になることである。
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補題 1 $Y_{r<S}:=1$ if $r<s,$ $Y_{r<S}:=0otherwiSe_{\text{、}}$ とする。次の公式が成りたつ :

$\det[_{r=}\prod_{1}^{k}\theta(\mu r-\lambda s’+\hslash Y_{r}<s+\delta r,s(u-(s-1)\hslash))]S,s=1’,\cdots,k$ (11)

$= \prod_{s=1}^{k-}\theta(u-s\hslash)\prod_{s1\leq<S\leq k}\theta(\lambda_{s’}-\lambda_{s})\theta(\hslash+1’)\mu_{s}-\mu_{s}’$ .

口

これは $k$ について帰納的に、函数論的方法で示すことができ、Cauchy 型行列式 (Frobenius 行
列式 [Frob] $)$ 公式の–般化になっている。実際 $\hslash=0$ とすると、両辺を $\theta(u)^{k}\prod 1\leq S<S’\leq k(\theta\lambda_{S}’-\lambda_{s})$

で割ることで

$\det[\frac{\theta(\mu_{s}-\lambda_{S^{J}}+u)}{\theta(\mu_{S^{-}}\lambda_{s^{\prime)\theta}}(u)}]_{s,S}"\frac{\prod_{1\leq S<\leq k}s’\theta(,\mu S-\mu S^{\prime)\theta}(\lambda s’-\lambda s)}{\prod_{S},s=1\cdots,k\theta(\mu_{S}-\lambda_{s},)}=1,\cdots,k=$ (12)

となる。
なお Ruijsenaars 自身による作用素の可換性の直接証明にはこの $\hslash=0$ の場合の式だけで十

分であり、少し不思議に思える。

4 対称 7– $-$タ函数からなる不変空間の構造

原理的には、Macdonald の差分系の楕円函数的拡張が (Ruijsenaars 系として) ある以上は、
その固有関数として MMMacdonald 多項式の楕円拡張もまた考えられてしかるべきである。ところ
が計算をしてみると、Macdonald 作用素の場合のような「三角性」 (3) がもはや成り立たない。
この事情により、対角化の問題は Macdonald 作用素のときとは格段に難しくなっているように
思われ、これは微分版でも同様である。Ruijsenaars 系を与えるしくみとしてここでは「楕円 $\mathrm{R}$

行列の表現論」に依ったが、そのもっとも単純な 2状態の場合、 $\mathrm{R}$ 行列は spin 系としては XYZ
spin chain を定める Boltzmann 荷重と思うことができる。 spin 系と比較すると、格子点の数が
1(!) の場合がわれわれの問題と等価なのだが、そもそも XYZ spin chain を Faddeev-Takhtajan
[TF] が解いたときにも三角性のないことが大きな困難なのだった。

そんなわけで対角化については今後の研究課題であるが、以下のことは比較的容易に示すこ
とができる。 $l$ を非負整数とし、アフィン・リー環 $A_{n-1}^{(1)}$ の level 1既約指標の張る空間を $Th_{l}^{S_{n}}$

と書く [Kac]。これは対称 $\overline{\tau}$ $-$ ク函数からなる $\frac{(l+n)!}{l!n!}$ 次元の空間である。これについて、

定理 3 $([\mathrm{H}2][\mathrm{H}3])\mathit{1})L(l|u)^{i}jh^{s}Tln\subset Th_{l}^{S_{n}}$ , したがって $M^{(k)}(l|u)\tau h_{l}s_{n}\subset Th_{l}^{S_{n}}$ .

2) 双代数 $A(R)$ の表現空間として、

$Th_{\iota^{\mathcal{R}}}^{s}\simeq V(\square \cdot\cdot\square )\iota$.

但し、右辺は fusion procedure によって定義される $l^{th}(\hslash-)$ symmetric tensor representation.

なお系の固有函数を求める問題は、格子模型と等価であることを考えれば、 “Bethe Ansatz”
的に扱うこともできる。 $([\mathrm{F}\mathrm{V}])$ しかし実際には Bethe Equation を具体的に解くことは不可能
と思われ、マクドナルド系の場合の結果がどこまで同様に拡張されるかはよくわからない。
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5 他の対称性への拡張: $C_{2}$ 型の場合

以上で出発点とした Yang-Baxter 方程式の楕円函数解をとりかえることを考える。ここで (1)
(で $T=.R$ としたもの) については、Belavin-Drinfeld による分類結果があり、前出の Belavin
解しかないことが知られている。 $A$ 型以外の楕円函数解を得るためには、方程式 (1) をいわゆ
る「面型」 (face version) の方程式に拡張することが必要である $([\mathrm{J}\mathrm{M}\mathrm{O}2])$

。

$A$ 型のときは先に述べた通り、intertwining vectors を並べた行列による similarity 変換によっ
て、 Belavin 解 $R$ は面心解 (face 模型の Boltzmann weight) $W$ に変換される (vertex-face対
応)。この変換を $L$ 作用素にも施したものをしとすれば、 $\tilde{L}$ は面型解 $W$ に対して Yang-Baxter
方程式 (面心) を満たす。そして $\tilde{L}$ は $L$ から similarity 変換で得られているから、両者のトレ
イスとして得られる差分作用素は –致する。
このように面相 Yang-B.axter 方程式によって A 型の場合を述べ直しておくと、他の対称性

の場合にも拡張できる見方となり、それは楕円曲線上の臨界レベルの共形場における KZB 方
程式の知識にも適っている : その場合の可積分性は力学変数にも依存するような楕円函数的
classical $\mathrm{r}$ 行列で記述される Lax 形式から従うが (いわゆる dynamical r- struture; Sklyanin,
Avan, Nekrasov, Felder, Enriquez ら) 、 その classical $\mathrm{r}$ 行列は津軽解から $qarrow 1(\hslasharrow 0)$ の極
限で得られる。以下の面起解に現われるパラメータ $\lambda,$ $\cdots$ は最終的に差分可積分系の独立変数
となるという意味で力学変数であるが、 これが $qarrow 1$ の極限で classical $\mathrm{r}$ 行列のもつ力学変
数になる。尚、 この「力学」はもともと楕円曲線上の共形場において「ゲージ群」の従う変換
性を変化させる (主 $\mathrm{G}$ 束の moduli 方向の変形を記述する) という 「力学」 と言うべきである
([黒木])。

ここでは以上のアイデアを用いて $C_{2}$ 型ワイル群不変な、楕円関数係数の可換な差分作用素
の組 $[\mathrm{v}\mathrm{D}]$ を構成した結果について述べる [HIK]。

$\mathfrak{h}$ を単純 Lie環 $\mathrm{g}:=s\mathfrak{p}(4, \mathrm{C})$ の Cartan 部分環とし、 $\mathfrak{h}^{*}$ を $\mathfrak{h}$ の双対空間とする。 $(\mathrm{g}, \mathfrak{h})$ のルー

ト系を $R:=\{\pm\epsilon_{1^{\pm\epsilon}2},$ $\pm 2_{\mathcal{E}}1,$ $\pm 2_{\mathcal{E}_{2}\}}\subset \mathfrak{y}*$ で表わす。 $\mathfrak{y}*$ 上の双線形形式 $(, )$ を $( \epsilon_{j}, \epsilon_{j})=\frac{1}{2}\delta_{jk}$

で定義する。基本ウエイトを $\Lambda_{1\vee 1}=’,$ $\Lambda 2=\epsilon_{1}+\epsilon_{2}$ で与える。基本表現 $L(\Lambda_{d})$ のウエイトがな

す集合を $\prime \mathrm{p}_{d}$ とおくと、 $\mathcal{P}_{1}=\{\pm\epsilon_{1}, \pm\epsilon_{2}\}$ , $P_{2}=\{\pm\in_{1}\pm_{\mathcal{E}}2\}\cup\{0\}$ であり、 このとき各ウエイ
トの重複度は 1である。
複素数 $\hslash$ を任意に固定する。神保-三輪-尾角の $C_{2}^{(1)}$ 型の face模型の Boltzmann weight を

fusion procedure により拡張したものを、 4つのウエイトの組 $\lambda,$
$\mu,$ $\iota^{\ovalbox{\tt\small REJECT}},$

$\kappa\in \mathfrak{y}*$ に対して、 $\lambda\in \mathfrak{h}^{*}$

とスペクトノレパラメ一タ $u\in \mathrm{C}$ の関数 $W_{dd’}$ ( $\kappa\lambda$ $\mu\nu|u$) で表わす。これは $\mu-\lambda,$ $l\ovalbox{\tt\small REJECT}-\kappa\in$

$\hat{P}_{d},$ $\kappa-\lambda,$ $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}-\mu\in\hat{P}_{d’}(d, d’=1,2)$ でないとき $W_{dd’}(\kappa\lambda\mu\nu|u)=0$ であり、 さらに面型の

Yang-Baxter方程式を満たす o ここで $\hat{p}:=2\hslash p(p\in P_{d})$ とし、 $\hat{P}_{d}=\{\hat{p}|p\in P_{d}\}$ とする。 (こ
こで、 $d$ あるいは $d’$ が 2の場合への拡張は、 $L(\Lambda_{2}.)$ に対応する fusion を用いて行う。先回りを
すると、 $L(\Lambda_{2})$ の weight $0$ subspace が $N$ 次元であると、結果として得られる差分系は $N$ 成
分ベクトル値関数に対するものとなる。 $C_{2}$ に限ったのは、この場合は上に述べたように $N=1$

であり、スカラー関数に対する系が得られるからである。)
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定理 4 $\mathfrak{y}*$ 上の関数に働く作用素 $M_{d}(u)$ $(u\in \mathrm{C}, d=1,2)$ を

$M_{d}(u):= \sum_{p\in Pd}Wd2(\lambda\lambda$ $\lambda+p\lambda+p\wedge\wedge|u)T_{p}\wedge$, $T_{p}\wedge f(\lambda):=f(\lambda+p)\wedge$

と定めると、 $[M_{d}(u), Md’(v)]=0$ ( $d$ , d’ $=1,2,$ $u,$ $v\in \mathrm{C}$) が成り立つ。
さらに、具体形は次の通り: $M_{1},$ $M_{2}$ について $u$ のみに依存する関数 $F(u),$ $G(u),$ $H(u)$ が存

在し、 $\overline{M}_{1}:=F(u)M_{1}(u),\overline{M}_{2}:=G(u)M_{2}(u)-H(u)$ は $u$ によらず、以下で与えられる。

$\overline{M}_{1}=\sum_{p\in P1\in}\prod_{pq}q1\neq^{\mathcal{P}}\pm\frac{\theta(\lambda_{pq}-\lambda-\hslash)}{\theta(\lambda_{p}-\lambda_{q})}\tau_{\wedge}p$

$\overline{M}_{2}$

$=p+q \in \mathcal{P}p,q\sum_{\}2-\{0}(\in P_{1}\frac{\theta(\lambda_{pq}-\lambda-\hslash)}{\theta(\lambda_{p}-\lambda_{q}+\hslash)}\tau_{p+}\wedge q\wedge$

$+ \frac{\theta(2\hslash)}{\theta(6\hslash)}\frac{\theta(2\lambda_{p}+2\hslash)}{\theta(2\lambda_{p})}\frac{\theta(2\lambda_{q}+2\hslash)}{\theta(2\lambda_{q})}\frac{\theta(\lambda_{p}-\lambda_{q}-5\hslash)}{\theta(\lambda_{p}-\lambda_{q}+\hslash)}\frac{\theta(\lambda_{p}-\lambda+2\hslash)q}{\theta(\lambda_{p}-\lambda_{q})})$.

ここで $\lambda_{P}:=(\lambda,p)$ であり、 $\overline{M}_{2}$ における和は $(p, q)=(_{\overline{\mathrm{c}}_{1}}, \epsilon_{2}),$ $(\epsilon_{1}, -62),$ $(-6_{1}, \epsilon_{2}),$ $(-\epsilon_{1}, -\epsilon_{2})$ を

わたる。

$\dot{\hslash}arrow 0$ における $\overline{M}_{1}$ の $\hslash^{2}$ の係数として、微分作用素

$H=\partial_{1}^{2}+\partial_{2}^{2}+4\{(\log\theta)^{J}’(\lambda_{1}-\lambda_{2})+(\log\theta)/’(\lambda_{1}+\lambda_{2})\}$

が現われる。これは Olshanetsky-Perelomov系の $BC$ 型のハミルトニアン $[\underline{\mathrm{O}}\mathrm{P}83]$ においてパ

ラメータ (coupling constant) を特別な値にした特殊化である。 この意味で $M_{1},$ $M_{2}$ は 2変数

Olshanetsky-Perelomov系の差分化を与えている。.

$A$ 型の場合と同様に、 この作用素の組が affine Lie 環動 (4, C) のレベル 1の指標が張る
空間を保つことも確かめられた。 $Q^{\vee},$ $P^{\vee}$ をそれぞれ双対ルート格子、双対ウエイト格子とす

る。 $\beta\in P^{\vee}$ に対し $\mathfrak{h}^{*}$ 上の関数への作用素 $S_{\beta},$ $S_{\tau\beta}$ を $(S_{\beta}f)(\lambda):=f(\lambda+\beta)$ , (&\beta f)(\mbox{\boldmath $\lambda$}) $:=$

$\exp[2\pi i((\lambda, \beta)+\tau(\beta, \beta)/2)]f(\lambda+\tau\beta)$ で定める。また $W\subset GL(\mathfrak{h}^{*})$ を ( $\mathrm{g}$ , り) のワイル群とし、
$W$ 不変な (レベル 1の) $\overline{\tau}-$ ク関数の空間 $Th_{1}^{W}$ を次で定義する:

$Th_{1}^{W}:=$ { $f$ : $\mathfrak{h}^{*}$上正則 $|S_{\mathcal{T}\alpha}f=S\alpha f=f,$ $f(w\lambda)=f(\lambda)\forall\alpha\in Q^{\vee},$ $w\in W$ }.

定理 5差分作用素 $M_{d}(d=1,2)$ は $\overline{\tau}-$ タ関数の空間 $Th_{1}^{W}$ を保つ.

6 おわりに

Yang-Baxter 方程式の楕円函数解に付随する代数系については、最近 Fronsdal にはじまり神
保、 白石、小竹、今野あるいは B. Enriquez, E. Frenkel, N. Reshetikhin その他による研究の結
果、 quasi Hopf algebra の枠内で定式化がなされつつある。本稿における構成も将来はそれら
の立場からより普遍的な理解がなされるべきであろう。-方、$C_{2}$ 型の場合の構成をより -般に

拡張できるか (ランクを上げられるか、パラメータがどこまで入るか) も興味深い。 $C_{2}$ 型 $(BC_{2}$

型) の場合、van Diejen および Hikami らによれば 10個のパラメータをもつ組に拡張できるの
であるが、これはその全てが共形場/格子模型の枠内で理解できるかどうかという問である。
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