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1. 序章

主に電流や電波を搬送波に用いる通信過程において, どれほど通信が効率良く行

われているかを調べるためにチャネルの構造の定式化とエントロピーや相互エント

ロピーという尺度が導入されている. そして, これらを用いることにより, 古典系

の通信理論はすでに数学的に定式化されている. ところが昨今では, 光を搬送波に

使う新たな技術が開発され, 光ファイバを通して光信号を伝達する通信系が普及し

始めている. このような光信号を搬う通信過程において, 情報伝送の効率を数理的

に厳密に取り扱うためには量子系における通信理論 (量子通信理論) の定式化が必

要となる. この量子通信理論を定式化する上で重要となる量子系におけるチャネル

の研究の中で特に光通信過程との関連では Ohya による減衰過程のチャネル [5] と

Ohya-Watanabeによる雑音のあるチャネル [13] の数理的定式化の研究が行われてい

る. また, 通信過程の情報伝送の効率を調べる上で必要不可欠である量子相互エン

トロピーは Ohya によって 1983年に定式化されている [6].

ところで, 光ファイバなどの量子チャネルは雑音の影響を受けにくいので, 真空

雑音のみを考慮に入れた減衰過程のチャネル [51 などによって表されており, この

減衰チャネルを複数つなげたチャネルは多段減衰チャネル [15] として記述されてい

る. この多段減衰チャネルは, –つ–つの減衰チャネルを横に並べたものであり,

矩形が個々のチャネルに対応した物理的な装置を表すとすると下図のような数珠繋

ぎのイメージである.
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文献 [4]で新たに導入された結合チャネルは, 次のような考えに則って定義したチャ

ネルである. 今, 二つのチャネルに対応した物理的な装置を結合させて–つの物理

的装置を作ることができたとする (下図参照) .

示占–ロ丈や不ノレ

このようにして作られるチャネルを結合チャネルと呼ぶことにする. このように,

多段減衰チャネルと結合チャネルでは, その構造が大きく異なっている. 本論文で

は, このチャネルの構造の違いによって, 情報伝送効率がどのように異なってくる

のかを厳密に調べるということが主な目的である. 多段減衰チャネルと結合チャネ

ルそれぞれに対して, コヒーレント状態を用いた三つの光変調方式 (OOK (On Off

Keying), $\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}\{\mathrm{P}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{e}$ Position Modulafion), PWMlPulse Widffi Modulation )) による情

報伝送の効率の比較を MMER (Maximum Muhial entropy-Entropy Ratio ) という新た

な尺度を用いて調べた.

2. 結合チャネル

この章では, 雑音と損失を考慮した量子系のチャネルを簡潔に復習し, 多段減衰

チャネルと結合チャネルの構成法について説明する.

今, 入力系と出力系の Hilbert空間をそれぞれ $\mathcal{H},$ $\mathcal{H}_{2}$ とし, $\mathcal{H}$ 上の有界線形作用

素の全体を $B(\mathcal{H})$ で表す. そして $\mathcal{H}$ 上の量子状態を表す密度作用素の全体を

$\mathfrak{S}(\mathcal{H})$ で表す. また, 雑音系と損失系の Hilbert空間をそれぞれ 鵡, 鵡とし, 上記

と同様に $\mathcal{K}_{k}$ 貯め有界線形作用素の全体と密度作用素の全体をそれぞれ $B(\kappa)$ ,

$\mathfrak{S}(\kappa)$ で表す.

さて, 量子系のチャネル $\Lambda^{*}$ は入力状態 $\rho\in \mathfrak{S}(\mathcal{H})$ を出力状態 $\Lambda^{*}\rho\in \mathfrak{S}(\mathcal{H}_{2})$ へ写

す変換として次のように定義されている [3, 5, 6, 71.
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[定義 2.1] A $\text{を}B(\mathcal{H})$ から $B(H)$ への線形写像とし, $\Lambda^{*}$ を A の共役写像とする

(ここでんが A の共役写像であるとは, 任意の $p\in \mathfrak{S}(H)$ と任意の

$Q\in B(\mathcal{H}_{2})$ に対して

$\mathrm{t}\mathrm{r}\Lambda(Q)\beta=\mathrm{t}\mathrm{r}\Lambda^{*}(p)Q$

を満たすことを言う) . この A が完全正写像であるとき, その共役写像 $\Lambda^{\mathrm{r}}$ を量

子系のチャネルと呼ぶ. (ここで, Aが完全正写像であるとは任意の $P_{i}\in B(H)$

と任意の $Q_{j}\in B(\mathcal{H}_{2})$ に対して

$\langle x,\sum_{i.j}^{n}Qi(\mathrm{r}_{\Lambda}Pi^{*}p_{j})QjX)\geq 0$, $\forall x\in \mathcal{H}$

を満たすことを言う. )

今, $\xi\in \mathfrak{S}(\kappa)$ を雑音状態とすると, 雑音と損失を考慮した量子系のチャネルは,

任意の入力状態 $\rho$ に対して, 次式のように構成されている $[5, 6]$

. $\Lambda^{*}(\rho)=\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathcal{K}_{2}}\pi^{*}(\rho\otimes\xi)$ .

ここで, $\pi^{*}$ は $\mathfrak{S}(H\otimes\kappa)$ から, $\mathfrak{S}(\mathcal{H}_{2}\otimes C)$ へのある種の因果性を満たす量子系

のチャネルであり, チャネルの物理的な性質によって決まるものである. $\Phi_{m}^{(l)}$ , $\Psi_{k}^{(l)}$

をそれぞれ $m$ 光子数確定状態ベクトル $\Phi_{m}^{(l)}\in \mathfrak{S}(\mathcal{H})$ と $k$ 光子数確定状態ベクトル

$\Psi_{k}^{\{l)}\in \mathfrak{S}(\kappa)$ とする. 特に減衰過程の雑音は真空状態 $\xi=|\Psi_{0^{1}}^{()}\rangle\langle\Psi_{0}^{(^{\mathrm{l})}}|\in \mathfrak{S}(\kappa)$ によっ

て表される ( $\Psi_{0}^{()}\mathrm{l}$ はんの真空状態ベクトル) . また, この減衰過程において $\pi^{*}$ は

$\pi^{*}(\cdot)=V_{0}(\cdot)V\equiv\Pi_{0}^{*}(0)*.$ ,

で与えられている. ここで $V_{0}$ は

$V_{0}(\Phi_{n}^{1^{\mathrm{l}}})_{\otimes\Psi)0\sum_{j0}}(1)==C^{n}\Phi_{j}(2)\otimes\Psi_{n-j}j(2)$

であり,

$C_{j}^{n}=\sqrt{\frac{n!}{j!(n-j)!}\eta^{j}(1-\eta)^{n}-j}$

である ( $\eta$ は, チャネルの透過率) . 以上のことから任意の入力状態 $\rho\in \mathfrak{S}(H)$ に

対する減衰チャネル $\mathrm{A}_{0}^{*}$ が次のように定義されている [5].

$\Lambda_{0}^{\mathrm{r}}(\rho)=\mathrm{t}\mathrm{r}\kappa 20V_{0}(\rho\otimes\xi)V^{*}$
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また, 任意の入力状態 $\rho\in \mathfrak{S}(H)-$ に対する多段減衰チャネルは, 次のように与えら

れている [14].

$\Lambda_{0^{L}}^{*}(\rho)\equiv\Lambda^{*}(0\Lambda_{0}^{*}(\cdots\Lambda_{0}^{l}(p)\cdots))$

ここで, 透過率 $\eta$ を持つ減衰チャネルを $\Lambda_{0,\eta}^{*}$ と表すと次の定理が成り立つ.

[定理 22] コヒーレント入力状態 $\rho\in \mathfrak{S}(H)$ に対して

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0,\eta}L(\rho)=\Lambda_{0,\eta^{\iota}}^{*}(p)$

が成り立つ.

この定理より透過率 $\eta$ を持つ同–の減衰チャネルを $L$ 個つないで作られる多段減

衰チャネルは, 透過率 $\eta^{L}$ を持つ–つの減衰チャネルとして表すことができる.

ところで, この多段減衰チャネルの–つ–つのチャネル $\Lambda_{0}^{*}$ の構成は, 雑音と損

失 (観測) という外部系とのやり取りを考慮しており, 多段減衰チャネル $\Lambda_{0^{L}}^{*}$ は,

個別の物理的なチャネル $\Lambda_{0}^{\mathrm{s}}$ をいくつも繋げたもの (細切れの物理的なチャネル)

というイメージがある.

本論文では通信系の物理的装置に対応するチャネル $\Pi^{\mathrm{s}}$ を $L$ 個結合することによっ

て, 作られる次のような結合チャネルを新たに数学的に定義する. :
$\Lambda_{L}^{*}(\rho)=a^{*}\circ\Pi^{*}\circ\cdots 0\Pi\circ*\Pi^{*}0\gamma^{*}(\rho)$

$=\mathrm{t}\mathrm{r}_{\kappa^{V}}(V\cdots V(V(\rho\otimes\xi)V^{*})V\cdot\cdot V*.*)V^{*}$

ここで, $V$ は文献 [16]で導入され, 雑音のある量子チャネルの定式化に用いられ

ている.

V$( \Phi_{n_{1}}(1)\otimes\Psi_{n_{2}}(\mathrm{l}))=\sum_{j}^{+}n_{1}=n_{2}0c_{j}n1’ n_{2}\Phi_{j}(2)\otimes\Psi_{n_{1}+}\langle 2)n_{2}-j$

ここで,

$C_{j}^{n_{\mathrm{I}},n_{2}}= \sum_{Rr=}^{K}(-1)n_{1^{-r}}\frac{\sqrt{n_{\mathrm{l}}!n_{2}!j!(n+1n_{2^{-}}j)!}}{r!(n_{1}-\gamma)!(j-\gamma)!(n-2j+r)!}\sqrt{\eta^{n_{2}-j}+2\prime(1-\eta)^{n}}$

であり, $K= \min\{j,n_{1}\},$ $R= \max\{j-n0\}2$’ である. この結合チャネルは, チャネル
$\Pi^{*}$ を透過率 $\eta$ を持ち, ある定まった長さ $l$ の物理的な装置 (チャネル) の内部の

信号伝送過程を表すものと捉えることによって, $\Pi^{\mathrm{t}}$ の $L$ 個の結合 $\Pi^{*}L$ は長さが

$l\cross L$ の物理的なチャネルの内部の信号伝送過程を表していると考えることができ
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る. ここで, $\Pi^{*}L$ は, 外部系とのやり取りを–切せずに, 信号を伝送すると考える

ことができるので, 結合チャネルは $l\cross L$ の長さの–つながりの物理的なチャネルと

いうイメージを持つと考えられる. 本論文では, 簡単のため損失をそのまま次のチャ

ネル ガの雑音とする数学的な結合チャネルのモデルについて考えてみることにし

た.

3. 最大相互エントロピー比 (MMER)

この章では, 量子系の入力状態とチャネルに関する相互エントロピーについて簡

潔に復習し, 情報伝送の効率を測るためのいくつかの尺度について説明する.

密度作用素で表現されている状態 $\rho\in \mathfrak{S}(H)$ (ここで, $\mathfrak{S}(\mathcal{H})$ は $\mathfrak{S}(\mathcal{H})\equiv\{p\in$

$B(\mathcal{H});p^{*}=\rho,\rho\geq 0,\mathrm{t}\mathrm{r}\rho=1\})$ に対する von Neumann エントロピー [201は次のように

定義されている.

$S(\rho)=-\mathrm{t}\mathrm{r}\rho\log\rho$

このエントロピーは, 量子状態 $\rho\in \mathfrak{S}(\mathcal{H})$ の持つ情報の量を表すものである. さら

に, Ohya は文献 [61において, $\rho$ と $\Lambda^{*}p$ の間の相関を表す合成状態を使うことによ

り, 量子系の相互エントロピーを以下で示すように定義した :
今, $\rho$ の Shatten分解を

$\rho=\sum_{n}\lambda_{n}E_{n}$

とする [18]. ここで $\{\lambda_{n}\}$ は入力状態 $\rho\in \mathfrak{S}(\mathcal{H})$ の固有値であり, $E_{n}$ は固有値 $\lambda_{n}$

に対応する固有ベクトル $x_{n}$ により生成される冗の–次元部分空間への射影作用素
である. 但し, この分解が–意となるのは $\rho$ の全ての固有値 $\{\lambda_{n}\}$ が縮退していな

いときに限る. このとき, 合成状態 $\sigma_{E}$ は次のように与えられる [6].

$\sigma_{E}=\sum_{\hslash}\lambda Enn^{\otimes}\Lambda^{*}E_{n}$

量子入力状態 $\rho$ と量子系めチャネル $\Lambda^{*}$ に関する量子相互エントロピーは, 次の条

件を満たさなければならない :
(1).チャネル $\Lambda^{*}$ が恒等変換昭であれば, 相互エントロピーは von Neumannエント

ロピーに–致する. すなわち, $I(\rho;id)=s(\rho)$ .
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(2) 系が古典系であれば, 量子相互エントロピーは古典系の相互エントロピーに

致する ${ }$.
(3) 基本不等式 $0\leq I(\rho;\Lambda^{*})\leq 1$ を満たす.

この三つの条件を満たすものとして, 量子入力状態 $\rho$ と量子系のチャネル $\Lambda^{l}$ に関

する Ohya相互エントロピーは

$I(\rho;\Lambda^{*})=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}E\{S(\sigma E|\sigma)0;E=\{E\}n\}$

で定められている [1, 6, 10]. ここで, $\sigma_{0}=\rho\otimes.\Lambda^{*}\rho$ であり, $S(\sigma_{E}|\sigma_{0})$ は

$S(\sigma_{E}|\sigma_{0})\equiv \mathrm{t}\mathrm{r}\sigma(E\log\sigma_{E^{-}}\log\sigma_{0})$

で与えられる相対エントロピーである [19]. この Ohya相互エントロピーは入力状態

\rho の有する情報のどれほどが出力状態に正しく伝えられたかを表す量である. 更に,

この Ohya相互エントロピーは次の不等式を満たす.

[定理 3.1] Shannon-Ohya の基本不等式
..

$0 \leq I(\rho;\Lambda^{*})\leq\min\{S(\cdot\rho),$ $S(\Lambda^{*}p)\}$

が成り立つ [6].

さて, 古典系の場合と同様に量子系の相互エントロピーは量子系の情報伝送を議

論する上で重要な役割を果たす. 前節で述べたように量子入力状態 $\rho$ と量子チャネ

ル $\Lambda^{\mathrm{s}}$ に関する相互エントロピー $I(\rho;\Lambda^{*})$ は入力状態の持つ情報量のうちチャネル
$\Lambda^{*}$ を通して出力系に正しく伝達された情報の量を表し

$0\leq I(\rho;\Lambda^{*})\leq S(\rho)$ ,

を満たしているので, . $I(\rho;\Lambda^{*})$ が大きければ大きいほどチャネル $\Lambda^{\mathrm{x}}$ の情報伝送効率

が良いと考えられる. この相互エントロピーを用いて, 入力状態 $\rho$ とチャネル $\Lambda^{*}$

に関する相互エントロピー比 (MER (Mutual entropy-Entropy Ratio)) $r(p;\Lambda^{*})$ は

$0 \leq r(\rho;\Lambda)*=\frac{I(\rho,\Lambda^{*})}{S(\rho)}.\leq 1$ ,

で定められる [171. つまり, この MER は入力の情報量の何割が出力系に正しく伝
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えることができるかを測る尺度である. 例えば, チャネル $\Lambda^{*}$ を固定すると, この

MER を使って量子系において様々な光変調方式などを用いたときの情報伝送の効率

を比較することができるのである. また入力系が異なる, つまり入力のエントロピー

$.S(\rho)$ が異なるときもチャネルの情報伝送効率を同–の視点で比較することができ

る.

一般に情報伝送の効率を測る尺度として量子通信路容量 (キャパシティー)

$C_{q}^{p}( \Lambda^{*})=\sup\{I(\rho;\Lambda*);\beta\in\ell\}$

を用いた研究がなされている [8, 11, 12, 17]. ここで, $p\subset \mathfrak{S}(\mathcal{H})$ はある条件 (例えば,

入力の状態 $\rho$ の平均エネルギー $E(\rho)$ に関する制約 : $S_{e}=\{\rho\in S; E(p)<e\})$ を満

たす集合である. この量子通信路容量は上式からも分かるようにチャネルが入力の

情報量を最大でどれだけ正確に出力系に伝達することができるかを測るための尺度

となっている. しかし, 相互エントロピ一の場合と同様に入力系が異なる場合 (例

えば, 古典系と量子系など) 正確にはチャネル自体の性能比較をすることができな

い. そこで, このように系の異なる場合においてもチャネル自体の効率を比較する

尺度として MMER を次のように定義した.

[定義 32] 入力状態 $P$ とチャネル $\Lambda^{\mathrm{s}}$ に関する最大相互エントロピー比

(MMER (Maximum Mutual entropy-Entropy Ratio)) $R_{\rho}(\Lambda^{*})$ va

$0 \leq R_{\rho}(\Lambda*)\equiv\sup\{\frac{I(p,\Lambda^{*})}{S(\rho)}.;\rho\in l\}\leq 1$

で表される [41. ここで, $p\subset \mathfrak{S}(\mathcal{H})$ は量子通信路容量の場合と同じくある条件を

満たす集合である.

4. 光変調方式

この章では, 光通信に用いられる光変調方式について述べる. 光変調方式とは,

搬送波として光を用いる変調方式 [2]であるが, 特に 5章の計算で用いる変調方式に

ついて, どのように入力信号が光変調されるかを簡単に述べる.
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. 入力信号を異なる $N$ 個の要素からなる集合 $.X=\{x_{0},x_{1},\cdots,x_{N-1}\}$ とする. 入力系か

ら発信される–文字の長さのメッセージの列を $\{x(i);i\in \mathrm{Z}\}$ とする. いま, 入力の量

子系のヒルベルト空間を $\mathcal{H}$ とし, 光変調された量子系のヒルベルト空間を 篤で
表す. 各入力信号 $x_{n}$ は入力状態 $F_{n}\in ex\mathfrak{S}(\mathcal{H})$ に量子符号化され, さらに, 入力状

態 $F_{n}$ は光変調 $\mathcal{M}$ によって光の量子状態毎M)\in $ex\mathfrak{S}(\mathcal{H})$ に変換されるものとする.

また, 任意の直交する入力状態に対して光変調された量子状態がすべて直交する場

合を理想的な光変調という. 以下に, 5章の計算で用いる光変調方式 (OOK方式,

PPM方式, PWM方式) を取り上げる. また, 次の定理を用いて三つの変調方式に対

応する入力状態を定めることにする.

[定理 4.1] 任意の非直交ベクトルの組 $x,y\in \mathcal{H}$ によって与えられた状態 $P$

$\rho=\lambda|x\rangle\langle X|+(1-\lambda)|_{\mathcal{Y}}\rangle\langle_{\mathcal{Y}}|$ $(\forall\lambda\in[0,1])$

の von Neumann-Schatten分解は–意である [21].

1) $\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{K}$( $\mathrm{o}_{\mathrm{n}}$ Off Keying)方式

入力信号の値に対応してパルス列の振幅 (エネルギー) の有無を, 例えば O(OF

F), $1(\mathrm{O}\mathrm{N})$ に対応させ情報をのせるという方式である. この 00K方式で変調した入

力状態の集合 $S_{\infty\kappa}$ を次のように定める.

$p_{OO\mathrm{K}}\equiv\{\rho_{\infty\kappa^{=\lambda)}}F_{\mathrm{o}}^{1}0\kappa \mathrm{O}+(1-\lambda)F_{\infty \mathrm{K}}^{\mathrm{t}}\mathrm{l})|\forall\lambda\in[0,1],\forall\theta\in \mathrm{c}\}$

$F_{\mathrm{O}\mathrm{O}}^{(0)}\kappa=|0\rangle\langle 0|,F_{\infty^{1)}}(\mathrm{K}=|\theta\rangle\langle\theta|\in ex\mathfrak{S}(\mathcal{H})$

但し, $|0\rangle$ は真空状態ベクトル, $|\theta\rangle$ はコヒーレント状態ベクトル, $\lambda$ は信号 $0$ の

先験確率である (他の変調方式でも同様) .
2) $\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{M}1^{\mathrm{p}\mathrm{u}}1\mathrm{s}\mathrm{e}$ Position Modulation)方式

入力信号の値に対応する位置のパルスを発生させ, その入力信号を表現する方式

である. PPM方式 (2値 PPM方式)で変調した入力状態の集合 $p_{\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}}$ を次のように定め

る.

$g_{\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{M}}\equiv\{_{P\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{M}}=\lambda F(0)+(\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}-\lambda 1)F_{\mathrm{p}\mathrm{P}\mathrm{M}}\mathrm{t}1\rangle|\forall\lambda\in[0,1],\forall\theta\in \mathrm{c}\}$

$F_{\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}}^{\{0)}=|\theta\rangle\langle\theta|\otimes|\mathrm{o}\rangle\langle \mathrm{o}|,p_{\mathrm{p}}^{()}\mathrm{P}\mathrm{M}1=|0\rangle\langle \mathrm{o}|\otimes|\theta\rangle\langle\theta|\in ex\mathfrak{S}(\mathcal{H})$

3) $\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}$( $\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{h}$ Widffi Modulation)方式
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入力信号に対応する値だけ, 右側若しくは左側からパルスを発生させ, その入力

信号を表現する方式である. PWM方式 (2値 PWM方式)で変調した入力状態の集合

$p_{\mathrm{P}\mathrm{w}\mathrm{M}}$ を次のように定める.

$S_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}}\equiv\{p_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}}=\lambda F_{\mathrm{p}\mathrm{w}}^{(0)}\mathrm{M}+(1-\lambda)p11\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M})|\forall\lambda\in[0,1],\forall\theta\in \mathrm{C}\}$

$F_{\mathrm{p}\mathrm{w}\mathrm{M}}^{(0)}=|0\rangle\langle 0|\otimes|\theta\rangle\langle\theta|^{p^{\{}},N\mathrm{M}\mathrm{l})=|\theta\rangle\langle\theta|\otimes|\theta\rangle\langle\theta|\in eX\mathfrak{S}(\mathcal{H})$

5. 数値計算

この章では, 4章で定めた入力状態を用いて各変調方式による相互エントロピー

を文献 [11,15,21] に従って求め, その相互エントロピーを用いて定義されるMMERに

よって各変調方式における伝送効率の比較を行う. 4章で示した三つの変調方式を

$\mathrm{M}$ とし, チャネルを $\Lambda^{*}$ としたとき, 文献 [11,15,21]から Ohya相互エントロピーは

$I(\rho_{\mathrm{M}};\Lambda^{*})=S(\Lambda^{*}\rho_{\mathrm{M}})-||p\mathrm{M}||s(\Lambda\overline{F_{0}}*)-(1-||p_{\mathrm{M}}||)s(\Lambda^{*}\overline{F})1$

により計算することができる. ここで, $j=0,1$ に対して

$||p_{\mathrm{M}}||= \frac{1}{2}\{1+\sqrt{1-4\lambda(1-\lambda)(1-\exp(-\wp|2))}\}$

$S( \Lambda^{*}\rho_{\mathrm{M}})=-\sum_{=i0}v_{i}1\log \mathcal{V}_{i}$ , $S(\Lambda^{*}\overline{F_{j}}.)=-\dot{\sum_{i^{-}\mathrm{l}}^{1}}\overline{\mu}_{j}i\log\overline{\mu}-ji$

であり, 各パラメータは以下のように定められている.

$\overline{\mu}_{j0}=\frac{1}{2}\{1+\sqrt{1-4\overline{\lambda}_{j}(1-\overline{\lambda})j(1-|\langle\overline{X}_{j}\overline{x}\rangle 0’ j1|2)}\}$

$\overline{\lambda}_{j}=\frac{1}{2}[1+\frac{\exp(-\frac{1}{2}|\theta|2)}{\exp(-\frac{1}{2}|\theta_{\eta}|^{2}\mathrm{t}L))}1\cdot\frac{\tau_{j}^{2}+2\exp(-\frac{1}{2}|\theta_{\eta 1L\rangle}|^{2})T_{j}+1}{\tau_{j}^{2}+2\exp(-\frac{1}{2}|\theta|2\mathrm{I}T_{j}+1}$ $(j=0,1)$
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$\tau_{0}=\frac{-(1-2\lambda)+\sqrt{1-4\lambda(1-\lambda)(1-\exp(-|\theta|2))}}{2(1-\lambda)\exp(-\frac{1}{2}|\theta|^{2})}$, $\tau_{1}=-\cdot\frac{.1+\exp(-\frac{1}{2}|\theta|2)\tau_{0}}{\tau_{0}+\exp(-\frac{1}{2}|\theta|2)}$

但し, 多段減衰チャネルの場合 $\Lambda^{*}=\Lambda_{0^{L}}^{*},$ $\theta_{\pi 1^{L})}=(\sqrt{\eta})^{L}\theta$ であり, 結合チヤネルの場

合 $\Lambda^{l}=\Lambda_{L}^{2},$ $\theta_{\eta 1L)}=\sum_{j}[^{L}2]-L2j1=0C()j(\sqrt{\eta})^{L}-2j\eta(1-)^{j}\theta$ である.
:.
.

ここで–つの新しい概念について説明する. それは, 入力状態のエネルギー期待

値 (平均エネルギー, 送信平均光子数) と呼ばれるものである. これは, 文字どお

り入力状態には平均でどれだけのエネルギーが使われているかを示す値である. こ

のエネルギー期待値を 4章で述べた各変調方式に対して求め, 今回の計算で実際に

用いる MMER を各入力状態に対して定義し, 計算結果をグラフに表してみる.

(1) OOK方式

4章で定めた入力状態より, エネルギー期待値 $\mathrm{E}(p_{\infty \mathrm{K}})$ は

$\mathrm{E}(\rho_{\mathrm{o}\mathrm{o}}\kappa)=\lambda \mathrm{x}0+(1-\lambda)’ \mathrm{x}|\theta|^{2}=(1-\lambda)|\theta|2$

と計算することができる. このとき, 多段減衰チャネルの MMER は

$0 \leq_{R_{0}^{\mathrm{E}}}\mathrm{K}(\Lambda^{*}L)0\equiv\sup_{\lambda}\{\frac{I(\rho_{\infty}\kappa 0\Lambda^{*}L)}{S(\rho_{0\mathrm{O}\mathrm{K}})},\cdot;\mathrm{E}=\mathrm{E}(p\infty \mathrm{K}),\forall\rho_{\infty}\kappa\in s\}\infty\kappa\leq\iota$

と定義でき, 結合チャネルの MMER は

$0 \leq u_{\mathrm{K}}^{\mathrm{E}}(\Lambda^{*})L\equiv\sup\lambda\{,\frac{I(p_{\infty \mathrm{K}L}\Lambda^{\mathrm{s}})}{S(\rho_{\infty \mathrm{K}})}.,;\mathrm{E}=\mathrm{E}(\rho_{0}\mathrm{o}\mathrm{K}),\forall\rho \mathrm{o}\mathrm{O}\kappa\in \mathit{8}\infty \mathrm{K}\}\leq 1$

と定義することができる. 但し,

$P_{\mathrm{o}\mathrm{O}\mathrm{K}}\equiv\{\rho_{\infty\kappa}=M_{\infty \mathrm{K}}^{0)}+(1-\lambda)F_{\infty\kappa}^{\langle}1)|\forall\lambda\in[0,1],\forall\theta\in \mathrm{C}\}$

$F_{\infty^{0}\kappa}^{()}=|0\rangle\langle 0|,F_{\infty\kappa}^{(}1)=|\theta\rangle\langle\theta|\in ex\mathfrak{S}(\mathcal{H})$

である. $\mathrm{E}\in[0,3],$ $\lambda\in[0,1]$ のもとで $u_{\mathrm{K}}^{\mathrm{E}}(\Lambda’)0^{L}\cdot u_{\mathrm{K}}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{L}^{*}).\text{をそれぞれ}$ $\eta=0.8$ ,

0.9,0.99の場合について計算した結果をグラフに表したものが図 1, 図 4である.

(2) PPM方式
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4章で定めた入力状態より, エネルギー期待値 $\mathrm{E}(P\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{M})$ は

$\mathrm{E}(p_{\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}})=\lambda \mathrm{x}|\theta|^{2}+\cdot(1-\lambda)\mathrm{X}|\theta|^{2}=|\theta|^{2}$

と計算することができる. このとき, 多段減衰チャネルの MMER は

$0 \leq R_{\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{0}^{*}L)\equiv\sup_{\lambda}\{\frac{I(\rho_{\mathrm{p}\mathrm{p}}\mathrm{M}\Lambda_{0})\mathrm{r}_{L}}{s(p_{p\mathrm{p}}\mathrm{M})},\cdot;\mathrm{E}=\mathrm{E}(\beta_{\mathrm{p}\mathrm{P}}\mathrm{M}),\forall\rho_{\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{M}}\in S_{\mathrm{P}}\mathrm{P}\mathrm{M}\}\leq\iota$

と定義でき, 結合チャネルの MMER は

$0 \leq R_{\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}}^{\mathrm{E}}(\Lambda*L)\equiv\sup_{\lambda}\{\frac{I(\rho_{\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}L}\Lambda)l}{s(\rho_{\mathrm{P}\mathrm{P}}\mathrm{M})},\cdot;\mathrm{E}=\mathrm{E}(\rho \mathrm{P}\mathrm{p}\mathrm{M}),\forall\rho_{\mathrm{P}\mathrm{P}}\mathrm{M}\in l_{\mathrm{p}}\mathrm{P}\mathrm{M}\}\leq 1$

と定義することができる. 但し,

$s_{\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}}\equiv \mathrm{t}\rho_{\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{M}}=\lambda F_{\mathrm{P}\mathrm{p}}(0)+(\mathrm{M}1-\lambda)p_{\mathrm{p}}1^{1})\mathrm{P}\mathrm{M}|\forall\lambda\in[0,1],\forall\theta\in \mathrm{c}\}$

$F_{\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{M}}^{\langle 0)}=|\theta\rangle\langle\theta|\otimes|0\rangle\langle 0|,F_{\mathrm{p}}(1)\mathrm{P}\mathrm{M}=|0\rangle\langle 0|\otimes|\theta\rangle\langle\theta|\in ex\mathfrak{S}(\mathcal{H})$

である. $\mathrm{E}\in[0,3],$ $\lambda\in[0,1]$ のもとで $R_{\mathrm{p}}^{\mathrm{E}}(\mathrm{P}\mathrm{M}\Lambda_{0}L)*,$ $R_{\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{M}}^{\mathrm{E}}(\mathrm{A}_{L}^{*})$ をそれぞれ $\eta=0.8$ ,

$09,099$ の場合について計算した結果をグラフに表したものが図 2, 図 5である.

(2) PWM方式

4章で定めた入力状態より, エネルギー期待値 $\mathrm{E}(p_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}})$ は

$\mathrm{E}(p_{\mathrm{p}\mathrm{w}}\mathrm{M})=\lambda\cross|\theta|^{2}+(1-\lambda)\mathrm{X}2|\theta|2=(2-\lambda)|\theta|2$

と計算することができる. このとき, 多段減衰チャネルの MMER は

$0 \leq R_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{0}^{*}L)\equiv\sup_{\lambda}\{\frac{I(p_{\mathrm{p}\mathrm{w}}\mathrm{M}\Lambda^{*}0^{L})}{S(\rho_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}})},\cdot;\mathrm{E}=\mathrm{E}(p_{\mathrm{p}\mathrm{w}\mathrm{M}}),\forall\rho_{\mathrm{p}\mathrm{W}}\mathrm{M}\in\ell_{\mathrm{p}\mathrm{w}\mathrm{M}}\}\leq 1$

と定義でき, 結合チャネルの MMER は

$0 \leq R_{\mathrm{P}\mathrm{w}}^{\mathrm{E}}(\mathrm{M}L)\Lambda*\equiv\sup_{x}\{\frac{I(p_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}L}\Lambda)*}{s(\rho_{\mathrm{p}}\mathrm{w}\mathrm{M})},\cdot;\mathrm{E}=\mathrm{E}(p\mathrm{p}\mathrm{W}\mathrm{M}),\forall\rho_{\mathrm{P}}\mathrm{w}\mathrm{M}p\in\}\mathrm{P}\mathrm{w}\mathrm{M}\leq 1$

と定義することができる. 但し,

$\ell_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}}\equiv\{p_{\mathrm{p}\mathrm{w}\mathrm{M}}=\lambda F_{\mathrm{P}\mathrm{w}}\mathrm{t}0)+(\mathrm{M})1-\lambda p1^{1}\}\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}|\forall\lambda\in\iota 0,1],\forall\theta\in \mathrm{c}\}$

$F_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}}^{\mathrm{t}}0)=|0\rangle\langle 0|\otimes|\theta\rangle\langle\theta|,F_{\mathrm{P}}(\iota)|\mathrm{W}\mathrm{M}=\theta\rangle\langle\theta|\otimes|\theta\rangle\langle\theta|\in ex\mathfrak{S}(\mathcal{H})$
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である. $\mathrm{E}\in[0,3],$ $\lambda\in[0,1]\text{の}-$もとで $R_{\mathrm{p}\mathrm{W}\mathrm{M}}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{0}L)*,$ $R_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{L}^{*})$ をそれぞれ $\eta=0.8$ ,

0.9,0.99の場合について計算した結果をグラフに表したものが図 3, 図 6である.

図 1 00K方式のMMER (多段減衰チャネル : $\eta=0.9$ )

図 2 PPM方式のMMER (多段減衰チャネル : $\eta=0.9$ )
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図 3 PWM方式のMMER (多段減衰チャネル : $\eta=0.9$ )

図 4 00K方式のMMER (結合チャネル : $\eta=0.9$ )

図 5 PPM方式のMMER (結合チャネル : $\eta=0.9$ )
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図 6 PWM方式のMMER (結合チャネル : $\eta=0.9$ )

(1) , (2) , (3) の計算によって導き出されたグラフ (図 $1\sim$ 図 6) を比較検討す

ることにより次に示すいくつかのことが分かるが, ここでは多段減衰チャネルと結

合チャネルのそれぞれの場合について分けて列挙してみた.

[多段減衰チャネル]

(i) チャネル数 $L$ を固定したとき, 三つの変調方式におけるMMER $R_{M}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{0}^{*}L)$

( $M$ は変調方式を表す. 以下同じ) はエネルギー期待値 $\mathrm{E}$ が増えるに従って増

加している.

(ii) エネルギー期待値 $\mathrm{E}$ を固定したとき, 三つの変調方式におけるMMER

$R_{M}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{0}^{*}L)$ はチャネル数 $L$ が増えるに従って減少している.

(iii) チャネル数 $L$ を固定したとき, 三つの変調方式を比較するとMMERに関

して以下の不等式が成り立つ.

$R_{\mathrm{p}\mathrm{W}\mathrm{M}}^{\mathrm{E}}(\Lambda^{*}L)0\leq R_{\mathrm{P}}^{\mathrm{E}}(\mathrm{P}\mathrm{M}\Lambda L)*0\leq R^{\mathrm{E}}\mathrm{o}\mathrm{K}(\Lambda L)*0$

(iv) エネルギー期待値 $\mathrm{E}$ を固定したとき, 三つの変調方式を比較すると

MMERに関して以下の不等式が成り立つ.

$R_{\mathrm{P}\mathrm{W}\mathrm{M}}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{0^{L}})*R_{\mathrm{P}\mathrm{p}}\leq(\mathrm{E}\Lambda L)\mathrm{M}0\leq*R^{\mathrm{E}}\text{。}\kappa(\Lambda_{0}^{*}L)$

[結合チャネル]
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(i) エネルギー期待値 $\mathrm{E}$ を固定したとき, 三つの変調方式を比較するとMMERに

関して以下の不等式が成り立つ.

$R_{\mathrm{p}}^{\mathrm{E}}\mathrm{w}\mathrm{M}(\Lambda_{L}^{*})\leq_{R_{\mathrm{P}}}(\mathrm{E}\Lambda \mathrm{M}*L)\leq_{R^{\mathrm{E}}(\Lambda_{L}^{*})}\mathrm{o}\mathrm{K}$

(ii) 三つの変調方式に対して次のことが成り立つ.

$\exists k$ $s.t$. $R_{M}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{1}^{*})\leq R_{M}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{k}^{*})$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$s.t$. $R_{M}^{\mathrm{E}}(\Lambda_{0^{k}}^{*})\leq R^{\mathrm{E}}M(\Lambda_{k}^{*})$

また, この結合チャネルではMMERが $L$ に対して振動しているが, これはチャネ

ルの定義の仕方, つまり $\Pi^{*}$ と $\Pi^{*}$ との結合の仕方に関連しているものと推測され

る. 入力と雑音がチャネル ゴを通る度に出力と損失になるが, 次のチャネル $\Pi^{\mathrm{r}}$

には出力をそのまま入力に, そして損失を雑音として入力するという性質から実際

は損失として失われた情報が, あるところで (ある周期で) 再び元の入力の情報と

して付け加えられるため振動を起こしているものと考えられる. 実際, $\eta=0.9$ の場

合 $L=5$ 回程度で, 入力状態と雑音状態 $\rho\otimes\xi$ は $\rho’\otimes\xi!$ に変換されるので入力状

態と雑音状態が 5回程度で入れ替わることが計算によって求められる. このことは

$L=5$ 回忌, 入力状態の情報が出力状態に全く伝達されなくなることを意味する. ま

た, 雑音状態と入力状態を $L=5$ 回で交換したという’ことは, さらに $L=5$ 回変換

を行うことによって元の入力状態と雑音状態に近い状態に戻ることが分かる. 従っ

て, $\eta=0.9$ の場合 $L=10$ 回の周期でMMERが振動するものと考えられる.

6. まとめ

本論文で導入した結合チャネルと, 以前より研究されていた多段減衰チャネルの比

較とそれぞれのチャネルにおける光変調方式の情報伝送効率の計算を行ったが, 今

回の研究で以下のことが分かった.

i) 結合チャネルのMMERの値はチャネルをいかに構成するかによって, 同条件

( $L$ が等しい場合) の多段減衰チャネルに比べて高くすることができるので, 物

理的に結合チャネルを実現することができれば光ファイバチャネルの伝送効率の
改善ができるものと思われる.

ii) なお, MMERで調べると結合チャネルに対して最も情報伝送の効率が良い光変
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調方式は OOKであることがわかった.

$\text{結合チャネルの数学的な定義は^{}-}$, 理想的なチャネルのモデルであると考えられるが,

少なくとも多段減衰チャネルよりも伝送効率の高い減衰過程が数学的に存在すると

いえるであろう. また, 結合チャネルの定義は $\Pi^{\mathrm{s}}$ をいくつか結合したものである

が, この $\Pi^{*}$ はユニタリ変換であり近年盛んに研究が行われている量子コンピュ–. .
$\mathrm{s}$

タ [9]の内部で行われている計算の 1 ステップに対応させることができるので, 量子

計算の記述にこの研究結果を応用することができるものと思われる.
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