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1 はじめに

統計的決定論において, 予測十分性 (prediction sufficiency) の概念は, 通常の十分性 (suf-
ficiency) を統計的予測論に拡張して作られたものである.
まず, $X$を観測される確率変数 (データ) とし, $\mathrm{Y}$を未観測の確率変数としたとき, $X$に基

づいて $\mathrm{Y}$を予測する問題を考える. そこで, Pを (X, Y) の確率分布の族として, $X$に基づく

統計量 $T=T(x)$ が $\mathrm{Y}$に対して予測十分であるという概念を, TがXの周辺確率分布族 $P^{X}$

に対して十分であるという条件に, さらに $T$を与えたときに $X$ と Yが条件付独立であると
いう条件を付加することによってつくることができる. そして, この予測十分性の概念が十

分性の場合と同様に Neyman 型の因子分解定理, リスクによる特徴付け等の性質をもつこ
とはすでに知られている ( $1^{\mathrm{s}}67|$ , [SM69], $[\mathrm{T}\mathrm{A}751,$ $[\mathrm{T}77|$ , [A82]).
本論では, 測度論的設定の下で部分\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族を用いて予測十分性の概念について考察し,

また, 逐次の場合に, $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{r}[\mathrm{B}54]$ における推移性 (transitivity) との関連についても論じ
る $([\mathrm{A}\mathrm{N}99])$ . ..

2 予測十分性

まず, $(\mathcal{X}, A)$ を標本空間, $\mathcal{P}$ を $A$上の確率分布族とする. また, $B,$ $C$を $A$ の部分\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族,

$B_{0}$ を Bの部分\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族とする. 集合 $A$ の定義関数を\mbox{\boldmath $\chi$}4で表わす.

定義 2.1. Boが $P$に関して $B$に対して十分 (sufficient) であるとは, 任意の $B\in B$に対して,
$B_{\mathit{0}}$-可測関数\mbox{\boldmath $\phi$}昏が存在して, 任意の $p\in P$に対して

$\phi_{B}^{B_{0}}=E_{p}[x_{B}|\mathcal{B}_{0}]$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}.[p]$

が成り立つことである. これを記号で, $\mathcal{B}_{0^{\mathrm{S}}}\mathrm{u}\mathrm{f}(\mathcal{P};B)$ と表わす. ここで $E_{p}[\chi_{B}|e0]$ は, Boが
与えられたときの\mbox{\boldmath $\chi$}Bの $P$ の下での条件付期待値である.

定義 22. B0が $P$に関して $B$に対して必要 (necessary) であるとは, 任意の $B_{1}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{f}(P;B)$ に

対して
$B_{0}\subset B_{1}(B,P)$
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が成り立つことである. これを記号で, $e_{\mathit{0}}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{c}(P;e)$ と表わす. ここで $B_{0}\subset B_{1}(B,\mathcal{P})$ は,
任意の $B_{0}\in B_{0}$に対して, Bl\in Blが存在して, 任意の $p\in P$に対して, $p(B0\triangle B1)=0$ とな
ることである. ただし, $\triangle$ は 2つの集合の対称差を表わす.

次に, $A$ の部分\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族 $A_{1},$ $A_{2}$に対して, $A_{1},$ $A_{2}$ を含む最小の\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族を $A_{1}\vee A_{2}$によっ
て表わす.

定義 2.3. $(B_{\mathit{0};}\beta,c)$ が $\mathcal{P}$に対して Markov であるとは, 任意の $C\in C$と任意の $P\in P$に対
して

$E_{p}[\chi c|g]=E_{p}[\chi_{C}|\mathcal{B}_{0}]$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}.[p]$

が成り立つことである.

このとき, 次の (i), (ii), (iii), (iv) は互いに同値であることが知られている.

(i) $(B_{0}; e, C)$ が $P$に対して Markov である.

(ii) Boが与えられたとき $\mathcal{B}$ と Cが条件付独立である, すなわち任意の $B\in B$, 任意の $C\in C$ ,
任意の $p\in \mathcal{P}$に対して

$E_{p}[\chi_{B\cap c}|\beta o1=E_{\mathrm{P}}[\chi_{B}|B_{0}]Ep[x_{C}|B0]$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}.[p]$

である.

(iii) 任意の $B\in B$ , 任意の $C\in C$ , 任意の $p\in \mathcal{P}$に対して

$E_{\mathrm{P}}[\chi_{B\cap C}|\mathcal{B}_{\mathit{0}\vee}c]=xCEp1\chi_{B}|Bo]$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}.[p]$

である.

(iv) 任意の $B\in B$ , 任意の $p\in \mathcal{P}$に対して

$E_{p}[x_{B}|C]=E_{\mathrm{P}}[E_{p}[\chi B|\beta \mathit{0}]|C]$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}.[p]$

である.

ここで, 上記の同値性については, “
$(\mathrm{i})\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$”Iは $\mathrm{L}\mathrm{o}\text{\‘{e}} \mathrm{v}\mathrm{e}[\mathrm{L}63],$

“
$(\mathrm{i})\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$

” は Akahira and
$\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{i}[\mathrm{A}\mathrm{T}80],$

“
$(\mathrm{i})\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{v})$

” は [B54] による.

定義 2.4. Boが $C$ と $P$に関して Bに対して予測十分 (prediction sufficient) であるとは, 次の
$(a),$ $(b)$ が成り立つことである. これを記号で, $e_{0}$ pred.suf $(P;^{e,c})$ と表わす.

$(a)B_{0}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{f}(P;e)$ ,

$(b)(\mathcal{B}_{0;}B, C)$ が $\mathcal{P}$に対して Markov である.
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なお, $\mathrm{S}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{k}\mathrm{y}[\mathrm{S}67]$ は予測十分性を adequacy という言葉で呼んでいる.

定理 $2.1([\mathrm{A}\mathrm{T}80])$ . Sを Bo\vee Cの部分\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族とする. このとき, $B_{0}$ pred.suf $(P;\mathcal{B},C)$ かつ

$S\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{f}(\mathcal{P};e_{0}\vee C)$ ならば, $S\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{f}(P;B\vee C)$ である.

上記の定理を用いれば, 次のことが成り立つ.

定理 22. $g_{\mathit{0}}$ pred.suf $(P;e,C)$ かつ $B_{1}$ nec $(\mathcal{P};e\vee c)$ ならば, $e_{\mathit{0}}$ pred.suf $(P;B, \beta_{1})$ で

ある.

証明. まず仮定より $(B_{0};B,C)$ が $\mathcal{P}$に対して Markov であるので, 任意の $B_{0}\in B_{0}$ , 任意の
$C\in C$ , 任意の $p\in P$に対して

$E_{\mathrm{p}}[\chi_{B_{0}\mathrm{n}c}|B]$ $=\chi_{B_{0}}E_{p}[\chi_{C}|B]$

$=\chi_{B_{0p}}E[\chi c|\beta 0]$

$=E_{p}[\chi B\text{。}\cap C|eo]$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}.[p]$

が成り立つ. よって $(B\mathit{0};B, B0\vee C)$ は $\mathcal{P}$に対して Markov である. また, 定理 21より $B_{0\vee}C$

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{f}(P;B\vee C)$ が成り立つ. ここで, $B_{0}\vee C$は $\mathcal{P}$に関して $B\vee C$に対して十分であり, $B_{1}$は仮

定より $P$に関して $B\vee C$に対して必要であるので,

$\beta_{1}\subset B_{0}\vee C(e\vee C,\mathcal{P})$

が成り立つ. よって, 任意の $B_{1}\in B_{1}$に対して, A0\in B0\vee Cが存在して, 任意の $p\in P$に対

して
$p(B_{1}\triangle A_{\mathit{0}})=0$

が成り立つ. すなわち, 任意の $p\in P$に対して

$\chi_{B_{1}}=xA0$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}.[p]$

が成り立つ. このとき

$E_{\mathrm{P}}[\chi B_{1}|\beta]$ $=$ $E_{p}[\chi_{A_{0}}|e]$

$=$ $E_{p}[\chi_{A0}|\beta_{\mathit{0}}]$

$=$ $E_{p}[x_{B_{1}}|\mathcal{B}_{0}]$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}.[p]$

となるので, $(B_{0;}\mathcal{B}, B1)$ は $P$に対して Markov である. また $B_{0}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{f}(\mathcal{P};B)$ は仮定より明ら

かであるので, $B_{0}$ pred.suf $(\mathcal{P};B, e1)$ が成り立つ. 口

3 逐次推定における予測十分性
$\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{r}[\mathrm{B}54]$ は, 推移性という概念を導入し, 十分性でかつ推移性の特徴付けを論じた.

最近, $\mathrm{N}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}[\mathrm{N}99]$ も, それに関連した結果を得ている. ここでは, それらと予測十分性と
の関係について述べる.
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まず, $\{A^{(n)}\}$ を $A$ の部分\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族の列で, $A^{(1)}\subset A^{(2)}\subset\cdots\subset A^{(n)}\subset\cdots\subset A$ を満たす
ものとする. また各 $n$ に対して $A_{0}^{(n)}$ を $A^{(n)}$ の部分\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族とする. このとき, $\{A_{0}^{(n)}\}$ が推
移列であるとは, 各 $n$ に対して $(A_{0}^{(n)};A^{(n}),$ $A_{0}^{(n}+1))$ が $\mathcal{P}$に対して Markov となることであ
る. また $\{A_{0}^{(n)}\}$ が十分列であるとは, 各 $n$ に対して $A_{0}^{(n)}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{f}(\mathcal{P};A^{(n)})$ となることである.
従って, 予測十分性と, 十分性でかつ推移性との関係は, [B54] の結果を用いれば, 次のよう
になる.

定理 3.1. 次の (i), (ii), (iii) は互いに同値である.

(i) 各 $n$ に対して $A_{0}^{(n)}$ pred.suf $(P;A(n), A^{(n+}0)1)$ である.

(ii) $\{A_{0}^{(n)}\}$ が十分列かつ推移列である.

(iii) 各 $n$ に対して $A_{0}^{(n)}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{f}(\mathcal{P}_{0}^{(n)};A(n))$ である.

ここで, 各 $n$ に対して $\mathcal{P}_{0}^{(\mathrm{n})}$ を $dq=gd_{P}$ となる $A$上の確率測度 q全体の集合とする. ただ
し p\in Pで $g$は非負の $A_{\mathit{0}^{n+1}}^{()}-\mathrm{D}\urcorner$測関数 $\text{と}$ する.

次に, $X_{1},$ $X_{2},$
$\ldots$ を確率変数列とし, 各 X,の標本空間を $(\mathcal{X}, A)$ とし, 勿を $A$ 上の確率分

布族とする. また, 自然数 $a,$ $b(a\leq b)$ に対して, $AA_{a}^{b}$ を $(X_{a}, \ldots , X_{b})$ によって誘導された\mbox{\boldmath $\sigma$}-加
法族とする. さらに各 $n$ に対して $e_{1}^{n},$ $C_{1}^{n}$ を $A_{1}^{n}$ の部分\mbox{\boldmath $\sigma$}-加法族とする. このとき, 定理 22
を逐次の場合に適用すれば, 次のようになる.

定理 32. 各 $n$ に対して $B_{1}^{n}$ pred.suf $(\mathcal{P};A^{n}1’ \mathcal{A}n+1)n+1$ かつ $C_{1}^{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{P};A_{1}^{n})$ ならば, 各 $n$ に対
して $B_{1}^{n}$ pred.suf $(\mathcal{P};A_{1}^{n},C_{1}n+1)$ である.

証明. 定理 22より, 各 $n$ に対して $(B_{1}^{n};A^{n}1’\beta n_{A}n+1)1n+1$ は $\mathcal{P}$に対して Markov であり,
$A_{1}^{n}\vee A_{n+1}^{n+1}=A^{n}1^{+1}$であるので, $B_{1}^{n}\vee A_{n+1}^{n+1}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{f}(P;A_{1}^{n}+1)$ が成り立つ. また, 仮定より $C_{1}^{n+1}$

$\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{P};A_{1}n+1)$ であるので
$C^{n}\subset 1^{+1n}e\mathrm{v}1A^{n+1}n+1(A_{1^{+1}}^{n}, p)$

が成り立つ. 定理 22の証明と同様にして, $(B_{1}^{n};A^{n}1’ C1)n+1$ は $P$に対して Markov となる. 仮
定より $B_{1}^{n}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{f}(P;A_{1}^{n})$ は明らかであるので, 各 $n$ に対して $B_{1}^{n}$ pred.suf $(P;A_{1’ 1}^{n}Cn+1)$ とな
る. 口

定理 32の命題を統計量を用いて表現すれば, 次のようになる. まず, 確率分布族 Pが
母数\theta $($ \in $\Theta)$ によって特徴づけられている, すなわち $\mathcal{P}=\{P_{\theta} : \theta\in\Theta\}$ とする. 次に,
$T_{n}=T_{n}(X_{1}, \ldots, x_{n})$ が $X_{n+1}$ と $\theta$に関して $(X_{1}, \ldots,X_{n})$ に対して予測十分統計量で, $U_{n+1}$が
$X_{1},$ . . . , $X_{n},$ $X_{n+1}$に基づく必要統計量, すなわち任意の ( $\theta$に関して $(X_{1}, \ldots, X_{n}, x_{n+}1)$ に対
する) 十分統計量 $S_{n+1}=s_{n+1}(X_{1}, \ldots , X_{n}, X_{n+}1)$ の関数 $U_{n+1}=U_{n+1}(x_{1}, \ldots, X_{n}, x_{n+}1)$ ,
であるとき, Tnは $U_{n+1}$ と $\theta$に関して $(X_{1}, \ldots, X_{n})$ に対して予測十分である.
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