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1. はじめに

統計的推測理論では未知の母数をもつ母集団分布からの標本に基づいて, その母数の推
測方式の最適性などについて論じる. それに対して統計的予測論では未観測の確率変数を
観測データに基づいて予測する方式を考える ([G70], [Take75], [A90], [Taka96], [BC96]).
その際, 観測データが従う分布は未知の母数をもっから, そのことも考慮しなければなら
ない.

本論では推測理論の区間推定に対応する区間予測について考察し, 現実の問題に適用し
て数値的に検討し, 本論の区間予測の妥当性を確認する.

2. 問題設定

観測フ-^‘‘-タを確率ベクトル $\mathrm{X}=$ $(X_{1}, \cdots , X_{m}).\text{とし}$ , 未観測確率変数を $Y$ , 同時分布 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

は未知母数 $\theta$ に依存するとし, $\mathrm{Y}$ のとり得る値全体の空間を $\mathcal{Y}$ とする. ただし, $\theta$ は母数
空間 $\Theta$ の元とする. このとき, 任意の $\alpha(0<\alpha<1)$ に対して X に基づく集合 $S_{\mathrm{X}}(\subset y)$

をとって

$P_{\theta}\{Y\in s_{\mathrm{x}^{\}}}\geq 1-\alpha$ , $\forall_{\theta\in \mathrm{O}-}$ (1)

となるとき, $S_{\mathrm{X}}$ を $Y$の信頼係数 $1-\alpha$の予測域といい, $\mathcal{Y}\subset \mathrm{R}^{1}$ で $S\mathrm{x}$ が閉区間 $[a(\mathrm{X}), b(\mathrm{X})]$

になるとき, $S\mathrm{x}$ を $Y$ の信頼度 $1-\alpha$ の予測区間という (図 1参照). また, X が実現値
$x=(x_{1}, \cdots, x_{m})$ をとるとき, 区間 $[a(x), b(x)]$ を $\mathrm{Y}$ の信頼係数 $100(1$ –\alpha $)$% 予測区間と
いう. 特に, (1) において等号が成り立つとき, 予測域 $S\mathrm{x}$ は相似 (similar) であるという.

3. 離散指数型分布族における区間予測

いま, $X_{1},$ $\cdots$ , $X_{m},$ $\mathrm{Y}_{1,n}\ldots,$$Y$ を互いに独立にいずれも確率関数

$f(x;\theta)=c(\theta)h(X)\mathrm{e}\mathrm{x}^{\mathrm{p}}.\{\eta(\theta)t(x)\}$ $(x=0,1,2, \cdots)$

をもつ 1母数離散指数型分布に従う確率変数とする. ただし $\theta\in=\mathrm{R}^{1}$ で $c(\theta),$ $h(x)$ は

非負値関数, $\eta(\theta),$ $t(x)$ は実数値関数とする. このとき, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{m}$ , $Y_{1}$ , $\cdot$ . . , $Y_{n}$ の同時確
率関数は
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図 1: $X$ に基づく $Y$ の予測区間 $S_{X}$

$f_{x_{1},\cdots,x}m’ Y1,\cdots,Y_{n}(X1, \cdots, x_{m}, y1, \cdots, yn;\theta)$ $=$ $c^{m+n}( \theta)\prod_{1i=}mh(x_{i})\prod_{j=1}h(yjn)$

. $\exp\{\eta(\theta)(\sum_{i=1}^{m}t(xi)+\sum^{n}t(yj))j=1\}$

になるから, $T:= \sum_{i}m_{1}=t(x_{i})+\sum_{j}nt(=1Yj)$ は $\theta$ に対する寒倶+分統計量となる. ここで, $T$

が十分統計量であるとは, $T=t$ を与えたときの $(X_{1}, \cdots ; X_{m}, Y_{1}, \cdots, Y_{n})$の条件付確率関

数が $\theta$ に無関係になることをいう. 従って, 十分統計量 $T$ を与えたときの $Y:= \sum_{j=}^{n}1t(Yj)$

の条件付分布を利用して, 予測区間を未知の母数 $\theta$ に無関係に構成できる. 実際には, 次

の手順 $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ によって $\mathrm{Y}$ の予測区間を構成する.

(i) $T=t$ を与えたときの $Y$ の条件付確率関数を $f_{y|T}(\cdot|t)$ とすれば, これは $\theta$ に無関係にな

り, この確率関数から $T=t$ を与えたときの $Y$の条件付平均 $\mu_{t}:=E[Y|\tau=t]$ , 条件付分散
$\sigma_{t}^{2}:=\mathrm{v}_{\mathrm{a}}\mathrm{r}(Y|\tau=t)$ , 条件付 3次の $*=$ムラント $\kappa_{3,\iota}:=\kappa_{3}(Y|\tau=t)=E[(Y-\mu t)3|.T=t]$

を求める.

(ii) 任意の $\alpha(0<\alpha<1)$ に対して, 各 $t$ について

$P\{\underline{y}(t)\leq Y\leq\overline{y}(t)|T=t\}=1-\alpha$ (2)

となる $\underline{y}(t),\overline{y}(t)$ を, (i) で求めた $\mu t’\sigma_{t}^{2},$
$\kappa_{3,t}$ を用いて (漸近的に) 求める.

(iii) (2) から, 任意の $\theta\in$ について

$P_{\theta}\{\underline{y}(\tau)\leq \mathrm{Y}\leq\overline{y}(\tau)\}=1-\alpha$
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になり, また完備+分解計量 $T$ が $\sum_{i=1}^{m}t(Xi)+\sum_{j=1}^{n}t(\mathrm{Y}_{j})=\sum^{m}i=1t(Xi)+\mathrm{Y}$ であること
から

$P_{\theta}\{a(\mathrm{x})\leq Y\leq b(\mathrm{X}.)\}=1-\alpha$

となる $a(\cdot)$ , $b(\cdot)$ を (漸近的に) 求める. このとき, 区間 $[a(\mathrm{X}), b(\mathrm{X})]$ は, $Y$ の信頼係
数 $1-\alpha$ の (相似な) 予測区間になる.

3.1. 2項分布の場合

観測されるデータを確率変数 $X$ , 未観測の確率変数を $\mathrm{Y}$ とし, $X$ と $Y$ は互いに独立に,
$X$ は 2項分布 $B(m,p),$ $\mathrm{Y}$ は 2項分布 $B(n,p)$ に従うとする. ただし, $m,$ $n$ は, 自然数で
既知とし, $P$ は $0<p<1$ で未知とする. このとき, $X$ に基づいて $\mathrm{Y}$ の区間予測を行なう.
まず, $X,$ $Y$ の同時確率関数は

$f_{X,Y}(_{X}, y;p)=p^{x+y()}q^{m+}n-x+y$

$(_{X=0,1}, . , ., m;y=0,1, \ldots, n;0<p<1, q=1-p)$

となることから, 統計量 $T:=X+\mathrm{Y}$ は $P$ に対する十分統計量であり, $T$ は $B(m+n,p)$ に
従う. このとき, $T=t$ を与えたときの $Y$ の条件付確率関数は

$f_{Y|} \tau(y|t)=\frac{(\begin{array}{l}ny\end{array})(\begin{array}{ll}m t- y\end{array})}{(\begin{array}{l}m+nt\end{array})}$ $( \max(\mathrm{o},t-m)\leq y\leq\min(t,n))$

になり, これは $P$ に無関係である. このことは, 十分統計量 $T$ に基づく $Y$ の予測区間が
未知の母数 $P$ に無関係に構成することができることを意味している. また, この分布は超
幾何分布 $H(t, n, m+n)$ と呼ばれている. また, $T=t$ を与えたときの $\mathrm{Y}$ の条件付平均 $\mu_{t}$ ,
条件付分散 $\sigma_{t}^{2}$ , 条件付 3次 $*_{i\mathrm{Z}}$ムラント $\kappa_{3,t}$ は次のようになる.

$\mu_{t}$ $:=$ $E[ \mathrm{Y}|\tau=t]=\frac{tn}{m+n}$ ,

$\sigma_{t}^{2}$ $:=$ $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}(Y|\tau=t)=\frac{tmn(m+n-t)}{(m+n)^{2}(m+n-1)}$,

$\kappa_{3,t}$ $:=$ $\kappa_{3}(\mathrm{Y}|\tau=t)=,$ $\frac{tmn(m-n)(m+n-t)(m+n-2t)}{(m+n)3(m+n-1)(m+n-2)}$ .
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そこで, $m,$ $n$ が十分大きいとき

$P \{\min(t, n)-y_{\alpha/}2(t)\leq Y\leq y_{\alpha/2}(t)|T=t\}=1-\alpha$ (3)

となるような超幾何分布 $H(t, n, m+n)$ の上側 100(\alpha /2)% 点 $y_{\alpha/}2(t)$ を漸近的に求める.

まず, Cornish-Fisher展開によって

$\frac{y_{\alpha/2}(t)-\mu_{t}}{\sigma_{t}}=u_{\alpha/2}+\frac{\kappa_{3,t}}{6\sigma_{t}^{3}}u^{2}\alpha/2+\cdots$

より

$y_{\alpha/}2(t)$ $=$ $\mu_{t}+\sigma tu\alpha/2+\frac{\kappa_{3,t}}{6\sigma_{t}^{2}}u^{2}/2+\alpha\ldots$

$=$ $\frac{tn}{m+n}+u_{\alpha/2}\sqrt{t(1-\frac{t}{m+n})\frac{mn}{(m+n)(m+n-1)}}$

$+ \frac{m-n}{6(m+n-2)}(1-\frac{2t}{m+n})u+2\alpha/2\ldots$ (4)

になる. ただし, $u_{\alpha/2}$ は正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ の上側 $100(\alpha j2)\%$ 点とする. ここで, (4) に
おいて, $y=y_{\alpha/}2(t)$ とおき, $a:=n/(m+n),$ $b:=mn/\{(m+n)(m+n-1)\},$ $c$ $:=$

$(m-n)/(m+n-2),$ $u=u_{\alpha/2}$ とし, $t=x+y$ に注意すれば, (4) から

$y=$. $a(x+y)+u \sqrt{(x+y)(1-\frac{x+y}{m+n})b}+\frac{c}{6}(1-\frac{2(x+y)}{m+n})u^{2}$ (5)

になる. そこで, (5) の辺々を 2乗すると

$[ \{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}y-\{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}x-\frac{c}{6}u^{2}]2=$. $b(x+y)(1- \frac{x+y}{m+n})u^{2}$

となる. 従って

$\{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}^{2}y+2\{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}^{2}X2+\frac{c^{2}}{36}u^{4}$
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$-2 \{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}\{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}xy$

$+ \frac{c}{3}u^{2}\{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}x-\frac{c}{3}u2\{1-a+\cdot\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}y$

$-b(_{X+}y)u^{2}+ \frac{b(_{X+}y)^{2}}{m+n}u^{2}=0$

となり, これをまとめると

$[ \{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}^{2}+\frac{bu^{2}}{m+n}]y^{2}$

$-2[ \{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}\{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}-\frac{bu^{2}}{m+n}]xy$

$+[ \{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}^{2}+\frac{bu^{2}}{m+n}]x^{2}-[\frac{c}{3}u^{2}\{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}+bu^{2}]y$

$+[ \frac{c}{3}u^{2}\{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}-bu^{2}]X+\frac{c^{2}}{36}u^{4}=0$ (6)

ここで,

$A:= \{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}^{2}+\frac{bu^{2}}{m+n}$ ,

$B:= \{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}\{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}-\frac{bu^{2}}{m+n}$ ,

$C:= \{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}^{2}+\frac{bu^{2}}{m+n}$ ,

$2D:= \frac{c}{3}u^{2}..\{1-a+\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}+bu^{2}$ ,

$2E:= \frac{c}{3}u^{2}\{a-\frac{cu^{2}}{3(m+n)}\}-bu2$ ,
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$F:= \frac{c^{2}}{36}u^{4}$

とすると, (6) より

$Ay^{2}-2(B_{X}+D)y+Cx^{2}+2Ex+F=0$

になり, これを $y$ について解けば

となる. 従って, これを用いて (3) から, 任意の $P(0\leq p<1)$ について

$P_{p}\{a(X)\leq \mathrm{Y}\leq b(X)\}=$. $1-\alpha$

となる $Y$ の予測区間 $[a(X), b(X)]$ を漸近的に得る. ただし,

とする. また, $Y$ の予測区間を得るための曲線 ( $\mathrm{Y}$ の予測曲線) $Y=a(X),$ $Y=b(X)$ を

図 2, 3において示す.
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図 2: $m=n=25$ のときの $Y$ の予測曲線 $Y=a(X),$ $Y=b(x)$

信頼係数 99%; ——– 信頼係数 95%; 信頼係数 90%

図 3: $m=30,$ $n=50$ のときの $Y$ の予測曲線 $Y=a(X),$ $Y=b(X)$

信頼係数 99%; ——– 信頼係数 95%; 信頼係数 90%
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3.2. ポアソン分布の場合

観測されるデータを確率変数 $X$ , 未観測の確率変数を $\mathrm{Y}$ とし, $X$ と $Y$ は互いに独立に,

$X$ はポアソン分布 $Po(m\lambda),$ $\mathrm{Y}$ はポアソン分布 $Po(n\lambda)$ に従うとする. ただし, $m,$ $n$ は自

然数で既知, $\lambda$ は正で未知とする. このとき, $X$ に基づいて $Y$ の区間予測を行なう. まず,

$X,Y$ の同時確率関数は

$f_{X,Y}(x, y; \lambda)=\frac{e^{-(m+n)\lambda y}m^{x}n\lambda^{x}+v}{x!y!}$

$(x=0,1,2, \ldots ; y=0,1,2, \ldots ; m, n=1,2, \ldots ; \lambda>0)$

となるから, 統計量 $T:=X+Y$ は $\lambda$ に対する十分統計量であり, $T$ の分布は $Po((m+n)\lambda)$

に従う. このとき, $T=t$ を与えたときの $Y$ の条件付分布は 2項分布 $B(t, n/(m+n))$ に

従い, これは $\lambda$ に無関係になる. このことは, 十分統計量 $T$ に基づく $Y$ の予測区間が未

知の母数 $\lambda$ に無関係に構成することができることを意味している. また, $T=t$ を与えた

ときの $\mathrm{Y}$ の条件付平均 $\mu_{t}$ , 条件付分散 $\sigma_{t}^{2}$ , 条件付 3次 $*\iota$ムラント $\kappa_{3,t}$ は次のように

なる.

$\mu_{t}$ $:=$ $E[Y|T=t]= \frac{tn}{m+n}$ ,

$\sigma_{t}^{2}$ $:=$ $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}(Y|T=t)=\frac{tmn}{(m+n)^{2}}$ ,
,.

$\kappa_{3,t}$ $:=$ $\kappa_{3}(Y|T=t)=\frac{tmn(m-n)}{(m+n)^{3}}$ .

そこで, $m,$ $n$ が十分大きいとき, (3) と同様に

$P\{t-y_{\alpha/2}(t)\leq Y\leq y_{\alpha/2}(t)|T=t\}=1-\alpha$ (7)

が成り立つような 2項分布 $B(t, n/(m+n))$ の上側 100(\alpha /2)% 点 $y_{\alpha/}2(t)$ を漸近的に求め

る. あとは前節の場合と同様にして, Cornish-Fisher展開によって

$\frac{y_{\alpha/2}(t)-\mu t}{\sigma_{t}}=u_{\alpha/2}+\frac{\kappa_{3,t}}{6\sigma_{t}^{3}}u^{2}\alpha/2+\cdots$

より

$y_{\alpha/}2(t)$

.

$=$ $\mu_{t}+\sigma_{t}u_{\alpha/2}+\frac{\kappa_{3,t}}{6\sigma_{t}^{2}}u_{\alpha}^{2}/2+\cdots$

$=$ $\frac{nt}{m+n}+u_{\alpha/2}\sqrt{\frac{mnt}{(m+n)^{2}}}+\frac{m-n}{6(m+n)}u_{\alpha/2}^{2}+\cdots$ (8)
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になる. ただし, $u_{\alpha/2}$ は正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ の上側 100(\alpha /2)%点とする. よって, (8) にお
レ |て, $y=y\alpha/2(t)$ . とおき, $a:=n/(m+n),$ $b:=mn/(m.+n)^{2},$ $c:=(m-n)/\{6(m+n)\}$ ,
$u=u_{\alpha/2}$ とし, $t=x+y$ に注意すれば, (8) から

$y.=$. $a(x+y)+u\sqrt{b(x+y)}+Cu2^{\cdot}$ (9)

を得る. そこで, (9) の弱々を 2乗すると

$\{y-a(_{X+y)}-Cu^{2}\}^{2}.=$. $b(_{X+}y)u2$

となり,

$(1-a)22y$ $+$ 2 $\{(a^{2}-a)x+aCu^{2}-Cu2-\frac{1}{2}bu^{2\}y}$

$+$ $a^{2}x^{2}+2(acu^{2}- \frac{1}{2}bu^{2})x+c24=u0$ (10)

となる. ここで, $A:=(1-a)^{2},$ $B_{:=a-}a^{2},$ $C:=a^{2},$ $D:=-\{acu^{2}-Cu^{2}-(bu^{2}/2)\}$ ,
$E:=acu^{2}-(bu^{2}/2),$ $F:=c^{2}u^{4}$ とおくと, (10) より

$Ay^{2}-2(B_{X}+D)y+Cx^{2}+2Ex+F=0$

になり, これを $y$ について解くと

になる. 従って, これを用いて (7) から, 任意の $\lambda>0$ について

$P_{\lambda}\{a(x)\leq \mathrm{Y}\leq b(X)\}.=$. $1-\alpha$

となる $Y$ の予測区間 $[a(X), b(X)]$ を漸近的に得る. ただし,

$a(X)= \frac{1}{A}\{Bx+D-\sqrt{(Bx+D)2-A(Cx^{2}+2Ex+F)}\}$ ,

$b(X)= \frac{1}{A}\{Bx+D+\sqrt{(B_{X}+D)2-A(cX+22Ex+F)}\}$

とする. また, $Y$ の予測曲線 $\mathrm{Y}=a(X),$ $Y=b(X)$ を図 4, 5において示す.
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図 4: $m=n=25$ のときの $\mathrm{Y}$ の予測曲線 $\mathrm{Y}=a(X),$ $Y=b(X)$

信頼係数 99%; ——– 信頼係数 95%; 信頼係数 90%

図 5: $m=30,$ $n=50$ のときの $Y$ の予測曲線 $Y=a(X),$ $\mathrm{Y}=b(X)$

信頼係数 99%; ——– 信頼係数 95%; 信頼係勲 O%
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3.3. ランダム予測関数

前節重でに論じた予測区間は非ランダム予測区間であるが, 信頼係数 $1-\alpha$ を達成する
予測区間を考えるためにはランダム予測区間を導入する必要がある $([\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}75])$ .
前出の母数 $\theta$ をもつ離散指数型分布族についての区間予測において, 任意の $\theta$ について

$P_{\theta}\{a(\mathrm{x})\leq \mathrm{Y}\leq b(\mathrm{X})\}\geq 1-\alpha$ (11)

となる $a(\cdot)$ , $b(\cdot)$ を求める方法について述べ, 区間 $[a(\mathrm{X}), b(\mathrm{X})]$ を $Y$ の信頼係数 $1-\alpha$

の予測区間といった. そこで, 非ランダム予測関数 $\phi$ を

$\phi(x, y)=\{$
. 1 $(a(x, y)\leq y\leq b(_{X,y}))$ ,

$0$ $(y<a(x, y),$ $y>b(x, y))$

によって定義すると, (11) から, 任意の $\theta$ について

$E_{\theta}[\phi(\mathrm{X}, Y)]\geq 1-\alpha$ (12)

になる.

次に, 一般に, 任意の $x,$ $y$ について $0\leq\phi(x, y)\leq 1$ で, 任意の $\theta$ について (12) を満た
す $\phi$ を信頼係数 $1-\alpha$ の $\mathrm{Y}$ のランダム予測関数という. そこで, $\phi$ をランダム予測関数と
し, 任意に $x$ を固定するとき, $y^{*}(x)$ が存在して, $0\leq y\leq y^{*}(x)$ において $\phi(x, y)$ は $y$ に
関して単調増加であり, $y^{*}(x)\leq y$ において $\phi(x, y)$ は $y$ に関して単調減少であるとする.
このとき, 任意に $x$ を固定するとき, 任意の $u(0\leq u\leq 1)$ について, 集合 $\{y|\phi(X, y)\geq u\}$

は区間 $[c(X, u), d(X, u)]$ になる. 従って, $U$ を区間 $[0,1]$ 上の–様分布に従う確率変数とす
れば, 任意の $\theta$ について

$P_{\theta}\{c(\mathrm{X}, U)\leq \mathrm{Y}\leq d(\mathrm{X}, U)\}=E_{\theta[\emptyset}(\mathrm{x}, \mathrm{Y})]$

になり,

$E_{\theta}[\phi(\mathrm{X}^{\wedge}, Y)]\equiv 1-\alpha$ (13)

となる $\phi$ をとれば, 信頼係数 $1-\alpha$ の相似なランダム予測関数を得て, そこから X に基
づいて

$\{\mathrm{Y}|\phi(\mathrm{x}, Y)\geq U\}=[C(\mathrm{x}, U), d(\mathrm{x}, U)]$

というランダム予測区間を得る. なお, 母数 $\theta$ をもつ離散指数型分布族の場合には $\theta$ に対
する完備十分統計白 $T$ が存在するから, (13) であるための必要十分条件は
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$E[\phi(\mathrm{X}, Y)|\tau \mathrm{i}=1-\alpha$ (14)

になる.

そこで, 具体的な場合として第 21節の 2項分布の場合を考える. 観測されるデータを
確率変数 $X$ , 未観測確率変数を $Y$ とし, $X$ と $Y$ はたがいに独立に $X$ は 2項分布 $B(m,p)$ ,

$Y$は 2項分布 $B(n,p)$ に従うとする. ただし $m,$ $n$ は自然数で既知とし, $P$ は $0<p<1$ で未
知とする. このとき統計量 $T:=X+Y$ は $P$ に対する十分統計量であり, $T$ は $B(m+n,p)$

に従う. いま, 各 $t=0,1,$ $\cdots,$ $m+n$ に対して, 整数 $y_{0}(t),$ $y_{1}(t)(0\leq.y_{0}(t)\leq y_{1}(t)\leq n)$

と $0\leq\gamma_{0}(t)<1,0<\gamma_{1}(t)\leq 1$ となる $\gamma_{0}(t),$ $\gamma_{1}(t)$ を適当に定めて

$\phi_{t}(y)=$
となるランダム予測関数 $\phi_{t}(y)$ をつくり, (14) の条件を満たすようにする. しかし, この

ランダム予測関数 \mbox{\boldmath $\phi$}t(ののつくり方は--意的ではない. ここでは

$P \{Y<y\mathrm{o}(t)|\tau=t\}+(1-\gamma_{0}(t))P\{Y=y_{0}(t)|T=t\}=\frac{\alpha}{2}$ ,

$P \{Y>y_{1}(t)|T=t\}+(1-\gamma_{1}(t))P\{Y=y_{1}(t)|T=t\}=\frac{\alpha}{2}$

となるように $y_{0}(t),$ $y_{1}(t),$ $\gamma_{0}(t),$ $\gamma_{1}(t)$ を定めることにする.

実際, $m=n=20$ の場合に $\alpha=0.05,$ $\mathrm{o}.10$ とする. この場合, $T=t$ を与えたときの $Y$

の条件付確率関数は $m$ と $n,$ $x$ と $20-X,$ $y$ と $20-y$ に関して対称になるから, $0\leq t\leq 20$

の範囲について考えれば十分である. このとき, $\gamma_{0}(t)\equiv\gamma_{1}(t)$ であり, $y_{0}(t),$ $y_{1}(t),$ $\gamma_{0}(t)$

の値は表 1, 2のようになる. そして, 実際に表 1, 2から得られるランダム予測関数から,

区間 $[0,1]$ 上の–様乱数 $U$ を用いて, $X$ に基づくランダム予測区間

$\{\mathrm{Y}|\phi_{XY}+(Y)\geq U\}=[c(X, U), d(x, U)]$

を得ることができる.
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表 1: $\alpha=0.05$ の場合のランダム予測関数 $\phi_{t}(y)$ の $y_{0}(t),$ $y_{1}(t),$ $\gamma_{0}(t)$ の値

図 6: ランダム予測関数 $\phi_{t}$ に基づく $Y$ の 95% ランダム予測区間を表示する点と
95% 非ランダム予測曲線
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表 2: $\alpha=0.10$ の場合のランダム予測関数 $\phi_{t}(y)$ の $y_{0}(t),$ $y_{1}(t),$ $\gamma_{0}(t)$ の値

図 7: ランダム予測関数 $\phi_{t}$ に基づく $Y$ の 90% ランダム予測区間を表示する点と
90% 非ランダム予測曲線
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4. 区間予測の応用

まず, プロ野球で, あるチームが $m$試合消化した段階で $X$ 啓しているとき, 残り $n$試
合での勝数 $Y$ を区間予測する問題を 2項分布の場合に適用する. また, プロ野球である
選手がある時点でそれまでに打ったホームラン数 $X$ に基づいて残り試合におけるホーム
ラン数 $\mathrm{Y}$ を区間予測する問題をポアソン分布の場合に適用する.

例 1 (日本のプ $\square \text{野球チームの勝数の予測}$). 日本のプロ野球もいよいよ大詰
めを迎えた (1998年 9月 10日) 現在, $*\cdot$ リーグにおいて巨人は 3位であるが 6連勝し
た. 果たしてミラクルは起こるのか? そこで, 横浜, 中日も含めて残り試合での勝数の
区間予測を行なう. 各チームが $m$試合消化した段階で $X$勝しているとき, 残り $n$試合で
の勝数 $Y$ を各チームについて区間予測を 2項分布の場合の方法で行なうと, $Y$ の信頼係
数 100(1–\alpha )% の予測区間と予測曲線を得る (表 3\sim 4, 図 8\sim 13参照).

表 3: 1998 $\mathrm{F}9$月 10日現在の 3 チームの成績

このとき, 残り試合での勝数の信頼係数 100(1–\alpha )% の予測区間は次のようになる.

表 4: 残り試合での各チームの噸数の予測区間

上記のことから, 第 3.1節の 2項分布の場合の区間予測の方法は妥当に思われる.
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図 8: 横浜の勝数 $Y$ の予測曲線
信頼係数 99%; 信頼係数 95%; $—–$ 信頼係数 90%

信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 70%; 信頼係数 60%
– $–$ -信頼係数 50%

図 9: 中日の勝数 $Y$ の予測曲線
信頼係数 99%; 信頼係数 95%; — $–$ - 信頼係数 90%

信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 70%; 信頼係数 60%
– $—$ 信頼係数 50%
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図 10: 巨人の勝数 $\mathrm{Y}$ の予測曲線
信頼係数 99%; 信頼係数 95% $–$ —- $-$ 信頼係数 9O%

信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 7O%; 信頼係数 6O%
– $—$ 信頼係数 5O%

図 11: ランダム予測関数に基づく横浜の勝数 $Y$ の 95% ランダム予測区間を
表示する点と 95% 非ランダム予測曲線
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図 12: ランダム予測関数に基づく中日の勝数 $\mathrm{Y}$ の 95% ランダム予測区間を

表示する点と 95% 非ランダム予測曲線

図 13: ランダム予測関数に基づく巨人の勝数 $\mathrm{Y}$ の 95% ランダム予測区間を

表示する点と 95% 非ランダム予測曲線
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また, 前半が終了した 1998年 7月 21日現在の\not\subset . )$|-ff^{\backslash }$の上位 3 チームの結果は次の
表のようであった.

表 5: 1998年 7月 21日現在の 3 チームの成績

このとき, 各チームの後半での勝数の信頼係数 100(1–\alpha )% の予測区間は次のようにな
る.

表 6: 後半戦における 3 チームの勝数の予測区間

また, 3 チームの後半での勝数の予測曲線も得る (図 14\sim 16参照). 上記のことから, 第
3.1節の 2項分布の場合の区間予測の方法は妥当に思われる.
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図 14: 横浜の勝数 $\mathrm{Y}$ の予測曲線
信頼係数 99%; 信頼係数 95%; — $–$ - 信頼係数 90%

信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 70%; 信頼係数 60%
– $–$ $-$ 信頼係数 50%

図 15: 中日の勝数 $Y$ の予測曲線
信頼係数 99%; 信頼係数 95%; $-$ – $—$ 信頼係数 90%

信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 70%; 信頼係数 60%
– $—$ 信頼係数 50%
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図 16: 巨人の勝数 $Y$ の予測曲線
信頼係数 99%; 信頼係数 95%; ——– 信頼係数 90%
信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 7O%; 信頼係数 6O%

– $—$ 信頼係数 50%

例 2(米国の大リーグ選手のホームラン数の予測). 米国の大リーグの上記の
両選手は, 1998年 9月 8日現在, 144試合消化した時点でマグワイア選手は 61本, ノ ‘ $-$

サ選手は 58本のホームランを打っている. 一般に, その時点での各選手のホームラン数
を $X$ とする. 残り試合は両選手とも 19試合である. このとき残り試合でのホームラン数
$Y$ の区間予測をポアソン分布の場合の方法で行なうと, その信頼係数 100(1-\alpha )% の予測

区間と予測曲線を得る (表 7, 図 17\sim 18参照).

実際に残り 19試合で
打ったホームラン数 98

表 7: マグワイア, ソーサ両選手の残り 19試合でのホームラン数の予測区間

上記のことから, 第 32節のポアソン分布の場合の区間予測の方法は妥当に思われる.

63



図 17: マグワイア, ソーサのホームラン数 $Y$ の予測曲線

信頼係数 99%; 信頼係数 95%; ——– 信頼係数 90%

信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 70%; 信頼係数 60%
– $–$ - 信頼係数 50%

図 18: ランダム予測関数に基づく両選手のホームラン数 $Y$ の 95% ランダム予測区間を

表示する点と 95% 非ランダム予測曲線
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また, マグワイア選手が 116試合消化した時点で 46本のホームランを打ち, 残り試合
数は 47であり, ソーサ選手は 118試合消化した時点で 44本のホームランを打ち, 残り試
合数は 45であった. このとき残り試合でのホームラン数の信頼係数 100(1–\alpha )% の予測
区間と予測曲線を得る (表 8, 図 19\sim 22参照).

表 8: マグワイ乙 ソーサ両選手の残り試合におけるホームラン数の予測区間

上記のことから, 第 32節のポアソン分布の場合の区間予測の方法は妥当に思われる.

図 19: マグワイアのホームラン数 $\mathrm{Y}$ の予測曲線

信頼係数 99%; 信頼係数 95%; $—–$ 信頼係数 90%
信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 7O%; 信頼係数 60%

– $—$ 信頼係数 5O%
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図 20: ソーサのホームラン数 $Y$ の予測曲線

信頼係数 99%; 信頼係数 95%; $–$ —- $-$ 信頼係数 90%

信頼係数 80%; $——–$ 信頼係数 70%; 信頼係数 60%
– $—$ 信頼係数 50%

V

図 21: ランダム予測関数に基づくマグワイアのホームラン数 $\mathrm{Y}$ の

95% ランダム予測区間を表示する点と 95%非ランダム予測曲線
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図 22: ランダム予測関数に基づくソーサのホームラン数 $Y$ の 95% ランダム予測区間を
表示する点と 95% 非ランダム予測曲線

5. おわりに

本論において, 離散指数型分布族における未観測確率変数の区間予測法を十分統計量を
通して論じた. 具体的には 2項分布とポアソン分布の場合には十分統計量を与えたとき
の未観測確率変数の条件付分布はそれぞれ超幾何分布, 2項分布になることを利用して,
予測区間を漸近的に構成できることを示した. またそれぞれの場合に, 現実の問題への応
用として, 1998年の日本のプロ野球の 3 チームの残り試合での回数の区間予測, 米国の
大リーグのホームラン新記録を作ったマグワイア, ソーサ両選手の残り試合でのホームラ
ン数の区間予測について数値的に検討した. その結果, 本論の区間予測が妥当なものであ
ることが確かめられた. さらに, この区間予測法は現実の他の問題へも適用可能であると
考えられる.
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