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1 はじめに

表題にある通り, 今回報告させて頂いた話は,元来 Atkin によるものです。しかし, Atkin
による (そのあとの金子-Zagier も同様)話は, $SL_{2}(\mathbb{Z})$ 固有の情報が多く使われ, その他の合
同部分群にすぐに拡張できるわけではありませんでした. 今回は特に合同部分群の中でも,
楕円曲線との関係から重要な $\Gamma_{0}(N)$ 型への拡張を試みましたが, このような真に $SL_{2}(\mathbb{Z})$

の部分となっている群以外へも拡張の試みが,特に九州大学の小池正夫先生によってなさ
れています.(そこでは私の場合と異なり, 主に超幾何級数が使われます)

2 Atkin 内積
$\mathcal{H}$ を複素上半平面とし,M $:=\mathbb{C}[j]$ , 但し月は楕円モジュラー関数,

$j( \tau)=\frac{1}{q}+744+196884q+21493760_{q^{2}}+$ 864299970$q^{3}+.$ . . , $q=e^{2\pi i\tau}$

とし, この $j$ を通すことで, $\mathcal{M}$ を $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の weight $0$ の保型関数で, 上半平面 $\mathcal{H}$ 上正則,
cusp では極を許すもの全体と同–視する. これにより, $\mathbb{C}[j]$ には Hecke 作用素 $\{T_{n}\}$ が働

$\langle$ . Atkin は 1980年代に $\mathcal{M}$ に対して以下のことを示した.

定理 2.1 (Atkin) (i) $\mathbb{C}[i]$ 上の非退化な内積 $( , )$ で (月 Tn’ $g$) $–(f,g|\tau_{n})$ が全ての
$f,$ $g\in \mathbb{C}[j],$ $n\geq 0$ について成り立つものが本質的に–意に存在する.
(ii) この内積に関する直交多項式系を $\{A_{n}(j)\}n\geq 0,$ $An(j)$ は $n$ 次モニック, とする. $A_{n}(j)\in$

$\mathbb{Q}[j]$ であり, 更に $P$ を素数, $n_{p}=\deg ss(Pi)$ とするとき,

$A_{n_{\mathrm{p}}}(j)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p=SS_{p}(j)$

が成り立つ. ここで, $ss_{p}$ は標数 $p$ の超特異楕円曲線の $j$ 不変量を根にもつ多項式で以下
のように定義される.

$ss_{p}(j):=$ $\prod$ $(j-j(E))$ $\in \mathrm{F}_{p}[j]$ .
$E/\overline{\mathrm{F}}_{p},supersingu\iota_{ar}$
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図 1: $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の基本領域と $\Omega_{y}$

この内積はその性質から重み正の保型形式の空間の上に定義されている Petersson 内積
の類似物と考えられるが, 実際に以下の事実が成立する.

定理 22(Borcherds) $( , )$ で Atkin 内積を表すことにする。このとき,

$(f, g)= \frac{1}{vol(sL2(\mathbb{Z})\backslash \mathcal{H})}\lim_{arrow y\infty}I\Omega f\cdot g\frac{dxdy}{y^{2}}y$

ここで, $\Omega_{y}$ は実軸と実軸に平行な直線 $S^{\infty}(\mathcal{T})=y,$ $(y>>1)$ に挟まれた領域と $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の

標準的な基本領域との共通部分を表す. (図 1を参照)

この内積を他の合同部分群, 今回は特に $\Gamma_{0}(N)$ なる群へ拡張することを考える.

$\Gamma_{0}(N):=\{\in SL_{2}(\mathbb{Z})|C\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}N)\}$

Atkin 内積には同値な幾つかの定義があるが, この内の 1つに次がある.

$(f, g)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ term of $f\cdot gE_{2}$ as Laurent series in $q=e^{2\pi i\tau}$ .

ここで, $E_{2}$ は $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の重み 2の Eisenstein series であり, 以下ので与えられる.

$E_{2}( \tau)=1-24\sum_{m=1}\infty(\sum d)qd|mm$ .

この定義を基に $\Gamma_{0}(N)$ なる合同部分群について Atkin 内積を拡張し, 今までに述べた
2つの定理が同様に成立することを確かめることが出来る.すなわち
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定義 23 $\mathcal{M}^{(N)}$ を $\mathcal{H}$ で正則な $\Gamma_{0}(N)$ .の判型関数で, 無限遠点以外の任意の cusP で正
則, 無限遠点では極を許すもの全体から成る集合とする. $f,$ $g\in\backslash \mathcal{M}^{(N)}$ に対して内積
$( , )_{(N)}$ を,

$(f , g)_{(N)}=constant$ term of $f\cdot gE_{2}^{(N)}$ as Laurent series in $q$

で定義する。ここで, $E_{2}^{(N)}$ は Fo $(N)$ の無限遠点に関する重み 2の醜 senstein series で
ある.

注意 $k\geq 3$ に対して $\Gamma_{0}(N)$ の無限遠点に関する重み $k$ の Eisenstein series は,

$E_{k}^{(N)}(_{T)}:= \frac{1}{2}c,d\in z_{1}\sum_{(\mathrm{c}N,d)=}\frac{1}{(cN\tau+d)k}$

で定義される. 上記 $E_{2}^{(N)}$ は $E_{k}^{(N)}$ を Fourier 展開したものを形式的に $k=2$ とした級数
によって定義される。これは少々長いが, 以下のような級数になる。

$E_{2}^{(N)}( \mathcal{T})=\prod_{|pN}\frac{p^{2}}{p^{2}-1}$

川 N

$\frac{\mu(e)}{e^{2}}(1-24\sum_{m=0}\infty(\sum_{d|N}d)q^{\frac{N}{e}m})$ .

ここで, $P$ は素数を表し, $\mu$ は M\"obius 関数のことである.

定理 2.4 $\{\tau_{n}^{(N)}\}$ を $\Gamma_{0}(N)$ に関する Hecke 作用素とし, $n$ と $N$ は互いに素な正の整数で
あるとする. このとき, 全ての $f,$ $g\in \mathcal{M}^{(N)}$ について,

$(f|T_{n}^{(N}),$ $g)_{(N)}=(f,g|T^{(}nN))_{(N})$

が成立する.

定理 25定理 2.2と同様, 以下の関係が Poincare 計量との問に成立する.

$(f, g)= \frac{1}{vol(\Gamma_{\mathrm{o}(N)}\backslash \mathcal{H})}\lim_{arrow\Omega F}\oint\Omega gf\cdot\frac{dxdy}{y^{2}}$

ここで f $F$ は $\Gamma_{0}(N)\backslash \mathcal{H}$ の虚軸について対象な基本領域で, $\Omega$ は無限遠点に付いては実
軸と平行な直線で, その他の cusp では cusp に中心を持つ十分小さい円で基本領域を切
り取った領域を表す.(図 2参照) また,極限は実軸と平行な直線を無限遠に, 無限遠以外の
cusp 中心の小円の半径を $0$ に近づけることを意味する.

これら 2つの定理の証明の為に, 無限遠点に関する重み 2の Eisenstein series の $\Gamma_{0}(N)$

に関する変換公式を用いた.色々な文献をあたっても直接この公式を載せているものを見
つけることが出来なかったので,参考までに以下に書いておく.

$E_{2}^{(N)}( \frac{a\tau+b}{c\tau+d})=(c\tau+d)2E_{2}(N)(\tau)+\frac{6c(_{C\mathcal{T}}+d)}{\pi i[SL_{2}(Z)\cdot \mathrm{r}_{0}(N)]}.$
’ $\in\Gamma_{0}(N)$ .

証明は基本的に, いわゆる Hecke trick を用いるものだが, 特定の合同部分群に関しては
$SL_{2}(\mathbb{Z})$ と同様な簡単な証明法があるので, 後でそれを紹介する。
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図 2: $\Gamma_{0}(N)$ の基本領域と $\Omega$

3 Atkin の直交多項式系
ここからは特に合同部分群として $SL_{2}(\mathbb{Z}),$ $\mathrm{r}_{0}(2),$ $\Gamma_{0}(3),$ $\Gamma 0(4)$ に話を限る. これらの群は

$SL_{2}(Z)$ の合同部分群の中でも特に数論的三角群と呼ばれ, 更に $\Gamma_{0}(N)$ 型の群で数論的三
角群になっているものはこれで尽くされている. $\Gamma=sL_{2}(\mathbb{Z}),$ $\mathrm{r}_{0}(2),$ $\Gamma_{0}(3),$ $\Gamma \mathrm{o}(4)$ と置いた
とき, $\Gamma\backslash \mathcal{H}$ をコンパクト化したり $-$マン面の種数は $0$ であり, これはすなわち $\Gamma$ に関す
る重み $0$ の保型関数 $j$ で $\mathcal{M}^{(N)}=\mathbb{C}[j]$ となるものが存在することを示している. $SL_{2}(\mathbb{Z})$

のときは、いわゆる楕円モジュラー関数 $j=j(\mathcal{T})$ であることは既に述べた通りである. こ
れは, $\mathcal{M}^{(N)}$ が $j$ の多項式環であることを意味しており, Atkin 内積はこの多項式環上の
内積である. このことから $\mathcal{M}^{(N)}$ の中に Atkin 内積に関する直交多項式の系列を考える事
が可能である. この直交多項式の系列を $\{A_{n}^{(N)}(j)\}_{n}\geq 0$ と置き $\Gamma_{0}(N)$ に関する Atkin の直
交多項式系と呼ぶことにする. この多項式系は特に $SL_{2}(\mathbb{Z})$ のとき, 超幾何級数や楕円曲
線の超特異多項式と結び付き,様々な興味深い性質を持つのであるが, $SL_{2}(\mathbb{Z})$ と同種の合
同部分群である $\mathrm{r}_{0}(2),$ $\mathrm{r}_{0}(3),$ $\mathrm{r}_{0}(4)$ についても同様のことが成り立たないか考えることが
この section の目的である. 特に今回は超幾何級数との関係について述べる.
まず, $\Gamma_{0}(2),$ $\mathrm{r}0(3),$ $\Gamma 0(4)$ での $i$ を具体的に書き下す. これらは定数項の違いはあるが,

Thompson 級数と呼ばれるものなので, そこで使われる記号を用いる. しかしながら, この
定数項の違いは無視できないものであることを注意しておく. また, この section の定理
の中の $SL_{2}(Z)$ に関する部分は全て金子-Zagier の論文 [6] による.
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. $SL_{2}(\mathbb{Z})$ $j=j( \tau)=\frac{1}{q}+744+196884q+21493760q^{2}+86429997\mathrm{o}q3\ldots$,

. $\Gamma_{0}(2)$ $j= \tau_{2B}(\mathcal{T})=\frac{E_{4}^{(2)}(_{\mathcal{T})}}{t_{2}(\tau)}+64=\frac{1}{q}+40+276q++2048q^{2}+11202q^{3}+\ldots$ ,

. $\Gamma_{0}(3)$ $j=T_{3B}( \tau)=\frac{(\eta(\tau)\eta(3\tau))^{6}}{t_{3}(\tau)}+27=\frac{1}{q}+15+54q-76q-2243q^{3}+\ldots$,

. $\Gamma_{0}(4)$ $j=T_{4C()} \tau=\frac{\Theta(\tau)^{4}}{t_{4}(\tau)}=\frac{1}{q}+8+2\mathrm{o}q-62q^{3}+216q^{5}-641q^{7}+1636q^{\mathfrak{g}}+\ldots$ .

ここで, $t_{2},$ $t_{3},$ $t_{4},$ $\Theta,$
$\eta$ はそれぞれ以下で表される関数である.

$\Theta(\tau)=\sum_{n\in z}qn^{2}$
, $\eta(\tau)=q^{\frac{1}{24}}\prod_{n=1}^{\infty}(1-q^{n})$ (Dedekind y7 function),

$t_{2}( \tau)=\frac{\eta(2_{T})16}{\eta(\tau)^{8}}$ , $t_{3}( \mathcal{T})=\frac{\eta(3_{\mathcal{T}})18}{\eta(\tau)^{6}}$ , $t_{4}( \mathcal{T})=\frac{\eta(4\tau)^{8}}{\eta(2\tau)^{4}}$

.

注意 上で定義した $t_{2},$ $t_{3},$ $t_{4}$ という関数は $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の場合の $\triangle=\eta(\tau)^{2}4$ と以下の点で類
似した関数である.

i) 無限遠点のみに零点を持つ.

ii) 対数微分により重み 2の Eisenstein series となる.

実際に次のようになっている.

$\frac{1}{2\pi i}\frac{t_{2}’(_{\mathcal{T})}}{t_{2}(\tau)}=E_{2}^{()}(_{\mathcal{T})}2,$ $\frac{1}{4\pi i}\frac{t_{3}’(_{\mathcal{T})}}{t_{3}(\tau)}=E_{2}^{()}(_{\mathcal{T})}3,$ $\frac{1}{2\pi i}\frac{t_{4}’(_{\mathcal{T})}}{t_{4}(\tau)}=E_{2}^{()}(_{\mathcal{T})}4$ .

もちろんこの事実から $E_{2}^{(N)},$ $N=2,3,4$ の変換公式を出すことも可能である.

次に超幾何級数と Atkin の直交多項式との関係を述べる. $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の場合にこれを始め
て行ったのは Atkin で,彼はこの事実を経由して直交多項式系が標数正の楕円曲線に対し
て定義される超特異多項式 $(\mathit{8}S_{\mathrm{P}})$ と結び付くことを示した. 更に,金子-Zagier はこの超幾何
と結び付く部分を改良し, 直交多項式系がある 3項漸化式を持つことを示し, さらには, 直
交多項式の explicit な表示を与えた. $\Gamma_{0}(2),$ $\Gamma_{0}(3),$ $\Gamma_{0}(4)$ の場合も全く同様の事が言える.

定理 3.1 $F$ を超幾何級数すなわち,

$F(a, b, c;x)= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{(a)_{n}(b)_{n}}{(1)_{n}(C)_{n}}xn$
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として,

$\frac{F(\frac{5}{4},\frac{3}{4},1\cdot 64X)}{F(\frac{1}{4},\frac{3}{4},1,64X)},.=$ $1a_{1^{X}}$

1-
$1-\underline{a_{2}x}$

$1-\underline{a_{3^{X}}}$

(1)

のように連分数展開を行う. この連分数展開の $n$ 次近似を

1
$f_{n}(x)=$

$a_{1}x$

1-
$a_{2^{X}}$

1-

$1-a_{2n-}1^{X}$

と置くと, $f_{n}(x)= \frac{h_{n}(x)}{g_{n}(x)},$ $g_{n},$ $h_{n}$ は $g_{n}(0)=h_{n}(0)=1,$ $\deg gn=n,$ $\deg hn=n-1$ と書け

る. このとき,
$A_{n}^{(2)}( \tau_{2B})=T_{2B}^{n}\cdot g_{n}(\frac{1}{T_{2B}})$

が成立する. なお, $SL_{2}(Z),$ $\Gamma_{0}(3),$ $\mathrm{r}_{0}(4)$ の場合は式 (1) をそれぞれ,

$\frac{F(\frac{5}{12},\frac{13}{12},1;1728X)}{F(\frac{5}{12},\frac{1}{12},1,1728_{X})}.$ ,

$\frac{F(\frac{4}{3},\frac{2}{3},1;27_{X})}{F(\frac{1}{3},\frac{2}{3},1;27X)}$ ,

$\frac{F(\frac{3}{2},\frac{1}{2},1\cdot 16X)}{F(\frac{1}{2},\frac{1}{2},1;16X)}$

,

に置き換えれば良い.

この事実と直交多項式の古典的な事実を用いることで容易に次の 3項漸化式を示せる.
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系 1 $\{A_{n}^{(N)}.\},$ $N=1,2,3,4$ はそれぞれ以下の漸化式を満たす.

. $SL_{2}(\mathbb{Z})$ $A_{0}^{(1)}(j)=1$ , $A_{1}^{(1)}(j)=j-720$ ,

$\mathrm{A}_{n+1}^{(1)}(j)=(j-24\frac{144n^{2}-29}{(2n+1)(2n-1)})A(n(1)j)$

$-36 \frac{(12n-13)(12n-7)(12n-5)(12n+1)}{n(n-1)(2n-1)2}A_{n-1}^{()}1(j)$.

. $\Gamma_{0}(2)$ $A_{0}^{(2)}(T_{2B})=1$ , $A_{1}^{(2)}(T2B)=T2B-48$ ,

$A_{n+1}^{()}2(T_{2B})=(T_{2B}-8 \frac{16n^{2}-7}{(2n+1)(2n-1)})A_{n}^{(}2)(\tau 2B)$

$-4 \frac{(16n^{2}-1)(4n-3)(4n-5)}{n(n-1)(2n-1)^{2}}A_{n-1}^{()}(2\tau 2B)$ .

. $\Gamma_{0}(3)$ $A_{0}^{(3})(T_{3B})=1$ , $A_{1}^{(3)}(T3B)=T_{3B}-18$ ,

$A_{n+1}^{()}3(T_{3B})=(T_{3B}-3 \frac{18n^{2}-7}{(2n+1)(2n-1)})A(n3)(\tau_{3B})$

$- \frac{9(9n^{2}-1)(3n-2)(3n-4)}{4n(n-1)(2n-1)2}A_{n-1}(3)(T_{3B})$ ,

. $\Gamma_{0}(4)$ $A_{0}^{(4)}(T_{4}C)=1$ , $A_{1}^{(4)}(T_{4}C)=T_{4c}-8$ ,

$A_{n+1}^{()}4( \tau 4c)=(T_{4C}-8)A_{n}^{()}4(T_{4c})-4\frac{(2n+1)(2n-3)}{n(n-1)}A(4)(n-14c)\tau$ .

更に, expricit formula は以下のようになる.

系 2 モニックな多項式 $U_{n}^{(N)}$ , $N=1,2,3,4$ を以下で定義する.

$j^{n}F( \frac{1}{12},$ $\frac{5}{12},1$ ; $\frac{1728}{j})$ $=U_{n}^{(1)}(j)+o( \frac{1}{j})$ ,

$T_{2B}^{n}F( \frac{1}{4},$ $\frac{3}{4},1$ ; $\frac{64}{T_{2B}})$ $=U_{n}^{(2)}(j)+O( \frac{1}{T_{2B}})$ ,

$T_{3B}^{n}F( \frac{1}{3},$ $\frac{2}{3},1$ ; $\frac{27}{T_{3B}})$
$=U_{n}^{(3}$ ) $(j)+O( \frac{1}{T_{3B}})$ ,

$\tau_{4c}^{n}F(\frac{1}{2},$ $\frac{1}{2},1;,$ $\frac{16}{T_{4C}})$ $=U_{n}^{(4)}(j)+o( \frac{1}{T_{4C}})\backslash$ .

このとき, $n\geq 0$ について,

$A_{n}^{(1)}(j)$ $= \sum_{m=0}^{\infty}(-12)s_{m(\begin{array}{ll}n+ 1m \end{array})}(_{m}^{n-\frac{7}{12}})U_{n-m}^{(}(1)j)$,
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$A_{n}^{(2)}(\tau_{2B})$ $= \sum_{m=0}^{\infty}(-64)^{m}U_{n-}^{(}2)m(T_{2}B)$ ,

$A_{n}^{(3)}(\tau_{3B})$ $= \sum_{m=0}^{\infty}(-27)^{m}U_{n-m}(3)(T_{3}B)$ ,

$A_{n}^{(4)}(T4c)$ $= \sum_{m=0}^{\infty}(-16)^{m}U_{n-}^{(4)}(mT4C)$

が成立する.

以上,特に数論的三角群についてのみ直交多項式系を決定することが出来ましたが, これ
ら以外にも口数が $0$ になるような合同部分群がいくつか存在します. そのような群に対し

ても, 直交多項式系を完全に決定すべく, 現在研究を進めています. このこと以外にも楕円
曲線との関係や, 多項式の零点の分布など, まだまだ調べねばならない事が多くあります.

最後に, この話を進めるにあたって多くの有益な助言や情報を提供してくださった, 九
州大学の小池正夫先生, また特に指導教官である金子昌信先生に感謝を表したいと思い
ます.
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