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1. Hilbert modular forms.
$K$ を $n$ 次総実代数体とし, $K^{\mathrm{c}}arrow \mathbb{R}$ , $x-tx^{(i)}$ $(i=1,2, \cdots, n)$ を $n$

個の埋め込みとする. $0_{K}$ は $K$ の整数環とする. $\mathfrak{H}=\{z\in \mathbb{C}|{\rm Im}(z)>0\}$

は上半平面で, $\mathfrak{H}^{n}$ は $n$ 個の直積とする. $SL_{2}(\mathit{0}_{K})\iota\mathrm{h}\mathfrak{H}^{n}$ に次のように作

用する : $\gamma=\in SL_{2}(\mathit{0}_{K})$ と $z=(z_{1}, \cdots, z_{n})\in \mathfrak{H}^{n}$ に対して,

(1) $\gamma\cdot z=(\frac{a^{(1)}z_{1}+b^{(}1)}{c^{(1)}z_{1}+d^{(1})},\cdots,\frac{a^{(n)}z_{1}+b^{(}n)}{C^{(n)_{Z}d(}1+n)})$ .

$0_{K}$ の ideal $\mathfrak{n}$ に対して,

$\Gamma(\mathfrak{n})=\{\gamma\in SL_{2}(\mathit{0}_{K})|\gamma\equiv 1_{2}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{n})\}$

とおく. $\Gamma(\mathfrak{n})$ も幻 n へ (1) のように作用する. また, $\Gamma(\mathfrak{n})$ は, $\mathrm{P}^{1}(K)=$

$K\cup\{\infty\}$ に 1次分数変換で作用する. $\Gamma(\mathfrak{n})\backslash \mathrm{P}^{1}(K)$ の元を $\Gamma(\mathfrak{n})$ の cusP
という. 各 $m\in \mathbb{N}$ について

れ

$j_{2m}( \gamma,z)=i\prod_{=1}(\mathrm{C}zi+d^{(i}(i)))^{-}2m$

とおく. 但し, $\gamma=\in GL_{2(K)}^{+}$ とする. さらに, $\gamma\in GL_{2}^{+}(K)$ に

対して $f|_{2m}[\gamma]=f(\gamma z)j_{2}m(\gamma, z)$ とおく.

定義. $f$ : $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}arrow \mathbb{C}$ が $\Gamma(\mathfrak{n})$ に対する weight $2m$ の Hilbert cusp form
とは, 次の 3条件をみたすこと :

1) $f$ は幻 n 上で正則,

2) $\forall\gamma\in\Gamma(\mathfrak{n})$ について,
$f|_{2m}[\gamma]=..f1$ ’
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3) $f$ は $\Gamma(\mathfrak{n})$ の各 cusp で正則で, $\forall\gamma\in GL_{2}^{+}(K)$ について, $f|_{2m}[\gamma]$ の

Fourier 展開の定数項は $0$ .

$\mathrm{F}^{\mathrm{F}}(\mathrm{n})$ に対する weight $2m$ の Hilbert cusp form全体のなす集合を $S_{2m}(\Gamma(\mathfrak{n}))$

とおくと, $S_{2m}(\Gamma(\mathfrak{n}))$ は $\mathbb{C}$ 上の有限次元ベクトル空間になる. $SL_{2}(\mathit{0}_{K})f\mathrm{h}$ ,
$(\gamma, f)-+f|_{2m}[\gamma]$ により $S_{2m}(\Gamma(\mathfrak{n}))$ に作用し, $\Gamma(\mathrm{n})$ は自明に作用する.
よって, $SL_{2}(\mathit{0}_{K})/\Gamma(\mathfrak{n})$ は $S_{2m}(\Gamma(\mathfrak{n}))$ に作用する。 $\pi$ : $SL_{2}(\mathit{0}_{K})/\Gamma(\mathfrak{n})arrow$

$\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(S_{2m}(\mathrm{r}(\mathfrak{n})))$ をそれに付随する表現とする. $\mathrm{t}\mathrm{r}\pi$ における既約指標 $\bullet$

の重複度を $m(\bullet)$ と書く.

2. Representations of $SL_{2}(\mathrm{F}_{q})$ .
$q$ を奇素数のべきとし, $\mathrm{F}_{q}$ を $q$ 個の元からなる有限体とする. $q^{*}=$

$q(-1)^{(q}-1)/2$ とおく. $\eta$ を $\mathrm{F}_{q}$ の非平方数とし, $M=$ , $M’=$

な値を $k\mathfrak{h}$ , 他の共役類の上で同じ値をとる既約指標の対が 2つある:

ここで, $\psi+,$ $\psi^{-}$ は $(q+1)/2$ 次で, $\psi^{;+},$ $\psi’-$ は $(q-1)/2$ 次である. こ

れらを class $(G)$ の既約指標と呼ぶことにする.

3. Known results.

この節では, $\mathfrak{n}$ は素 ideal やで $q=N\mathfrak{p}$ が奇素数のべきであるようなも
ののみを考える. $SL_{2}(0_{K})/\Gamma(\mathfrak{n})\cong SL_{2}(\mathrm{F}_{q})$ で, $SL_{2}(\mathrm{F}_{q})$ が $S_{2m}(\Gamma(\mathfrak{p}))$ に

作用している. このとき, $q\equiv 1$ (mod 4) のとき, $\mathrm{t}\mathrm{r}\pi$ に $\psi+,$ $\psi^{-}$ のみが
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現われ, $q\equiv 3$ (mod 4) のとき, $\mathrm{t}\mathrm{r}\pi$ に $\psi^{\prime+},$
$\psi^{;.-}$ のみが現われる. それ

ゆえ, 次の重複度の–次結合

(2) $m:=m(\psi+)-m(\psi-)+m(\psi’)+(-m\psi’)-$

は無駄のある表示であるが, (2) を–般化した形の重複度の–次結合を後
で扱いたいので, 敢えて (2) の形で表示することにする.

定理 (Hecke) $n=1;m=1,$ $\mathfrak{p}=(p)$ のとき,

$m=\{$
$0$ ($p\equiv 1$ (mod 4),
$h_{\mathbb{Q}(\sqrt{-p})}$ ($p\equiv 3$ (mod 4).

ここで, $h_{\mathbb{Q}(\sqrt{-p})}$ は $\mathbb{Q}(\sqrt{-p})$ の理数である.

定理 (Eichler) $n=1,$ $m=1,$ $\mathfrak{p}=(p)$ のとき,

$m= \frac{1}{\sqrt{p^{*}}}\sum_{i=1}^{p-}1(\frac{i}{p})$ \iota ノ (i).

但し, $p^{*}=p(-1)(p-1)/2,$ $\mathrm{e}[\bullet]=\exp(2\pi i\bullet),$ $\nu(i)=-\frac{\mathrm{e}[_{\overline{\mathrm{p}}}]}{1-\mathrm{e}[_{\overline{\mathrm{p}}}]}.\cdot.\cdot$ .

定理 (Saito, Yoshida) $n\geq 1,$ $m\geq 2$ のとき,

$|m|=2^{n}-1 \sum_{L/K}\frac{h_{L}}{h_{K}}$ .

但し, 和は $L/K$ は $K$ の総虚 2次拡大で, 相対判別式が $\mathfrak{p}$ なるものをわ
たる.

定理 (Meyer-Sczech) $n=2,$ $m\geq 1,$ $(\mathfrak{p}, 6d_{K})=1$ のとき,

$m=-2 \sum_{L/K}\frac{h_{L}}{h_{K}}$ .

ここに, $d_{K}$ は $K$ の判別式で, 和は $L/K$ は $K$ の総虚 2次拡大で, 相対判
別式が $\mathfrak{p}$ なるものをわたる.
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定理 (Saito) $n=2,$ $m=1,$ $h_{K}=1,$ $(\mathfrak{p}, 6d_{K})=1,$ $\mathfrak{p}=(\mu)(\mu$ は総
$\text{正})$ のとき,

$m= \frac{1}{\sqrt{q^{*}}}$ .
$\frac{2}{[U.U(\mathfrak{p})]}.\sum_{\alpha\in(0_{K}/\mathfrak{p})^{\mathrm{X}}}(\frac{\alpha}{\mathfrak{p}})\nu(\alpha)$ .

ここに, $q=N\mathfrak{p},$ $q^{*}=q(-1)^{(q}-1)/2$ で, $(_{\overline{\mathfrak{p}}})$ は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p}$ の平方剰余記号で
ある.

4. 結果.

以下, $K$は実 2次体で, $\mathfrak{n}$は次のような形の idealのみを考える: $\mathfrak{p}_{1},$

$\cdots,$ $\mathfrak{p}_{t}$

は相異なる素 idealで $q_{i}=N\mathfrak{p}_{i},$ $\mathfrak{n}=\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{t}$ とする. そのとき, $SL_{2}(\mathit{0}_{K})/\mathrm{r}(\mathfrak{n})\cong$

$\text{であ^{}1}\text{る}S.L_{2}(\mathrm{F}_{q:})$

で $SL_{2}(\mathit{0}_{K})/\mathrm{r}(\mathfrak{n})$ の既約指標 $= \prod_{i=1}^{t}sL2(\mathrm{F}_{q}:)$ の既約指標

定理 $n=2,$ $m\geq 1,$ $h_{K}=1,$ $\mathrm{n}=\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{t}=(\mu)$ ( $\mu$ は総正),
$(\mathfrak{n}, 6d_{K})=1$ のとき,

$\sum_{e_{1},\cdots,e_{\mathrm{e}\in}\{\pm 1\}i}\sum_{=1\varphi.\in\{}^{t}.\sum_{)i}e1\ldots e_{t}\cdot m(\psi i\psi^{J}\}\varphi e_{1.e_{\mathrm{t}}}1^{\cdot}\cdot\varphi_{t})$

$= \frac{1}{\sqrt{q_{1}^{*}q_{t}^{*}}}$ . $\frac{2^{t}}{[U\cdot U(\mathfrak{n})]}$

.
$\sum$ $( \frac{\alpha}{\mathfrak{n}})\nu(\alpha)$ .

$\alpha\in(\mathit{0}_{K}/\mathfrak{n})^{\mathrm{x}}$

但し, $q_{i}^{*}=q_{i}(-1)(q-1)/2,$ $( \frac{\alpha}{\mathfrak{n}}):=\prod_{i=1}^{t}(\frac{\alpha}{\mathfrak{p}_{i}})\cdot\nu(\alpha)$ につ 1/・て説明するた

めに記号の準備をする.

$U(\mathrm{n})$ を $K$ の単数で $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{n}$ で 1と合同なもの全体のなす群とし, [$U$ :
$U(\mathfrak{n})]=t$ とする. $\mathit{0}_{K}=\mathbb{Z}+\mathbb{Z}w$ $(0<w’<1<w)$ となる $w\in \mathit{0}_{K}$ があ
る. $w$ は次のような連分数展開をもつ :

1
$w=b_{1}-$ .

1
$b_{2}-$

$... \cdot-\frac{1}{1}$

$b_{r}-\overline{b_{1}}$
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そのとき, $1\leq k\leq r$ なる各整数 $k$ に対して正整数 $Pk,$ $q_{k}$ を

1
$\frac{p_{k}}{q_{k}}=b_{1}-$

1
$b_{2}-$

1. $-\overline{1}$
$b_{k-1^{-}}\overline{b_{k}}$

によって定義する. $6d_{K}$ と素な $\alpha\in 0_{K}$ に対して, $\nu(\alpha)$ を次のように定義
する :

$\nu(\alpha):=\sum_{i}.,\frac{\mathrm{e}[\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu}).\cdot\frac{\rho_{\dot{\mathrm{t}}}-q_{i}w\prime}{w-w}]\cdot \mathrm{e}[\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})\cdot\frac{-p_{-1}+q.\dot{.}-1w’}{w-w’}]}{(1-\mathrm{e}[\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})w-\mapsto-q;ww]J)(1-\mathrm{e}[\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})\cdot\frac{-p.-1+q_{-1}w^{J}}{w-w}])},\dot{.}.\cdot$

,

$+ \sum_{j}\frac{\mathrm{e}[\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})\cdot\frac{\mathrm{p}_{\mathrm{j}}.-q_{j}wJ}{w-w}]}{(1-\mathrm{e}[-\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})\frac{p_{j}-q_{j}w’}{w-w}])},,\{-1+\frac{b_{j}}{1-\mathrm{e}[-\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})\cdot\frac{p_{j}-q_{j}\mathrm{t}D’}{w-w}]},\}$

ここ $\#_{\mathrm{L}}^{},$ $i$ は $1\leq i\leq rt$ をみた $\text{し_{}x}$ , $\mathrm{e}[\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})\cdot.\ovalbox{\tt\small REJECT}^{w^{l}}-i,]w-w$ も $\mathrm{e}[\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})\cdot\frac{-pi-1+q\mathrm{i}-1w’}{w-w},]$

も 1でないもの全体を動く. $j$ も $1\leq j\leq rt$ をみたし, $\mathrm{e}[\mathrm{t}\mathrm{r}(\frac{\alpha}{\mu})\cdot\frac{-p\mathrm{j}-1+qj-1w’}{w-w},]=$

$1$ となるもの全体を動く.

5. 証明の概略.

各 $i$ に対して, $\eta_{i}\in \mathit{0}_{K}$ で $=-1,$ $=1$ $(j\neq i)$ なるものを

とる. 定理の左辺を $m’$ とおく.

補題

$m’– \sum t$ $\sum$ $( \frac{\epsilon_{1}\cdots\epsilon_{t}}{\mathfrak{n}})\mathrm{t}\mathrm{r}\pi()$ .
$i=1\epsilon_{i}\in\{1,\eta:\}$

(1) $m=1$ の場合: $X(\mathfrak{n})$ を $\Gamma(\mathfrak{n})$ から定義される Hilbert modular surface

とし, $f_{\epsilon_{1}\cdots\epsilon_{l}}\sim$ を $(z_{1}, \chi_{2})\vdash+(z_{1}+\epsilon_{1}^{(1)}\cdots\epsilon^{()}, zt21+\epsilon_{1}^{(2)\ldots(2)}\epsilon)t$ \iota こよって
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induce される $X(\mathfrak{n})$ の自己同型とする. $\Omega^{2}$ を $X(\mathfrak{n})$ 上の正則 2-形式の

層とすると, $S_{2}(\Gamma(\mathfrak{n}))=H^{0}(X(\mathfrak{n}), \Omega^{2})$ である. tr $\pi()=$
$\mathrm{t}\mathrm{r}(f_{\epsilon_{1}}^{\sim}\ldots\epsilon_{t}|H^{0}(X(\mathfrak{n}), \Omega^{2})$ となる. $H^{2}(X(\mathfrak{n}), \Omega^{2})\cong H^{0}(X(\mathfrak{n}), \mathcal{O}_{X(})\mathfrak{n}))$ でそ
の $\mathbb{C}$ 上の次元は 1だから,

$\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{f_{\epsilon_{1}\cdots\epsilon}}\mathrm{e}|H^{2}(x(\mathfrak{n}),\Omega 2))=\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{f_{\epsilon\text{、}}}\ldots\epsilon_{t}|H^{0}(X(\mathfrak{n}\mathrm{I}, \mathcal{O}X(\mathrm{t}\iota)))=1$ .

よって,

$\sum t$

$\sum$ $( \frac{\epsilon_{1}\cdots\epsilon_{t}}{\mathfrak{n}})\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{f\epsilon}1\ldots\epsilon_{t}|H2(x(\mathfrak{n}), \Omega^{2}))=\sum t$

$\sum$ $( \frac{\epsilon_{1}\cdots\epsilon_{i}}{\mathfrak{n}})=0$ .
$i=1\epsilon_{\mathrm{i}\in}\{1,\eta_{i}\}$

$i=1\epsilon_{i}\in\{1,\eta:\}$

また, $H^{1}(X(\mathfrak{n}), \mathcal{O}_{x}(\mathfrak{n}))=0$ が知られていて, $H^{1}(X(\mathfrak{n}), \Omega^{2})\cong H^{1}(X(\mathfrak{n}), \mathcal{O}x(\mathrm{n})))$

$\text{なので}$ ,
オ

$\sum$ $\sum$ $( \frac{\epsilon_{1}\cdots\epsilon_{\text{オ}}{\mathfrak{n}}})\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{f_{\epsilon_{1}}}\ldots\epsilon t|H^{1}(x(\mathfrak{n}), \Omega^{2}))=0$ .
$i=1\epsilon:\in\{1,\eta:\}$

したがって,

$m’= \sum_{i=1\epsilon_{i}\in\{1,\eta_{i}\}}^{t}\sum(\frac{\epsilon_{1}\cdots\epsilon_{t}}{\mathfrak{n}})(_{i0}\sum_{=}^{2}(-1)^{i}\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{f\epsilon}_{1}\cdots\epsilon t|Hi(x(\mathfrak{n}),\Omega^{2})))$

と書ける. この右辺を正則 Lefschetz 固定点定理を使って書き直すと定理
の右辺が得られる.

(2) $m\geq 2$ の場合 : $D=X(\mathfrak{n})-\Gamma(\mathfrak{n})\backslash \mathfrak{H}^{2}$ とおき, $\mathcal{L}=\Omega^{2}(\log D)$

を $X(\mathfrak{n})$ 上の $D$ に沿って対数極をもつ 3-形式のなす層とする. そのとき,
$S_{2m}(\Gamma(\mathfrak{n}))=H^{0}(X(\mathfrak{n}), \mathcal{L}\otimes(m-1)\otimes\Omega^{2})$ となって, $\mathrm{t}\mathrm{r}\pi()=$

$\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{f\epsilon}_{1}\cdots\epsilon\iota|H^{0}(X(\mathfrak{n}), \mathcal{L}\otimes(m-1)\otimes\Omega^{2})$が成立する. $\mathcal{L}^{\otimes(-1)}m$ は $\overline{\Gamma(t1)\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} 2}$上
の ample 層の $X(\mathfrak{n})arrow\overline{\Gamma(}\mathfrak{n})\backslash \mathrm{J}\mathrm{i}^{2}$ による引き戻しであるから, 小平消滅定
理により

$H^{i}(x(\mathfrak{n}), \mathcal{L}^{\otimes}(m-1)\otimes\Omega 2)=0$ $(i\geq 1)$

が成立する. よって,

$m’= \sum_{i=1\epsilon}^{t}\dot{.}\sum_{:\in\{1,\eta\}}(\frac{\epsilon_{1}\cdots\epsilon_{t}}{\mathfrak{n}})(i=\sum_{0}^{2}(-1)^{i}\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{f_{\epsilon_{1}}}\ldots\epsilon l|H^{i}(x(\mathfrak{n}))\mathcal{L}\otimes(m-1)\otimes\Omega 2)1)\mathrm{I}$
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となる. $\mathcal{L}^{\otimes(-1)}m$ は $D$ の回りで自明だから, 正則 Lefschetz 固定点定理を
使う際に, $c\otimes(m-1)\otimes\Omega^{2}$ の代わりに $\Omega^{2}$ に置き換えてもよい. したがって,
$m\geq 2$ の場合が $m=1$ の場合に帰着できる.
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