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本稿では「概均質ベクトル空間のゼータ関数の関数等式を用い $\Gamma_{0}(N)$ 保型形式を
構成することができる–つの例」 を報告する.
新谷 [7] は, 2変数二次形式に関連する概均質ベクトル空間を扱い 2変数ゼータ関

数 $\xi_{i}(s_{1}, s_{2})(i=1,2)$ を考察した. このゼータ関数の変数 $s_{1}$ を specialize $\mathrm{L},$ $1$ 変数
の関数と見て, それを Mellin 変換して得られるものは $\mathrm{C}\circ \mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}[1]$ により導入された
Eisenstein 級数で, これは Fourier 係数が Dirichlet 級数の特殊値で与えられる half
integral weight の蝉茸形式である. そこで–般に, その Fourier 係数がある Dirichlet
級数の特殊値で与えられるような保型形式を Cohen 型と呼ぶことにする.
ここでは, 概均質ベクトル空間を 2変数 Hermite 形式に関連するものに取り替え

て同様の議論を行う. この際の point になるのは Weil の逆定理 (cf. T. $\mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}[3]$ ,
Theorem4.3.15) である. Weil の逆定理を標語的に言うと } $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{C}$

「
$\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 級数とそれに

Dirichlet 指標をつけた級数たちが, それぞれある決まった形の関数等式を満たすな
ら, それは保型形式に対応している」 というものである. 今回の例ではそのたくさん
の関数等式をこの–つの概均質ベクトル空間の-e一撃関数の関数等式と指標和の計
算とをあわせたものに帰着することができる. 概均質ベクトル空間のゼータ関数の関
数等式は本質的には相対不変式の複素べきの $\mathrm{F}_{\circ \mathrm{u}\mathrm{r}}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 変換であるから,
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1. 概均質ベクトル空間
本節では, 概均質ベクトル空間の局所 e一赤関数の関数等式を具体的に与える.

$V:=M_{2()}\mathbb{C}$ とし, $V_{\mathbb{R}}:=Her_{2}(\mathbb{C})$ は 2次 Hermite 行列のなす空間とする. $V$ にお
いて内積

$\langle x, y\rangle=\mathrm{t}r(xy^{\iota})$ $(x, y\in V)$

を考える. ここで, $y=$ に対して $y^{\iota}=$ を表すものとする.

以下では, この内積を用いて $V$ とその双対空間とを同–視する.
次に $V$ に作用する群を定義する. $B$ を 2次の下三角行列群とし, $G:=B\cross B$ と

し, $G$ の $V$ への作用を $x\in V,$ $(g, h)\in G$ に対して $\rho(g, h)X=gx^{t}h$ と定義すると
三つ組み $(G, \rho, V)$ は特異集合

$S=\{x=|x_{1}\det x=0\}$

を持つ概均質ベクトル空間になる. この空間の既約相対不変式は, $P_{1}(x)=x_{1}$ と
$P_{2}(x)=\det X$ であり, それぞれ指標 $\chi_{1}(g, h)=g1h1$ と $\chi_{2}(g, h)=\det_{\mathit{9}}\det h$ とに対
応している. ここで,

$(g, h)=(,$ $)\in G$

とおいている. $G$ の反傾表現 $p^{*}$ は $\rho^{*}(g, h)=\chi 2-1(g, h)\rho(\overline{g},\overline{h})$ になり, $(G, \rho^{*}, V)$ も
概均質ベクトル空間になる. $(G, \rho^{*}, V)$ の既約相対不変式は $(G, \rho, V)$ のそれと同じ
ものであるが対応する指標は $\chi_{1}^{*}(g, h)=\chi_{1}(g, h)\chi^{-1}2(g, h)$ と $\chi_{2}^{*}(g, h)=\chi_{2}-1(g, h)$ に
なる. 険の部分集合稀を次のように定義する.

V4 $=\{x\in V_{\mathbb{R}}|(-1)^{i}\det x>0\}$ $(i=1,2)$ .

任意の smooth な多様体 $X$ に対して $C_{0}^{\infty}(X)$ で $X$ 上の compact support を持つ
smooth な複素数値関数全体のなす空間を表す. また, 任意の有限次元実ベクトル空
間 $V$ に対して $S(V)$ は $V$ 上の急減少関数全体のなす空間を表すものとする. また,

$\mathbb{C}$ 上の Lebesgue 測度 $dz$ は $d{\rm Re} zd{\rm Im} z$ のこととする. $f\in s(V_{\mathbb{R}})\mathrm{Y}\}$こ対して, その
Fourier 変換 $\hat{f}$ とは

$\hat{f}(x)=\int_{V_{\mathrm{R}}}f(y)e(x, y)dy$

のことである. ここで, $e(x)=\mathrm{e}2\pi\sqrt{-1}x$ とし, $e(x, y):=e(\langle x, y\rangle)$ としている. 本稿
では, $e(x),$ $e(x, y)$ という記号を以後も常用する. 次の積分を局所ゼータ関数という :

$\Phi_{i}(f;s1, S)=\int_{V_{i}}|P_{1}(X)|s_{1}|P_{2(x)|^{S}f(X)dX}$ $\acute{J}\in S(V_{\mathbb{R}}),$ $(i=1,2)$ .
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ただし, $dx=dx1dx2dx3$ である. この積分 $\Phi_{i}(f;s1, S.)$ は

$\{(s_{1}, s)’\in \mathbb{C}2|\mathrm{R}es_{1}>0,$ ${\rm Re} s>0\}$

において絶対収束する.

Lemma 1 積分 $\Phi_{i}(f;s_{1}, s)(i=1,2)$ は $(s_{1}, s)$ の有理型関数として $\mathbb{C}^{2}$ 上解析
接続され, 次の関数等式を満たす :

$.(\hat{f};s_{1}-2, S-1)$

$=$ $(2\pi)^{1-2}-\mathit{8}1S\Gamma(S)\Gamma(s_{1}+s-1)(\sin(\pi(S_{1}+-\cos(\pi s_{1}/2)2s-1)/2)’-\sin(\pi(S1+2s\cos(\pi s_{1}/2)-1)/2))$

$\cross(f;s_{1^{-}}2,1-s1-s)$ .
口

[証明の方剣概均質ベクトル空間の–般論により前半は知られているので関数等式
を示せばよい. 更に–般論により次の仮定をおいてよい :
仮定 1. ${\rm Re} s_{1}>2,$ ${\rm Re} s>1$ ,
仮定 2. $f$ の support は compact で $V_{\mathbb{R}}-S_{\mathbb{R}}$ に含まれる.

すなわち, 仮定 1のもとで $f\in C_{0}\infty(V_{\mathbb{R}}-S_{\mathbb{R}})$ に対して関数等式を示せばよい. 詳し
い計算は現在準備中の論文を参照してください.

口

次に積分 $\Sigma(f;s)$ を定義する :

$\Sigma(f;s)=\int_{\mathbb{R}}\int_{\mathbb{C}}|b|^{s-2}fd_{\mathcal{Z}}db$, $(f\in S(V_{\mathbb{R}}))$ .

この積分 $\Sigma(f;s)$ は ${\rm Re} s>2$ において絶対収束する. 積分 $\Sigma(f;s)$ に対しては次の
Lemma が成り立つが, 証明は省く.

Lemma 2 $f\in C_{0(V-s)}^{\infty}\mathbb{R}\mathbb{R}$ とすれば,

$\Sigma(\hat{f};s-1)=(2\pi)^{1-s}\Gamma(s-1)\cos(\pi s_{/}^{/}2)(\Phi_{1}(f;S-2,1-s)-\Phi_{2}(f;s-2,1-s))$ .
口

2. 概均質ベクトル空間のゼータ関数

本節では, 前節の概均質ベクトル空間のゼータ関数を与えてそれらの満たす関数
等式を具体的に書き下す.
以下で記号の準備をする. $G$ の $\mathbb{R}$-structure を $G_{\mathbb{R}}=\{(g,\overline{g})|g\in B\}$ として, 写像

$(g,\overline{g})[]arrow g$ により G、と $B$ と $.\text{を}$同–視する. $K=\mathbb{Q}(\sqrt{-m})$ を判別式 $d_{K}$ の虚 2次
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体とし, $\mathcal{O}$ を $K$ の整数環, $\mathcal{O}^{*}=d^{-1/2}\mathcal{O}K$ は内積 $\langle x,y\rangle=2\mathrm{R}e(xy)$ に関する $\mathcal{O}$ の

dual lattice とする. $(c_{\rho},, V)$ の $\mathbb{Q}$-structure をそれぞれ

$G_{\mathbb{Q}}$ $=$ $\{(g,\overline{g})|g\in G(K)\}$ ,
$G_{\mathbb{Z}}$ $=$ $\{(g,\overline{g})|g\in c(\mathcal{O})\}$ ,

$V_{\mathbb{Q}}$ $=$ $M(2, K)\cap V\mathbb{R}$ ,
$V_{\mathbb{Z}}$ $=$ $M(2, \mathcal{O})\cap V\mathrm{R}$

とする. $G_{\mathbb{Q}},$ $G_{\mathbb{Z}}$ も $G_{\mathbb{R}}$ と同様に $B(K),$ $B(\mathbb{Z})$ と同–視する. また, $B(\mathbb{Z})$ の部分群
$\Gamma$ を次で定義する :

$\Gamma=\{|g\in \mathcal{O}\}$ .

ゼータ関数の定義に次の関数を用いる :

Definition $x\in V_{\mathbb{Q}}$にたいして, 関数 $\phi_{1}(x),$ $\phi x(x)$ を以下のように定義する :

$\phi_{1}(x)=\{$
1 if $x\in V_{\mathbb{Z}}$

$0$ if $x\not\in V_{\mathbb{Z}}$
’

$\phi_{\chi}(X)--\{$

$\chi(\det X)$ if $x\in V_{\mathbb{Z}}$

$0$ if $x\not\in V_{\mathbb{Z}}$

’

ここで, $\chi$ は $N$ を法とする Dirichlet 指標とする.
口

このとき, これらの関数は $\Gamma$-不変である. 以下では次の仮定をおく :

仮定 $(N, 2d_{K})=1$ .

この仮定は以下の指標和の計算 Lemma 3で必要である. また, 以下では単に $\phi$ と
書いて $\phi_{1}$ , もしくは $\phi_{\chi}$ のいずれかを表すものとする.

Definition. 関数 $\phi$ に対して, $\hat{\phi}$ を次の式で定義する.

$\hat{\phi}(y)=M^{-}4x\in V_{\mathrm{Q}/}\sum_{\mathrm{Z}hIV}\phi(x)e(x, y)$
, $(y\in V_{\mathbb{Q}})$ ,

ここで $M$ は自然数で

$\emptyset(x)e(x, y)=\phi(x’)e(x^{;}, y)$ , $x\equiv x’$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} MV_{\mathbb{Z}})$

を満たすものとする. こうして得られる関数 $\hat{\phi}$ を関数 $\phi$ の Fourier 変換と呼ぶこと
にする. この定義は $M$ の選び方によらずに定まる.

口
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$N$ を法とする原始的 Dirichlet 指標 $\chi$ に対して

$\tau(\chi):=\sum_{1j\prime=}\chi(i)e(j/NN)$

を Gauss 和という.

Lemma 3 $y\in V_{\mathbb{Q}}$ に対して次の (1), (2) が成り立つ.
(1)

$\hat{\phi}_{1}(y)=\{$
1if $y\in V_{\mathbb{Z}}^{*}$

$0$ if $y\not\in V_{\mathbb{Z}}^{*}$ ,

ここで

$V_{\mathbb{Z}}^{*}=\{|a,$ $b\in \mathbb{Z},$ $\gamma\in \mathcal{O}^{*}\}$ .

(2) $\chi$ を $N$ を法とする原始的 Dirichlet 指標とし, $c_{x}=\chi d_{K}(N)\chi(dK)(\mathcal{T}(x)/\mathcal{T}(\overline{\chi}))$

とする. このとき,

$\hat{\emptyset}_{\mathrm{X}}(y)=\{$

$N^{-2}C_{\chi}\overline{x}(\det\sqrt{|d_{K}|}Ny)$ if $y\in N^{-1}V_{\mathbb{Z}}^{*}$

$0$ if $y\not\in N^{-1}V_{\mathbb{Z}}^{*}$ ,

ただし, $\chi_{d_{K}}$ は Kronecker の symbol である.
口

[証 Bf] (1) はやさしいので, (2) の場合を扱う.

$y=($ $y_{3}+\sqrt{-m}y_{4}y_{1}$ $y_{3}-\sqrt{-m}y_{2}y_{4})\in V_{\mathbb{Q}}$ ,

{
$\mathrm{h}k^{\backslash }$ く. $q\in \mathrm{N}$ を $qy_{i}\in \mathbb{Z}(1\leq i\leq 4)$ を満たすようにとることができる. このとき,

$\hat{\phi}_{\chi}$ の定義において $M=(qN)^{-4}$ と選ぶことができる. したがって,

$\hat{\phi}_{\chi}(y)=(qN)^{-4}\sum_{\mathrm{z}x\in V\mathbb{Q}/qNV}\emptyset x(x)e(x, y)$

$=(qN)^{-4}a \mathrm{m}\mathrm{o}\sum_{\mathrm{d}\mathit{1}\backslash V\mathrm{z}}.\chi(\mathrm{d}e\mathrm{t}a)e(a, y)b\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}q\sum_{\mathrm{Z}V}e(Nb, y)$

.

右辺の最後の和は指標の直交関係により

$\sum_{b\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}qV\mathrm{Z}}e(Nb, y)=\{$

$q^{4}$ $y\in N^{-1}V_{\mathbb{Z}^{*}}$

$0$ $y\not\in N^{-1}V_{\mathbb{Z}}^{*}$
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であるから $\hat{\phi}_{\chi}(y)$ は

$\hat{\phi}_{\chi}(y)=\{$

$N^{-4}\Sigma_{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}NV\mathrm{z}x(\det a)e(a, y)$ $y\in N^{-1}V_{\mathbb{Z}}^{*}$

$0$ $y\not\in N^{-1}V_{\mathbb{Z}}^{*}$

となる. この場合は, $\det a$ が二次形式なので, $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}[8]$ の Theorem 1(後述) を用
いることができる. これより主張はしたがう.

口

ここで, 上の定理の証明に用いた $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}[8]$ の定理を紹介しておく.

Theorem (Stark) $Q(x)$ を $n$ 変数の整数係数—次形式. $\chi$ を $k$ を法とする原始的
Dirichlet 指標とする. このとき,

た $k$ た

$\sum$ $\sum$ . . . $\sum x(Q(x))e(\langle X, y\rangle/k)=\alpha k^{n/;}2\overline{\chi}(\overline{Q}(y))$ .
$x_{1}=1X2=1$ $x_{n}=1$

口

この定理で, $\alpha$ は Dirichlet 指標 $\chi$ と二次形式 $Q$ に依存する定数で, 上の Lemma
3 (2) の場合には $C_{\chi}$ になる. $\chi’$ は $\chi,$ $k,$ $n$ に対して定まる Dirichlet 指標であるが,
特に $n$ が偶数であれば $\chi’=\chi$ である (Lemma 3では $n=4$) $.\overline{Q}$ は $Q$ に対して
定まる二次形式である.

次の積分 $Z(f, \emptyset;s_{1}.’ s),$
$Z^{*}(f^{*},\hat{\phi};S1, s)(s_{1}, s\in \mathbb{C}, f, f^{*}\in S(V_{\mathbb{R}}))$ を-e– $\text{タ}$積分と

いう :

$Z(f, \phi;s1, s)$
$= \int_{G_{\mathrm{R}/\Gamma}}x1(g)S_{1}(_{\mathit{9})}S\sum_{nV\mathbb{Q}\backslash S_{\vee}}\emptyset(_{X)}f(p(g)\chi_{2}X)drg\wedge x\in$ ’

$Z^{*}(f^{*},\hat{\emptyset};S_{1}, s)$

$= \int_{G_{\mathrm{R}}/}\tau*\hat{\phi}x_{1}^{*}(g)\mathit{8}1x_{2}^{*}(_{\mathit{9})^{\mathit{8}}\sum_{x\in V^{*}\backslash S_{n}}d}(X)\mathbb{Q}uf^{*}(p^{*}(g)x)rg$
,

ここで $g=$ に対して $d_{r}g=|g_{1}|^{-4}|g_{3}|-2\mathrm{n}_{i}^{3}=1dg_{i}$ である. 次に Dirichlet

$+^{\sqrt}R\text{数_{}\zeta_{i}}(\phi\cdot s_{1}, S)(i=1,2)$ を

$\zeta_{i}(\phi;S1, s)=\sum_{1x1>0,(-)i\det x>0}\pi\emptyset 2(X)X^{-s_{1}}(1\mathrm{t}\mathrm{d}\mathrm{e}x)-s$

とおく.

Lemma 4 ゼータ積分 $Z(f, \phi;S_{1}, S),$ $Z*(f^{*},\hat{\phi};S1, s)$ と Dirichlet 級数 $\zeta_{i}(\phi;s1, s)$

51



$(i=1,2)$ は $\mathrm{R}\epsilon s_{1}>2,$ $\mathrm{R}es>1$ において絶対収束し, 次の等式が成り立つ :

$Z(f, \emptyset;s1, s)$ $:=$ $\sum_{i=1}^{2}\zeta i(\phi;S_{1}, S)\Phi_{i}(f;s1-2, s-1)$ ,

$Z^{*}(f^{*},\hat{\phi};S1, s)$ $;=$ $\sum_{i=1}^{2}\zeta_{i}(\hat{\phi};s1, s)\Phi_{i}(f*;s1-2, s-1)$ .
口

[証明] $x\in V_{\mathbb{R}}$ に対して $G_{x}$ を $x$ の isotropy 部分群, すなわち

$G_{x}=\{g\in G\mathbb{R}|p(g)x=X\}$

として $\Gamma_{x}=G_{x^{\cap}}\tau$ とおく. このとき, $G_{x}$ 上の Haar 測度 $d\mu_{x}$ が存在して

$\int_{G_{1\mathrm{R}}}F(\mathit{9})=\int_{G_{\mathrm{R}}/c_{x}}\omega(\rho(g)x)\int_{G_{x}}F(gh)d\mu x(h)$ for $F\in C_{0}(G_{\mathbb{R}})$

を満たす, ただし\mbox{\boldmath $\omega$}(x) $=|P_{1(X)}|-2|P2(X)|^{-}1dx$ で, これは娠上の G-相対不変測度
である. これを用いれば

$z(f, \emptyset;s_{1}, s)=\sum_{i=1}^{2}\Phi i(f;s1^{-2}, s-1)x\in^{r}\backslash V_{\mathrm{Q}}V_{i}\sum_{\cap}\mu(x)\phi(x)|x1|-S_{1}|\det_{X}|^{-}s$

を得る. ここで, $\mu(x)$ は $x$ の density と呼ばれるもので

$\mu(x)=\int_{G_{x}/\Gamma_{x}}d\mu_{x}$

で与えられる. この場合には $\mu(x)=\pi^{2}$ になる. したがって証明を終えるためには
「右辺の級数が $\mathrm{B}\epsilon s_{1}>2,$ $\mathrm{R}es>1$ で収束すること」 を示せばよいが, これは 5節
の Lemma に譲る.

口

ここで, 積分 $Z_{+}(f, \emptyset;S1, s)$ と $Z_{+}^{*}(f, \phi;s1, s)$ を

$Z_{+}(f, \emptyset;s1,\mathit{8})$ $:=$ $\int_{G_{\mathrm{R}}/\Gamma,\chi_{2}}(g)\geq 1)\chi_{1}(g)^{S}1(_{\mathit{9})^{S}\sum_{\mathbb{Q}\in V_{\mathbb{Q}\backslash s}}\phi(x)}f(p(g)Xdx_{2}rg\mathcal{I}$’

$Z_{+}^{*}(f, \emptyset;s1, S)$ $:=$
$\int_{c_{\mathrm{R}}/\Gamma,\chi_{2}^{*}}(g)\geq 1*,rx^{*}1(_{\mathit{9}^{\backslash }})^{s_{1}*}\chi 2(g)^{s}x\in V_{\mathbb{Q}}\sum_{*\backslash s\mathrm{Q}}\phi(_{X})f(\rho(g)x)dg$

と定義する. Lemma 4により $Z_{+}(f, \emptyset;S1, S)$ と $Z^{*}"’(f, \phi;s_{1}, S)$ とは領域

$\{(s_{1}, s)|{\rm Re} s_{\wedge}1>2\}$

において $(s_{1}, s)$ に関する正則関数である.

Lemma 5 ${\rm Re} s_{1}>2,$ $\mathrm{R}es>1,$ $f\in S(V_{\mathbb{R}})$ とすれば, 次が成り立つ :
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(1) $Z(f, \phi_{1}; s_{1}, s)$

$=Z_{+}(f, \phi_{1;s_{1}}, S)+\sqrt{m}^{-}1Z_{+}^{*}(\hat{f},\hat{\phi}1;S1,2-s1-s\rangle$

$+\sqrt{m}^{-1}\pi^{2}(_{\mathit{8}}1+\mathit{8}-2)^{-}1\zeta K(S_{1^{-}}1)L(S, x_{d}K)-1\Sigma(\hat{f};S1-1)$

$+\sqrt{m}\pi^{2}(s-1)-1\zeta(S_{1}-1)(\Phi_{1}(f;s1-2, \mathrm{o})+\Phi_{2}(f;s_{1^{-2}}, \mathrm{o}))$

$-\pi^{2}S^{-1}\zeta K(S_{1^{-}}1)L(s, x_{d}K)^{-1_{\Sigma(f;s_{1}-}}1)$

$-4\pi^{2}(s_{1}+S-1)-1\zeta(s1-1)(\Phi_{1}(\hat{f};s_{1}-2,0)+\Phi_{2}(\hat{f};s1-2,0))$ .

ここで, $\zeta_{K}(s)$ は二次体 $K$ の-e一筆関数で $L(s, x_{d_{K}})$ は Kronecker の指標付き L-
関数

(2) $Z(f, \phi_{\chi};s_{1}, s)$

$=Z_{+}(f, \phi x;S1, s)+\sqrt{m}^{-}1z_{+}*(\hat{f},\hat{\emptyset}x;S1,2-s1-S)$

$+ \int_{1g_{1}g}3|\leq 1|g1|2_{\mathit{8}1}+2S-4|_{\mathit{9}}3|^{2\mathit{8}}(J*(\hat{f}g_{1}\mathit{9}3)-\sqrt{m}J(f_{g}1g_{3}))dg_{1}dg_{3}$ ,

ただし,

$j(f)= \gamma\in \mathrm{o}_{-\{\}}\sum_{0}\phi\chi\int_{\mathbb{R}}fdu$,

$J^{*}(f)= \sum_{0\gamma\in N-}-1\mathcal{O}^{*}\{\}\emptyset_{\chi}(\gamma 0\overline{\gamma*})\int_{1\mathrm{B}}fdu$

であり, $fg_{1}g\mathrm{s}(x)=f(\rho X)\backslash$ である.

口

[証明の方針] Poisson の和公式を用いて, 根気強く計算すればよい.
口

Remark $f\in C_{0}^{\infty}(Vi)$ とするならば, $\Sigma(f;s),$ $J^{*}(f),$ $J(f)$ は全て vanish する.
, 口

3. 主結果
本節では Dirichlet 級数を定義し, 主結果である Theorem 2を述べる.
まず, 準備としてゼータ関数の関数等式を述べる. Lemma 1と Lemma 5により,

次の Lemma 6が導かれる.
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Lemma 6 $\phi$ に対して, ゼータ関数 $\zeta i(\emptyset;s1, S)$ と $\zeta_{i}(\hat{\phi};s1, S)(i=1,2)$ とは次の
関数等式を満たす :

$\sqrt{m}^{-1}(\hat{\phi};s_{1},2-S_{1}-S)$

$=4(2\pi)\iota-e_{1}-2\epsilon \mathrm{r}(s)\Gamma(_{S}1+s-1)$

$\cross$ ( $\sin(\pi-\mathrm{c}\mathrm{o}(S_{1}\mathrm{s}+(Ts_{1^{-1}}2S/2))/2)$ $-\sin(\pi \mathrm{c}\mathrm{o}(s+2s\mathrm{s}_{1}(\pi S_{1}/2)-1)/2)$ ) $(\phi;s_{1}, s)$ .
口

次に, $K=\mathbb{Q}(\sqrt{-m})$ に対して Dirichlet 級数 $L_{i}(K;j, S)$ と $L_{i}^{*}(K;j, S)(i=1,2)$

とを次のように定義する : まず,

(1) $\zeta_{i}(\phi_{1};s_{1}, s)$ $= \pi^{2}\sum_{l,n=1}^{\infty}\frac{r(l,(-1)^{i}n)}{l^{s_{1}}n^{S}}$ ,

(2) $\zeta_{i}(\hat{\phi}1;s1, S)$ $= \pi^{2}\sum_{=l,n1}^{\infty}\frac{r^{*}(l,(-1)^{i}n)}{l^{s_{1}}n^{S}}$

とおいて, $r(l, n),$ $r*(\iota, n)$ を定義し,

$L_{i}(K;j, s)$ $:=$ $(-1)^{i}/ \pi^{2}\zeta i(\phi 1_{)}^{\cdot}2j+1, s-2j)=\sum_{n}\infty=1a_{n}n(i)-S$

$L_{i}^{*}(K;j, S)$ $:=$ $\sqrt{-1}/(2\sqrt{m}\pi^{2})\sqrt{|d_{K}|}-(2j+1-s)\sum_{=}\zeta i^{*}(\hat{\emptyset}1;2j+1, s-2j)=n\infty 1b_{n}^{()}in^{-}S$

と定義する. ここで, $a_{n’ n}^{(i)}b^{(i)}$ はそれぞれ

$a_{n}^{(i)}$ $=$ $(-1)^{i2}n \sum_{l}j\frac{r(l,(-1)^{i}-1n)}{l^{2j+1}}\infty=1$
’

$b_{n}^{(i)}$ $=$ $\sqrt{-1}/(2\sqrt{m})|d_{K}|1/2-jn\sum^{\infty}2j\frac{r^{*}(l,(-1)^{i}-1n)}{l^{2j+1}}\mathrm{t}=1$
’

となる. 次に, $N$ を法とする Dirichlet 指標 $\chi$ 付きの級数 $L_{i}(K;j, s, \chi)$ と $L_{i}^{*}(K;j, s,\overline{\chi})$

$(i=1,2)$ を次で定義する :

$L_{i}(K;j, s, \chi)$ $:=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\chi(n)a_{n})(in^{-}S$

$L_{i}^{*}(K;j, \mathit{8},\overline{\chi})$ $:=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\overline{\chi}(n)b^{(i)}n^{-}n\mathit{8}$ .
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更に, $N>0$ に対し

$\Lambda_{N}(_{S};L_{i})$ $=$ $(2\pi/\sqrt{N})^{-S}\Gamma(S)L_{i}(K;j, s)$ ,
$\Lambda_{N}(s;L_{i}^{*})$ $=$ $(2\pi/\sqrt{N})^{-s}\Gamma(S)L_{i}*(K;j, s)$ ,

$\Lambda_{N}(s;L_{i}, x)$ $=$ $(2\pi/\sqrt{N})^{-S}\Gamma(S)L_{i}(K;j, s,\chi)$,
$\Lambda_{N}(s;L^{*}, \chi)i$ $=$ $(2\pi/\sqrt{N})^{-\epsilon}\Gamma(S)L^{*}(i;Kj, \mathit{8}, \chi)$

とする. ここで Lemma 3と Lemma 6を用いると次の Theorem 1を得る :

Theorem 1 次の関数等式が成り立つ :
$\Lambda_{|d_{K}|}(s;L_{i})$ $=$ $\sqrt{-1}^{2j+1}\Lambda_{1}d_{K}|(2j+1^{\cdot}.-s;L_{i}^{*})$ ,

$\Lambda_{|d_{K}|N}2(_{S};Li, \chi)$ $=$ $\sqrt{-1}^{2j+1}c_{\chi}\Lambda_{1}d_{K}|N^{2}(s;L_{i}*,\overline{\chi})$ ,
ただし, $\chi$ は $N$ を法とする原始的 Dirichlet 指標で $c_{x}=x_{d_{K}}(N)x(dK\rangle$ $\tau(\chi)/\mathcal{T}(\overline{x})$ で

ある.
口

Remark この Theorem 1が Weil の定理の関数等式に関する条件の部分である.
口

Theorem 2 $\mathrm{H}$ を上半平面とし島 $(N, \chi)$ で weight $j$ , 指標 $\chi$ 付きの $\Gamma_{0}(N)$ 保
型形式の空間を表すものとする.

$\{a_{n}^{(i)}\},$ $\{b_{n}^{(i)}\}(i=1,2)$ を上の通りとし

$a_{0}^{(i)}= \frac{(-1)^{j+1}2\zeta(2j)\Gamma(2j+1)}{(2\pi)^{2j}+1}$ , $b_{0}^{(i)}= \frac{(-1)^{i_{\sqrt{m}}}-|d_{K}|1/2+j\zeta(2j)\Gamma(2j+1)}{(2\pi)^{2j}+1}$

とおく.
このとき,

$f^{(i)}(z)=n \sum^{\infty}ae=0n(i)(nz)$ , $g^{(i)}(z)=n= \sum b^{()}\infty 0nie(nZ)$ , $(z\in \mathrm{H})$ ,

とおくと $f^{(i)}(z)$ , $g^{(i)}(z)$ は共に $\mathcal{G}_{2j+1}(|dK|, x_{d}K)$ に属する.
口

[証明の方\not\in +] $L_{i}(K;j, S),$ $L^{*}(iK;j, s)$ や $L_{i}(K;j, s, \chi),$ $L_{i}^{*}(K;j, S,\overline{x})$ が Weil の逆定
理の条件を満たしていることを示せばよい. 関数等式についてはすでに Theorem 1
で示されているので, $\Lambda_{|d_{K}|}(s, L_{i})$ 等の任意の垂直領域での有界性が問題になるが, 有
界性は T.Shintani[6] の Theorem 1.1の証明を真似すれば任意の垂直領域で,

$\Lambda_{|d_{K}|}(s, L_{i})-a_{0}/S=o(e^{-\pi|\tau|})/2$ $(_{S=\sigma+}\sqrt{-1}\tau, |\tau|arrow\infty)$ ,
という評価が得られることと, Phragmen-Lindel\"of の定理から示される.
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口

4. FOURIER 係数について

本節では得られた保型形式 $f^{(i)}(z),$ $g^{(i)}(z)$ の Fourier係数 $\{a_{n}^{(\dot{\mathrm{t}}\rangle}\},$ $\{b_{n}^{(i)}\}(i=1,2)$

を [2] で考察された Dirichlet 級数を用いて書き下してみる. その為の ‘ r備として以
下でその Dirichlet 級数 $Z(n, s)$ を定義し, その性質をまとめてみることにする.
まず記号の準備をする. $p$ を素数とする. $n\in \mathbb{Z}$ に対して $p^{t}||n(t\in\{0\}\cup \mathrm{N}\cup\{\infty\})$

は $n\neq 0$ ならば $P^{t}$ が $n$ をちょうど割り切るものとし, $n=0$ のときは $t=\infty$ とす

る. また, 集合 $S$ に対してその位数を $\# S$ で表すことにする. このとき, 3節の (1)

式, (2) 式で定義した $r(\iota, n),$ $r*(\iota, n)$ は

$r(l, n)$ $=\#\{\gamma\in \mathcal{O}/\iota O||\gamma|^{2}\equiv n(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} l\mathcal{O})\}$ ,

$r^{*}(l, n)$ $=\#\{\gamma\in \mathcal{O}^{*}/l\mathcal{O}||d_{K}||\gamma|^{2}\equiv n(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \iota|d_{K}|\mathcal{O})\}$

となる. $r(l, n)$ と $r^{*}(\iota_{n)}$, の間には次の関係がある :

(3) $r^{*}(l, n)=|dK|^{-}1r(|d_{K}|l, n)$ .

Lemma $r(l, n)<2^{N(\epsilon)+}1l^{1\epsilon}+$ .
口

[証明] まず, $r(l, n)\leq l\#\{x\in \mathbb{Z}/l\mathbb{Z}|X^{2}\equiv a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} t)\}\leq l2^{d(\iota)}+1$ , である. ここで,

$d(l)$ は $l$ の素因子の個数である. $l= \prod_{\dot{0}}^{d(l}=1p_{i}$
) $e_{i}$ とおき, 素数 $q$ を次の条件を満たすよ

うに選ぶ : 任意の $\epsilon>0$ に対して, $(\log q)^{-1}<\epsilon(\log 2)^{-1}$ . $N(\epsilon)$ で $q$ より小ざい素
数の個数を表すものとすれば,

ご

$\log l+N(\epsilon)\log q=\sum_{=i1}ei\log p_{i}+N(\epsilon)\log q\geq d(l)\log q$
,

という不等式を得る. これから

$d(l)+1 \leq\frac{\log l}{\log q}+N(\epsilon)+1<\frac{\epsilon\log l}{\log 2}+N(\epsilon)+1$ .

を得て, 直ちに $2^{d(\iota)+1}<2^{N(\epsilon)+1}l^{\epsilon}$ , すなわち $r(l, n)<2^{N(\epsilon)+1}l^{1\epsilon}+$ を得る.
口

ここで, Lemma 4の証明の続きをする. 特に, $\phi=\phi_{1}$ の場合に示せば十分置ある.

[Lemma 4の証明の続き] このとき級数は

$\sum_{x\in\Gamma\backslash V_{\mathbb{Q}}\cap V_{i}}\phi 1(x)|x_{1}|^{-}\mathit{8}1|\det X|-S=,\sum_{\underline{\tau}\iota_{n}=}^{\infty}r(l, (-1)^{i1}-n)l^{-s_{1}}n-s$
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となる. 上の Lemma により, この級数は $\mathrm{R}es_{1}>2,$ ${\rm Re} s>1$ で収束する.
口

次に任意の整数 $n$ に対して,

$Z(n, s)$ $:= \sum_{l=1}^{\infty}r(t, n)l-(1+S)$ ,

$Z^{*}(n, s)$ $:= \sum_{l=1}^{\infty}r*(\iota, n)l-(1+S)$ ,

と定義する.
この関数 $Z(n, s)$ は上の補題により ${\rm Re} s>1$ で絶対収束する. 更に, $\mathrm{R}es>1$ で

次のように表されることが知られている :

$Z(n, s)=\{$
$\zeta_{K}(s)L(S+1, x_{d_{K}})-1$ $n=0$

$\theta(n, S)\zeta(s)L(S+1, \chi_{d_{K}})-1$ $n\neq 0$ ,

ここで $\zeta_{K}(s)$ は二次体 $K$ のゼータ関数で,

$L(s, \chi_{d}K):=\sum_{n=1}^{\infty}(\frac{d_{K}}{n})n^{-g}=\prod_{p}(1-(\frac{d_{K}}{p})p-s)^{-1}$ ,

$\theta(n, s-1)=\prod_{np|dK}R_{p}(n,p^{-})s$

であり, ここで

$R_{p}(n, X):=\{$

$-_{1-} \mathrm{R}_{p}1-\frac{d_{K}}{(^{p}}(px)\frac{d_{K}}{p})xt+1$ for $p \int d_{K},p^{t}||n$

$1-1-1+1+ \{,\frac{-|d_{K,0}|^{t}n_{0}}{\frac\frac\iota\{d_{K,2}^{t}\frac n_{0}d_{K’ 2}nd_{K}^{t}--88204np_{0}((})()^{t}2X+tx_{3}+1(2X2x)p))^{t+3}t+2$

for $p|d_{K,p}\neq 2,pt||n$

for. $4|d_{K},$ $d_{K,1}\equiv 2(8)$ , $2^{t}||n$

for $\backslash 4|d_{K},$ $d_{K,1}$. $\equiv 6(8)$ , $2^{t}||n$

for $4|d_{K},$ $d_{K,1}\equiv 3$ or 7(8), $2^{t}||n$
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である. 更にここで $d_{K,0:}=d_{K}/p,$ $n_{0}=p^{-t}n$ , また $d_{K}\equiv 0$ (mod 4) のときに (は,
$d_{K,1}=d_{K}/4$ ,

$d_{K,2}=\{$
$-d_{K,1}/2$ if $d_{K,1}\equiv 2$ (mod 4),
$(1-d_{K,1})/2$ if $d_{K,1}\equiv 3$ (mod 4)

である (詳しくは [2] の 34 Theorem) . また説明は省くが (3) 式を用いて $Z^{*}(n, s)$

について次を示すこともできる :

$Z^{*}(n, s)=\{$
$\zeta_{K}(s)L(s+1, xdK)-1$ $n=0$

$\theta^{*}(n, s)\zeta(s)L(s+1, xdK)-1..n\neq 0$,

ここで,

$\theta^{*}(n, s-\rceil\wedge)=p|d\prod_{nK}R_{p}^{*}(n,p-s)$

であり, ここで

$R_{\mathrm{p}}^{*}(n, X):=\{$

$R_{\mathrm{p}}(n, X)$ for $p\parallel d_{K,p}t||n$

$1-1+1+1-[^{\frac{-|d_{K,0}|^{t}n_{0}}{\frac)(\frac{\frac{}{K,2}d^{t}n_{0}-88p}{d_{K,2}^{t}n_{0}d_{K^{-4}}^{t},2n0})_{(}^{(}}}2X)2X)2X)^{t}1(pX)^{t}tt$ $forf_{\mathit{0}}rforfor$ $p|d_{K},,p_{K,1}\neq 4|d_{K},d\equiv 2(8)4|d_{K},dK,1\equiv 6(4|dKd_{K},1\equiv 3\mathit{0}2,pt1|8)nr7(82^{t}||2^{t}||),nn_{2^{t}||n}$

である. 今回得られた保型形式 $f^{(i)}(z),$ $g(i)(z)$ の Fourier 係数は $n>0$ に対して, そ
れぞれ

$a_{n}^{(i)}$ $=$ $(-1)^{i}n \sum_{=1}2j\iota\infty\frac{r(l,(-1^{\backslash i}\mathit{1}-1n)}{l^{2j+1}}=(-1)^{i}nZ2j((-1)i-12jn,)$ ,

$b_{n}^{(i)}$ $=$ $\sqrt{-1}/(2\sqrt{m})|d_{K}|1/2-jn^{2}jZ*((-1)i-12jn,)$

であるから,

$\theta(0.’ 2j)$ $:=$ $\frac{(-1)^{i+}j+_{\mathrm{A}}^{\tau}2L(2j+1,\chi_{d}K)\mathrm{r}(2j+1)}{(2\pi)^{2j+}1}$

$\theta^{*}(0. ’ 2j)$ $:=$

$(-1)^{i+1}2m\sqrt{-1}|dK|2jL(2j+1, \chi_{d}K)\mathrm{r}(2j+1)$

$(2\pi)^{2j+}1$

58



と定義すると, 保型形式戸)(z), $g^{(i)}(z)$ は

$f^{(i)}(_{Z)} = \frac{(-1)^{i}\zeta(2j)}{L(2j+1,x_{d}K)}\sum_{n=0}^{\infty}\theta((-1)i-12n,j)n^{2j}e(nZ)$,

$g^{(i)}(z)$ $=$ $\frac{\sqrt{-1}|dK|1/2-j\zeta(2j)}{2\sqrt{m}L(2j+1,\chi d\kappa)}\sum_{n=0}^{\infty}\theta*((-1)^{i-1}n, 2j)ne2j(nz)$

となる.
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