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$0$ . Bieberbach の予想

関数論の重要な定理の–つに Riemann の写像定理がある (例えば $[\mathrm{C}78:\mathrm{p}.160]$

参照) .
Riemann の写像定理. 複素平面上の少なくとも二つの境界点をもつ単連結領域
は, ある解析的な関数 $f(z)$ によって, 単位円の内部を 1対 1かつ等角に写されたも
のである.

この関数 $f(z)$ は Riemann の写像関数といわれる斌 $f(\mathrm{O})=0,$ $f’(\mathrm{O})>0$ とし
て扱われる. これを関数の正規化という. こうした関数の–例として Koebe 関数
がある :

$\frac{z}{(1-wz)^{2}}=z+2wz^{2}+\mathrm{s}wz^{3}+2\ldots$ .

ただし, $w$ は $|w|=1$ の定数 この関数は単位円を複素平面より原点から 1/4離れ
た点を出発点とする radial slit を取り除いた領域に写す.
このとき, Bieberbach が次の予想をたてた.

Bieberbach の予想 (1916). 正規化された Riemann の写像関数

$f(z)= \sum_{=n1}^{\infty}a_{n^{Z^{n}}}$

において, その係数は次の条件を満たす :
$|a_{n}|\leq na_{1}$ ($.7?>0$ , 整数). .

ある $n>1$ に対して上の等式が成り立つのは, $f(z)$ が Koebe 関数の定数倍のとき
だけである.

Bieberbach 自身 $n=2$ の場合を示した. その後 1923年 K. L\"owner が $n=3$
のときを) 1954年 $\mathrm{P}.\mathrm{R}$ . Garabedian-M. Schiffer が $n=4$,1968年 M. Ozawa と

$\mathrm{R}.\mathrm{N}$ . Pederson が $n=6,1972$ 年 Pederson-Schiffer が n $=5$ のときをそれぞれ示
した. L\"owner の方法は–般の場合に応用できる道具を含んでいる. そして, 遂に
1984年 2月に L. de Branges がW. Gautschi の助けを借りて, すべての係数につ
いての予想を証明した. それには, 次のような関数空間 (Dirichlet 空間) と作用素
(substitution 作用素) が使われた

$D$ を $D$上の解析的な関数 $f(z)= \sum^{\infty}n=1a_{n}Z^{n}$ で

$||f||_{\mathcal{D}}^{2}= \sum_{1n=}^{\infty}n|a_{n}|^{2}<\infty$
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であるようなものの全体とする. $B$ を単位円板の部分領域に対する正規化された
Riemann の写像関数とし, $C_{B}f(\mathcal{Z})=f(B(z))$ とすると, $||C_{B}f||D\leq||f||_{D}$ となる,
このとき, $C_{B}$ は $B(z)$-substitution 作用素と呼ばれる. $B(z)$-substitution 作用素
は $\mathcal{D}$上の縮小写像である.

$\nu\in R$に対して, $D_{\nu}$ を $D$上の解析的な関数 $f(z)= \sum an\mathcal{Z}^{\nu+n}$ で

$||f||_{\nu}^{2}= \sum_{n=1}^{\infty}(\nu\urcorner-1n)|a_{n}|^{2}<\infty$

であるようなものの全体とする. $B$ を正規化された Riemann の写像関数とすると
き, $f\in D_{\nu}$ に対して, $C_{B}f\in D_{\nu}$ であり, $||C_{B}f||_{\nu}\leq||f||_{\nu}$ となる. $\nu=-2$ は $\mathrm{T}.\mathrm{H}$ .
Gronwall によって証明された area theorem の強い場合であり, Bieberbach はこれ
を $n=2$ の場合の証明に使った. 1939年 H. Grusky によって, この area theorem
が–般化され, Bieberbach の予想の $n=4,5,6$ の場合の証明の道具となった. そ
して, Bieberrbach の予想は Robertson(1936) の予想, Milin の予想 (1971) と言い
換えられていったが de Branges は上のような関数解析的な道具を用いて, Milin
の予想を示し , Bieberbach の予想に完全に答えたのである.
こうしたことは [Bea86] や $[\mathrm{d}\mathrm{B}86]$ などに詳しく載っているがその後も J. B.

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{y}$[ $\mathrm{c}95$ :Chap.17] や X. $\mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}- \mathrm{Q}\mathrm{i}\mathrm{n}[\mathrm{M}\mathrm{Q}97]$ らによる別証や拡張も与えられて,
いる. そして, de Branges の証明に使われた技法に着目した D. Sarason はその方
法を自身の研究テーマである単位円上の関数空間や作用素の研究に持ち込み, 継続
した理論を展開している. 本論はその成果である $[\mathrm{S}\mathrm{a}86\mathrm{b}]$ や $[\mathrm{S}\mathrm{a}94\mathrm{b}]$ を中心にまと
め, 関連した問題を整理したものである.

1. 基礎概念

この章では, Hilbert 空間とその上の作用素の–般の結果をまとめる.
$H_{1}$ と $H_{2}$ をそれぞれ HHHilbert 空間とする. もし $H_{1}$ が $H_{2}$ の部分空間であり, $H_{1}$

から $H_{2}$への包含写像が有界のとき,Hl は $H_{2}$ に有界に含まれるという. さらにそ
の写像が縮小写像 (nornl が 1以下, contraction) であるとき, $H_{1}$ は $H_{2}$ に縮/J\的に
含まれるという. 例えば, $H$の任意の閉部分空間は $H$ に縮/J\的 (等距離的) に含ま
れている.

$A$ を $H_{1}$ から $H_{2}$への有界な線形作用素とする. $\mathcal{M}(A)$ を $A$ の値域とし, $A$ が Hl
から $\mathcal{A}\Lambda(.A)$ への上への coisometry となるように Hilbert 空間の構造を与えるもの
とする. すなわち, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ を $A$ の核 $\{x:AX=0\}$ とすると, $x,$ $y\in H_{1},$ $x,$ $y\perp \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$

に対して,
$(Ax, Ay\rangle_{}r\iota(A)=\langle x, y\rangle_{H_{1}}$

である. また, このとき $x\perp \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A,$ $y\in H_{1}$ ならば,

$\langle Ax, \mathrm{A}y\rangle \text{ノ}\vee\{(A)=\langle x, y\rangle_{H_{1}}$

である. $M(A)$ は $H_{2}$ に有界に含まれ, さらに $A$ が縮小写像なら $l\mathrm{f}^{\backslash },$ $/\vee l(A)$ は $H_{2}$

に縮小的に含まれる.
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$y\in H_{2}$ に対して, $y$ によって導かれた $H_{2}$上の有界線形汎関数の At $(A)$ への制限
は $\mathcal{M}(A)$ 上の有界線形汎関数となる. よって, それは $\mathcal{M}(A)$ の内積によった $\mathcal{M}(A)$

の要素によって導かれる : $x\perp \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ に対して,

$\langle Ax, y\rangle_{H_{2}}=\langle x, A^{*}y\rangle_{H_{1}}$

$=\langle Ax, AA^{*}y\rangle_{\mathcal{M}(}A)$ .

作用素の値域については次の Douglas の結果 $([\mathrm{D}\mathrm{o}66])$ が有益である.

補題 l.l(Douglas). $A$ と $B$ を Hilbert 空間 $H$上の有界な線形作用素とする. こ

のとき次の条件は同値である :
(1) $A$ の値域は $B$の値域に含まれる;
(2) ある\mbox{\boldmath $\kappa$} $>0$ に対して, $AA^{*}\leq\kappa^{2}BB^{*}$が成り立つ;
(3) $H$上の有界線形作用素 $C$が存在して, $||C||\leq\kappa,$ $A=BC$ を満たす.

これより, 次の定理がすぐでる.

定理 12. (1) $/\vee\downarrow(\mathrm{A})$ が $j\mathrm{W}(B)$ に有界に (縮小的に) 含まれるための必要十分条
件は $A\mathrm{A}^{*}\leq\kappa^{2}BB^{*}(\kappa^{2}=1)$ である.

(2) $J\vee t(A)$ と $\mathcal{M}(B)$ が Hilbert 空間として–致するための必要十分条件は
$AA^{*}=BB^{*}$である. 特に, $\mathcal{M}(A)=\mathcal{M}((AA^{*})^{1/2})$ である.

(3) $\mathcal{M}(A)$ が $H$の普通の閉部分空間 伽 $(A)$ が $H$ の norm で閉部分空間となっ
ている) であるための必要十分条件は $A$ が部分等長作用素 (partial isometry) で
ある. すなわち, $x\perp \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ に対して, $||AX||=||x||$ .

$A$ が縮/j\写像のとき, $\mathcal{M}((1-AA*)1/2)$ を $\mathcal{M}(A)$ の補部分空間といい, $\mathcal{H}(A)$

で表す. $M(A)$ が普通の部分空間, すなわち, $A$ が部分等長作用素ならば, $A\mathrm{A}^{*}$ ,
$1-AA^{*}$ は補射影作用素であり, $\mathcal{H}(A)$ は $\mathcal{N}\ell(A)$ の普通の直交補空間となる. そう
でないとき, $\mathcal{M}(A)\cap \mathcal{H}(A)$ は重複空間 (overlapping) と呼ばれる.

定理 13. $A$ が縮小写像ならば,

$A(1-A^{*}A)^{1/2}=(1-AA^{*})1/2A$ .

次の定理が $\mathcal{H}(A)$ と $\mathcal{H}(A^{*})$ の関係を与える.

定理 14. $A$ を $H_{1}$ から $H_{2}$への縮小写像とする. $x\in H_{arrow}$,が $\mathcal{H}(A)$ に属するための
必要十分条件は $A^{*}x\in \mathcal{H}(A^{*})$ である. このとき, $x_{1},$ $x_{2}\in \mathcal{H}(A)$ ならば

$\langle x_{1}, x_{2}\rangle_{\mathcal{H}}(A)=\langle x_{1}, x_{?}d\rangle_{H_{2}}+\langle A^{*}x_{1\backslash \prime}A\star\rangle x2\mathcal{H}(A^{*})$

である.

重複空間 $\mathcal{M}(A)\cap \mathcal{H}(A)$ が non-trivial でないことは [定理 14] で $A$ を $A^{*}$ とし
てみることよりでる.
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定理 L5. $A$ を上のようにするとき,

$\mathcal{M}(A)\cap \mathcal{H}(A)=A\mathcal{H}(A^{*})$ .

よって, $\mathrm{A}4(A)\cap \mathcal{H}(A)=\{0\}$ であるための必要十分条件は $A(1-A^{*}A)^{1/2}=0$ ,
すなわち, $A(1-A^{*}A)=0,$ $A=AA\star A$ である. 」$:\text{って}$

)
このとき $A\mathrm{A}^{*}=(A\mathrm{A}^{*})^{2}$

となり) $AA^{*}$ は射影となる. ノ\check l(A) と $\mathcal{H}(A)$ は互いに直交補空間となる.

2. De Branges-Rovnyak 空間

Hardy 空間とその上の Toeplitz 作用素を導入して, 1章の結果からでる悔質を
述べる.
まず HHHardy 空間を定義する. $D$ を単位円板とし, $\partial D$ を単位円周とする. $1\leq p\leq$

$\infty$ に対して, $L^{p}$ を� D上の Lebesgue 空間とする. さらに, $1\leq p<\infty$ のとき

$H^{p}=\{f\in L^{p}$ : $\int_{0}^{2\pi}f(e)ed\theta i\theta-in\theta=0,$ $n=-1,$ $-2,$ $\cdots\}$

とし,
$H^{\infty}=$ { $f$ : $D$上の有界な解析関数}

とおく. このとき, $H^{p}$ は次のように定義された norm $||\cdot||_{p}$ によって, 古典的な
Hardy 空間と呼ばれる Banach 空間となる :

$||f||_{p}^{p}= \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}|f(e)i\theta|^{p}d\theta$, $1\leq p<\infty$

$||f||_{\infty}= \sup\{|f(z)| : z\in D\}$ .

特に, $p=2$ のときは内積

$\langle f,g\rangle=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(e)_{\mathit{9}}i\theta\overline{(ei\theta)}d\theta$

をもつ Hilbert 空間となる.
$P$ を $L^{2}$ から $H^{9}\sim$への直交射影とする. $\varphi\in L^{\infty}$ に対して,

$T_{\varphi}f=P(\varphi f)$ , $f\in H^{2}$

と定義すると, $T_{\varphi}$ は $H^{2}$ から $H^{2}$への有界な線形作用素となる. このとき,T\mbox{\boldmath $\varphi$} は $\varphi$

を symbol とする Toeplitz 作用素と呼ばれ, 次のような性質がある ;

(1) $||T_{\varphi}||=||\varphi||_{\infty}$ ;
(2) $T_{\varphi}^{*}=\tau_{\overline{\varphi}}$;
(3) $\varphi,$ $\psi\in L^{\infty},$ $\varphi\in H^{\infty}$ または $\psi\in H^{\infty}$ のとき, $\tau_{\overline{\psi}^{T_{\varphi}=T_{\overline{\psi}}}\varphi}$ .
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Hardy 空間やその上の作用素のついては多数の良書がある. 例えば,[Do98],
$[\mathrm{D}\mathrm{u}70],[\mathrm{H}\mathrm{o}62],[\mathrm{G}81],[\mathrm{S}\mathrm{a}78]$ 参照.
いま, $\mathcal{M}(\varphi)=\mathcal{M}(T_{\varphi})$ (恥の値域) とかく. $||\varphi||_{\infty}\leq 1$ なら $l\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash },$

$T_{\varphi}$ は縮小写像
となる. このとき $\mathcal{H}(\varphi)=\mathcal{H}(T)\varphi$ とかく. $\mathcal{H}(\varphi)$ の norm や内積を $||\cdot||_{\varphi}$ や $\langle\cdot\rangle_{\varphi}$ と

記す.
$\lambda\in D$ に対して, $k_{\lambda}(Z)=1/(1-\overline{\lambda}z)$ は $H^{2}$ の核関数となっている :

$f(\lambda)=\langle f, k\lambda\rangle$ , $f\in H^{2}$ .

$\varphi\in L^{\infty},$ $||\varphi||_{\infty}\leq 1$ ならば,

$\langle(1-T_{\varphi}T_{\varphi}^{*})^{1/}2f, k\lambda\rangle_{H}2=\langle(1-\tau_{\varphi}T_{\varphi}*)^{1}/2f, (1-T_{\varphi}\tau_{\varphi}*)k\lambda\rangle_{\varphi}$

となることから, $\mathcal{H}(\varphi)$ における核関数 $k_{\lambda}^{\varphi}$ は

$k_{\lambda}^{\varphi}=(1-T\tau*\varphi\varphi)k\lambda$

で与えられる.

定義 2.1. $b\in H^{\infty},$ $b\neq$定数 $||b||_{\infty}\leq 1$ に対して, $\mathcal{H}(b)=\mathcal{H}((1-^{\tau T^{*}}bb)^{1/}2)$ を $de$

Branges-Rovny誼空間と呼ぶ.

同様に, $\mathcal{H}(\overline{b})$ も定義すると,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\tau T_{\overline{b}}$ $\leq TT_{\overline{b}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

であるから, [定理 1.2] から $\mathcal{H}(\overline{b})\subset \mathcal{H}(b)$ がでる.
目的は $\mathcal{H}(b)$ や $\mathcal{H}(\overline{b})$ の構造を調べることであるが, 1章の結果からでるものが

ある.
まず, $\mathcal{H}(b)$ の核関数 $k_{\lambda}^{b}$は次のようにかける. $k_{\lambda}^{b}=(\mathit{1}-T_{b}T\overline{b})k\lambda$ より

$k_{\lambda}^{b}=(1-\overline{b(\lambda)}b)k_{\lambda}$.

特に, その norm は

$||k_{\lambda}^{b}||_{b}^{2}=k_{\lambda}^{b}( \lambda)=\frac{1-|b(\lambda)|^{2}}{1-|\backslash |^{2}}$

,

である.

[定理 14] から次のことがでる.

定理 22. $f\in H^{2}$ に対して, $f\in \mathcal{H}(b)$ である必要十分条件は $T_{\overline{b}}f\in \mathcal{H}(\overline{b})$ である.
さらに $f1,$ $f_{2}\in \mathcal{H}(b)$ ならば,

$\langle f_{1}, f_{2}\rangle_{b}=$.
$\langle f_{1}, f_{\underline{9}}\rangle+\langle T_{\overline{b}}f_{1}, \tau f\overline{b}2\rangle_{\overline{b}}$ .

重複空間については [定理 15] から次のことがいえる.
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定理 2.3.
$\mathcal{H}(b)\cap \mathcal{M}(b)=T_{b}\mathcal{H}(\overline{b})$

次に冗 (b) と $\mathcal{H}(\overline{b})$ の不変部分空間性をみる.

定理 2.4. $\varphi\in H^{\infty}$ とする. $\mathcal{H}(b)$ と $\mathcal{H}(\overline{b})$ は $T_{\overline{\varphi}^{-}}$不変である. これらの空間上の $T_{\overline{\varphi}}$

の llorm は $||\varphi||_{\infty}$ を超えない.

特に $\varphi(Z)/=z$ とおく. $S=T_{z}$ とすると, $S^{*}=T_{\mathit{7}}$であり,

$S^{*}f(Z)= \frac{f(z)-f(0)}{z}=\overline{z}(f(Z)-f(0))$ , $f\in H^{2}$

である. このとき, $\mathcal{H}(b)$ は $s*$不変である. いま, $X=S^{*}|_{\mathcal{H}(b)}$ ($S^{*}$ の $\mathcal{H}(b)$ への制
限) とかく.

定理 2.5.

(1) $S^{*}b\in \mathcal{H}(b)$ .
(2) 実際 $X^{*}$ は次のようにかける :

$X*h=Sh-\langle h, s*b\rangle_{b}$ , $h\in \mathcal{H}(b)$ .

$s*$ の概念は次のように拡張できる.
$\lambda\in D$ に対して,

$(Q_{\lambda}f)(z)= \frac{f(z)-f(\lambda)}{z-\lambda}$ , $f\in H^{2}$

とおく. 特に, $Q_{0}=S^{*}$ である. この $\text{と}$ き, $Q_{\lambda}=(1-\lambda S^{*})^{-}1S^{*}$ となり, $Q_{\lambda}b\in \mathcal{H}(b)$

であることががせるが $\mathcal{H}(b)$ と $\mathcal{H}(\overline{b})$ の $Q_{\lambda^{-}}$ 不変性は問題である.
$\varphi\in H^{\infty}$が $T_{\varphi}\mathcal{H}(b)\subset \mathcal{H}(b)$ を満たすとき, $\varphi$ を $\mathcal{H}(b)$ の乗法因子 (multiplier)

という. [定理 23] より, $\mathcal{H}(b)$ の乗法因子は $\mathcal{H}(\overline{b})$ の乗法因子である.
また, $\varphi$ が $\mathcal{H}(b)$ 上の乗法因子のとき,f\in $\mathcal{H}(b)$ に対して, $M_{\varphi}f=\varphi f$なる乗法

作用素 $l\backslash /I_{\varphi}$ を定義すると, $M_{\varphi}^{*}k_{\lambda}^{b}=\overline{\varphi(\lambda)}k_{\lambda}^{b}$ である.

定理 2.6. $M$ を $\mathcal{H}(b)$ 上の有界作用素で, $M^{*}$が $k_{\lambda}^{b}$ を固有ベクトルとしてもて $f\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }$,
$M$は乗法作用素となる.

$\mathcal{H}(b)\text{及び}\mathcal{H}(\overline{b})^{\backslash }$の不変部分空間問題や乗法因子の特徴付けの問題は大きな問題
(難問) であり, 現在でも最も活発に研究されているテーマの一つである. これら
については 4章でその現況をまとめる.

ここで、 $b\in H^{\infty}$ , ||b|沖 $\leq 1$ を場合分けすることで, もう少し $\mathcal{H}(b)$ の具体的な
様子をみてみよう.

(I) $b=\lambda,|/\backslash |\leq 1$ の場合.
(i) $|\lambda|=1$ ならば
$(1-T_{b}T_{b^{*}})^{1}/2=0$ . よって, $\mathcal{H}(b)=\{\mathrm{o}\}$ .
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(ii) $|\lambda|<1$ ならば
$(1-T_{b}T_{b^{*}})1/2=(1-|\lambda|^{2})^{1/}2>0$ . よって, $\mathcal{H}(b)=H^{2}$ .

(II) $||b||_{\infty}<1$ の場合.
$||\tau_{b}\tau_{b^{*}}||<1$ より, $(1 -T_{b}T_{b^{*}})1/2$ は可逆 よって, $\mathcal{H}(b)=H^{2}$ .

(III) $||b||_{\infty}=1$ の場合.
$(\mathrm{i})|b|=1$ ならば
$P_{b}$ : $H^{2}arrow bH^{2}$ と $P_{\overline{b}}$ : $H^{2}arrow H^{2}\ominus bH^{2}$ をそれぞれ直交射影とするとき,

$(1-T_{b}Tb^{*})^{1/2}=P_{\overline{b}}$

となり,H(b) $=H^{2}\ominus bH^{2}$ である. よって $H^{2}=\mathcal{H}(b)+\mathcal{M}(b)$ であり, $\mathcal{H}(b)$ 上の乗
法因子は定数だけである.

(ii) よって, 以上以外の場合を考えることになる. それは $b$ が $H^{\infty}$の単位球の端
点かどうかで場合分けされている.

3. 角微分への応用

2章で定義された核関数 $k_{\lambda}^{b}$ の norm の表示から想像されることでもあるかもし
れないが, $\mathcal{H}(b)$ の理論は Carath\’eodory の角微分に関する定理の証明に応用される
斌この定理は合成作用素の compact 性の特徴付けにおいて, 大変有効なものであ
る. これ自体でも興味深いものなので, ここに Hilbert 空間 (de Branges-Rovnyak
空間) 流の証明を紹介する.([Sa88b],[Sa94b:Chap. VI] による.)

定理 3.1. $f$ を $D$上解析的な関数とし,Zo $\in\partial D$ とする. このとき次の条件は同値で
ある :

(1) $f$ は $z_{0}$ で lloD-tangel2tial 極限 $f(z_{0})$ をもち, $(f(Z)-f(z\mathrm{o}))/(z-z_{0})$ は $z_{0}$

で $\mathrm{n}o\mathrm{n}- t_{\partial}nge\mathrm{n}ti\mathrm{a}l$ 極限をもつ ;
(2) $f’$ は $z_{0}$ で non-tangential 極限 $f’(Z_{0})$ をもつ.

これらの条件をもつとき, $f$ は $z_{0}$ で角微分をもつといい, 条件 (1) の商の極限を
$f’(Z_{0})$ とかく.

関数 $f$か $z_{0}$ で角微分をもち, $|f’(z0)|=1$ であるとき, $f$ は Caratheodory の意味
で角微分をもつという.

定理 3.2 (Caratheodory の定理). $z_{0}\in\partial D$ に対して

(C) $c= \lim_{zarrow z_{0}}\inf\frac{1-|b(z)|}{1-|z|}<\infty$

ならば, $b$ は $z_{0}$ で Caxatheodory の意味で角微分をもつ. $b’(’\sim 0_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}’)=cb(z\mathrm{o})/z_{0}$ が成り
立ち, $(1-|b(z)|)/(1-|z|)$ は $z$が $z_{0}$へ non-tangential に近づくとき, $c$ へ近づく.
他方, $b$ が $z_{0}$ で Carath\’eodory の意味で角微分をもつならば, $z$が $z_{0}$へ急速に近

づくとき 7 $(1-|b(z)|)/(1-|z|)$ は有界. よって, 条件 $(C)$ が成り立つ.

これを $\mathcal{H}(b)$ を使って言い換える.
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定理 3.3. $\mathcal{Z}\text{。}\in\partial D$ とするとき, 次の条件は同値である :
(1) 条件 $(C)$ が成り立つ ;
(2) $(b(z)-\lambda)/(z-z\mathrm{o})$ となるような絶対値が 1の複素数 $\lambda$が存在する ;
(3) $\mathcal{H}(b)$ の任意の関数は $z_{0}$ で non-tangential 極限をもっ.

証明. (1) $\Rightarrow(2)k_{z}^{b}(w)=(1-\overline{b(z)}b(w))/(1-\overline{z}w)$ であった.

$c= \lim_{zarrow z}\inf_{0}\mathrm{f}$ $||k_{Z}^{b2}||b= \lim_{zarrow z}\inf_{0}\mathrm{f}$
$\frac{1-|b(_{Z})|^{2}}{1-|_{Z1^{2}}}<\infty$

とする.
$\{z_{n}\}\subset D$ として, $||k_{z_{n}}^{b}||_{b}^{2}arrow c,$ $z_{n}arrow z_{0}\text{とすると},b(z)n$ はある複素数 $\lambda$ に収束

する.
Hilbert 空間の閉単位球は弱 compact であるから, $k_{z_{n}}^{b}$ はある関数 $h\in \mathcal{H}(b)$ へ

弱位相で収束する. そのとき, $z\in D$ に対して,

$h(z)= \langle h, k_{z}^{b}\rangle b=\lim_{z}\langle z_{n^{arrow}0}k^{b}zh’ k_{z}^{b}\rangle_{b}$

$= \lim_{0z_{n}arrow z}\frac{1-\overline{b(_{Z}n)}b(_{Z})}{1-\overline{z_{n^{Z}}}}$

$= \frac{1-\overline{\lambda}b(z)}{1-\overline{z_{0\sim}}}$

,

となる.
このとき, もし囚 $<1$ ならば, $h\not\in H^{2}$ . よって, $|\lambda|=1$ である.
(2) $\Rightarrow(3)$ 仮定より, $b$ は $z_{0}$ で non-tangential 極限 $\lambda$ をもつ. よって, $\lambda=b(Z_{0})$

とかける.
$k_{z_{0}}^{b}(z)=(1-\overline{b_{\backslash }^{(}Z0)}b(Z))/(1-\overline{z0}z)$ とかくと, $z$ を $z0$へ non-tangential に近づけ

るとき, $k_{z}^{b}$ は $k_{z_{0}}^{b}$ に弱収束することを示せばよい.
あきらかに, $k_{z}^{b}$ は $k_{z_{\text{。}}^{}b}\text{に各点収束す^{る}}$ . すなわち

$\langle k_{\sim}^{b},, k_{w}^{b}\rangle_{b}arrow\langle k_{z\text{。}^{}b}, k_{w}^{b}\rangle_{b},$ $w\in D$ $(zarrow z_{0})$ .

$k_{w}^{b}$ は $\mathcal{H}(b)$ を張るから, $zarrow z_{0}$ のとき.\mbox{\boldmath $\delta$} $||k_{z}^{b}||_{b}<\infty$ を示せばよい.

$\langle k_{z_{0}’ z}^{bb}k\rangle_{b}=\frac{1-\overline{b(z_{0})}b(z)}{1-\overline{z_{0}}z}$

であるから, Schwarz の不等式より

$| \frac{1-\overline{b(Z_{0})}b(_{Z})}{1-\overline{z_{0^{\mathcal{Z}}}}}|^{2}\leq||k_{z\text{。}b}^{b}||_{b}^{2}||k_{z}^{b}||^{2}$

$=||k_{z_{0}}^{b}||_{b}^{2_{\frac{1-|b(_{Z})|^{2}}{1-|z|^{\underline{\mathrm{o}}}}}}$ .
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よって

$| \frac{1-|b(_{Z})|^{2}}{\overline{z_{0}}-z}|^{2}\leq||k_{z_{0}}^{b}||_{b}^{2}\frac{1-|b(Z)|2}{1-|_{Z|^{2}}}$ .

すなわち

$||k_{z}^{b}||_{b}^{2}= \frac{1-|b(_{Z})|^{2}}{1-|_{Z|^{2}}}$

$\leq||k_{z_{0}}^{b}||^{2}b(\frac{1+|b(z)|}{1+|z|})2(\frac{|_{\overline{Z_{0^{-}}}}z|}{1-|_{Z|^{2}}})^{2}$ .

右辺は $zarrow z_{0}$ のとき, 有界. よって (3) がいえる.
(3) $\Rightarrow(1)$ 一様有界性の定理より示せる. 口

定理 3.4 (Juria の補題). 条件 $(C)$ が成り立つならば

$\frac{|b(Z)-b(_{Z)|^{2}}0}{1-|b(_{Z})|^{2}}\leq c\frac{|z-z_{0}|^{2}}{1-|_{Z1^{2}}})z\in D$ .

等号成立は $b$ がM\"obius 変換のときに限る.

証明. 命題の不等式は
$|\langle k_{z}^{b}, kb\rangle_{b}0z|^{2}\leq||k_{z\text{。}b}^{bb2}||^{2}b||k|z|$.

として書き換えることができるがこれは Schwarz の不等式からでる. 口

定理より, 条件 (C) は $(1-\overline{\lambda}b(z))/(1-z)\in H^{2}$ となるような絶対値 1の複素数
$\lambda$が存在することと同値, という問題がでてくる斌これは–般には成り立たない.

$P\in(1/2,2/3)$ を固定し, $b(z)=1-2-p(1-z)^{p}$ とおくと, 条件 (C) を満たさな
いが, $(1-b(z))/(1-Z)\in H^{2}$である.

付記 $H^{\underline{9}}$上の合成作用素の compact $\uparrow\not\subset:$ もう –つ別の話
$H^{2}$上の合成作用素 $C_{b}f=f\mathrm{o}b$ の compact 性については, Shapiro による

Nevanlinna の counting 関数による特徴付けがあるが Sarason による $\mathcal{H}(b)$ 理論
からのもう -つの特徴付けがある. それは

$b$ か’o で Carath\’eodory の意味で角微分をもつ
$\Leftrightarrow$ 次の関係を満たす\mbox{\boldmath $\lambda$}\in \partial D が存在する :

$\frac{Re(1-\overline{\lambda}b)}{Re(1-\overline{z0}^{z})}\in L^{1}(\partial D)$

ということに注意することから, 次の結果がでてくる :
合成作用素 $C_{b}$が $H^{2}$上 compact である

$\Leftrightarrow$ 任意の\mbox{\boldmath $\lambda$}\in \partial D と定数でない任意の inner 関数 u(絶対値が 1) に対して,

$\frac{Re(1-\overline{\lambda}b)}{Re(1-u)}\not\in L^{1}(\partial D)$ .
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$b$ の角微分の概念を拡張した微分商 $(1-b)/(1-u)$ について嫉 [Sha99] で調べ
られている.

4. 問題

こうして導入された de Branges-Rovnyak 空間は単位円上の解析関数の空間と
して研究の好材料になる. そしてまた Hardy 空間論の諸問題と関係を持つことか

$-$ ら, その構造の解明には大いなる注目をあびている. ここでは, そうした注目すべ
き興味ある問題を取り上げる.

4.1 不変部分空間問題

2章で作用素 $S$が定義された魍 $S$は移動作用素 (unilateral shift) と呼ばれる.
Hardy 空間の重要な問題の一つに作用素 $S$について不変な空間の特徴付けがある
力\searrow H2のなかのものについては, 次の有名な Beurling の定理がある. Hardy 空間
論関係の本参照.

Beurling の定理 (1949). $/\vee t$ を $H^{2}$ の自明でない閉部分空間で, $S\mathcal{M}\subset\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{W}$ とす
る. このとき, ある $q\in H^{2}$ で荻 $=1$ となるような関数が存在して,

$\mathcal{M}=qH^{2}$

とかける.

de Branges はこの $\mathcal{M}$ と $H^{2}$ の関係を Hilbert 空間とそこに縮小的に含まれる
Hilbert 空間との関係において, ベクトル値 $H^{2}$空間へ拡張した. これをスカラー
の場合におきかえると次のようになる.
de Branges の定理\Phi $\mathcal{M}$ を $H^{2}$ に縮小的に含まれる Hilbert 空間とし、 $S\mathcal{M}\subset i\vee\downarrow$

で $S$が $j\vee\downarrow$ 上等長作用素であるとき, ある $b\in H^{\infty},$ $||b||_{\infty}\leq 1$ が存在して, $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{W}=$

$\mathcal{M}(b)$ とかける.

なお, 最近 Singh-Agrawal $[\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{A}95]$ , Singh-Thukral [Si $\mathrm{T}\mathrm{h}97$ ] が上の仮定「縮小的
に含まれる」 をはずして, 結果を得ている.

$\text{と}$ ころで $\mathcal{H}(b)$ や $\mathcal{H}(\overline{b})\text{に_{ついては}}\rangle$ [定理 24] から $S^{*}\mathcal{H}(b)\subseteq \mathcal{H}(b.),$ $S^{*}\mathcal{H}(\overline{b})\subseteq$

$\mathcal{H}(\overline{b})$ がいえていた. しかし, $\text{それ以上については}$
) 例えば, $b\in \mathcal{H}(b),$ $b\in \mathcal{H}(\overline{b})$ ,

$1\in \mathcal{H}(b)$ については, まだ不明だった.
これらについての結果をいくつか拾ってみる.
(1) $|\lambda|<1$ に対して, $k_{\lambda}\in \mathcal{H}(b)$ となるための必要十分条件は $b(\lambda)=0$ か

または $b$ が $H^{\infty}$の閉単位球の端点ではないということである.
(2) $b$ が原点で $m$ 位の零点をとるとすると, $z^{m-1}\in \mathcal{H}(b)$ である.

$z^{m}\in \mathcal{H}(b)$ であるための必要十分条件は $b$ が $H^{\infty}$の閉単位球の端点ではないと
い \eta ‘ ことである.

このことから, 次のことがでる.

(3) $b\in \mathcal{H}(b)$ であるための必要十分条件 $l\mathrm{h}b$ が $H^{\infty}$の閉単位球の端点では
ないということである.
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このことと $X^{*}$の形から, 次のことがいえる.

(4) $S\mathcal{H}(b)\subset \mathcal{H}(b)$ であるための必要十分条件は $b$ が $H^{\infty}$の閉単位球の端点
ではないということである.

このように $b$ が $H^{\infty}$の閉単位球の端点かどうかがkey になっている.

問題 1. $b$ の場合によらない統–的特徴付けを求めよ.

Sarason, Su\’arez らの研究がある.

$\mathcal{M}$ を $H^{2}$ の閉部分空間とする. $h\in \mathcal{M},$ $h(\mathrm{O})=0$ に対して )
$S^{*}h\in M$ であると

き, $M$ は $s*$ に関してほとんど不変部分空間 (nearly invariant subspace) と呼ばれ
る. 例えば, $f\in L^{\infty},$ $f\neq 0$ で $I\mathrm{u}^{\gamma}er\tau_{f}(\neq\{0\})$ であるものがその–例であるか S E.
Hayashi, Nakazi らによって, Toeplitz 作用素の核については調べられている. こ

れらについても Sarason は de Branges-Rovnyak 空間に基づいたアプローチを提
出している.

問題 2. Toeplitz 作用素の核を特徴付けよ.

4.2 乗法因子問題

前節 4.1の (4) において, $S=T_{z}$が $\mathcal{H}(b)$ の乗法因子になるための条件を述べた
か\nwarrow 2章で導入された $S$の–般化である $Q_{\lambda}$ についての不変性はどうか

問題 3. $Q_{\lambda}$ は $\mathcal{H}(b)$ について不変か ? または, 不変になるための条件を特徴付けよ

そして, もちろん $\mathcal{H}(b)$ の乗法因子全体については $b$ が $H^{\infty}$ の閉単位球の端点か
どうかが key になっていたが, 次の大問題が提出される.

問題 4. $\mathcal{H}(b)$ の乗法因子を $b$ の場合によらずに, 特徴付けよ.

Crofoot [Cr94] が次のような問題を提出している.

問題 5. $\varphi,$
$!\psi$ を inner 関数とする. $n’\iota$ : $\mathcal{H}(\varphi)arrow \mathcal{H}(?\acute{l}^{J})$ が乗法因子ならばm\in H\infty

か

問題 6. 乗法因子 $m:\mathcal{H}(\varphi)arrow \mathcal{H}(\psi)$ が存在すれ (; $\varphi,$
$\psi$ は $H^{\infty}$ の inner 関数の集

合のなかで同じ component のなかにあるか

4.3 $H^{1}$ の exposed 点

関数解析では凸集合の “ふち’ を調べる意味で端点の研究がされているが, それ
よりも条件のきつい次のような点がある. $X$ を Banach 空間, baliX をその閉単位
球 $\{||x||_{X}\leq 1\}$ とする. $x\in$ ballXが ballX の exposed 点であるとは, $L\in X^{*}$ ,
$L(x)=1=||L||$ であり, $y\neq x\in ballX$ に対して, $ReL(y)<1$ となる $L$ がとれる

ときをいう. 一般に exposed 点は端点である.
Hardy 空間において, $1<p<\infty$ のときの端点は $\{||x||_{p}=1\}$ となるため, 問題

は $p=1$ と $p=\infty$ の場合である. 空間 $H^{1}$ においての端点の研究では次の結果が
ある. $p=\infty$ の場合は, $H^{\infty}$ を $L^{\infty}$ の極大イデアル空間上の関数環とみることがで
きる $([\mathrm{O}\mathrm{h}83])$ .
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De Leeuw-Rudin の定理 (1958). ballH1 の端点は norm 1の ou$ter$ 関数である.
$H^{1}$ の outer 関数は $H^{2}$ の outer 関数の二乗でかけることから, この特徴付けが

興味となってくる. その際に次のような関数を定義する. $f\in H^{1}$ が rigid であると
は,fの定数倍以外の $H^{1}$ の関数で, $\partial D$上 (a $.\mathrm{e}$ . で)f と同じ偏角をもつものがないと
きをいう.
このとき 次の定理で $H^{1}$ の exposed 点についてはまとめられる.

$\mathrm{B}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}-\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}$-Haya$s\mathrm{h}\mathrm{i}$ の定理 (1983). $f\in H^{2},||f||_{2}=1$ の outer 関数と
する. このとき, 次のことは同値である :

(1) $f^{2}$ es exposed ft ;
(2) $f^{2}$ as rigid ;
(3) $KerT_{\overline{\mathrm{f}}/}f=\{0\}$ ;
(4) $H^{2}(|f|2d\theta)$ は定数でない実数値関数を含まない。

Sarason はこの問題について, de Branges-Rovnyak 空間を使った特徴付けを試
みた.

$b$ を $ballH\infty$の端点でないと仮定すると, Hardy 空間の理論より, $a\in H^{\infty}$ で
$|a|=1-|b|^{2}$ となる outer 関数が存在する.

Sarason の定理 1. $f^{2}$ は exposed 点である必要十分条件は $\mathcal{M}(b)$ が $\mathcal{H}(b)$ で稠密
であることである.

Sarason の定理 2. $f^{2}$ は exposed 点で, $v\in H^{\infty},$ $|v|=1$ とする. このとき,
$f_{v}=a/(1-vb)$ と定義すると, $||f_{v}||_{2}=1$ であり, $f_{v}^{2}$ は exposed 点となる.

そして, Sarason は次の予想を提出した

問題 $\tau$ ( $\mathrm{s}_{\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}}\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}$ の予想 (1988)). 次のことは同値である :
(i) $f^{2}$ は exposed 点;
(ii) $(1+u)^{-1}f\in H^{2}$ となる定数でない inner 関数 $u$ は存在しない $-$;
(iii) $||f_{\lambda}||_{2}=1$ , $\lambda\in\partial D$ .

Sarason 自身, $(i)\Rightarrow(iii),$ $(ii)\Rightarrow(iii),$ $(i)\Rightarrow(ii)$ を示している. 残ったのは
$(iii)\Rightarrow(i)$ である.

そして, そこから次のような問題が派生した.
(1) $g,$ $h\in H^{\infty}$ なら賦 $||T_{\mathit{9}}T_{\overline{h}}||\leq||gh||_{\infty}$ は成り立つか ?
(2) $g,$ $h\in Harrow$

’ で $gh\in H^{\infty}$ とすると, $T_{g}T_{\overline{h}}$は有界か ?
実際, (1) については, $g\in(H^{\infty})^{-1},$ $h=g^{-1}$ とおくと, $T_{g}T_{\overline{h}}=T_{\mathit{9}}T_{1}/\overline{g}=$

$(T_{\overline{g}/g})^{-1}$ であるから, もし $||T_{\overline{g}/g}||\leq\cdot 1$ なら $t\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash },$ $||T\overline{g}/g||=1$ . よって, $T_{\overline{g}/g}$ は unitary.
しかし, unitary な作用素は’t–B\not\in 写像の定数倍だけとなるがら矛盾. よって, (1) は
否定される.

(2) については, $g\in H^{2}$が $1/g\in H^{2}$ となる outer 関数で, $T_{\overline{g}/g}$ は可逆でないと
するとき, $h=1/g$ とおく. このとき, $T_{g}\tau_{1/\overline{g}}$は有界でない.

(1) と (2) より, 次の問題が与えられる.
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問題 8. 集合 { $g,$ $h\in H^{2}$ : $T_{g}T_{\overline{h}}$は有界} を特徴付けよ. 同じく, いつ $T_{g}T_{\overline{h}}$ が

Toeplitz 作用素になるか

$T$が $H^{2}$上の近似的 (asymptotic)Toeplitz 作用素であるとは $\lim.S^{*n}TS^{n}$が強位
相で存在するときをいう. このとき, 次の間は自然である.

問題 9. $g,$ $h\in H^{2}$ で $T_{g}T_{\overline{h}}$が近似的 Toeplitz 作用素で, 少なくとも –方が非有界で
$T_{g}T_{\overline{h}}$が有界となるか ?

4.4 Nehari の補間問題

表題の問題とは, $h_{\text{。}}\in L^{\infty}$ に対して, $h-h_{\text{。}}\in H^{\infty}$ となるような $h\in L^{\infty},$ $||h||_{\infty}\leq$

$1$ をみつけるということである. Nehari 自身が次の事実を示したことにちなんで
彼の名前がつけられた.

Nehari の定理 (1957). 上の問題の解があることの必要十分条件は HanlCel 作用
素 $H_{h_{\text{。}}が}||H_{h_{\text{。}}}||\leq 1$ を満たすことである. ただし,Hh。$f=(I-P)(h\mathrm{o}f),$ $f\in H^{2}$ .
そして, 次の定理がある.

$\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{j}\mathrm{a}\mathrm{n}-\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{V}$ -Krein の定理 (1968). h。に対する Nehari の問題が解をもつな
らば, その解は次の形をしている :

$\frac{\underline{a}}{a}(\frac{u-\overline{b}}{1-bu’})$ , $u\in ball(H^{\infty})$ .

ただし

(1) $a,$ $b\in ball(H^{\infty})$ ;
(2) a は outer 関数で $\alpha(0)>0$ ;
(3) $b(0)=0$ ;
(4) $\partial D$上 $\mathrm{a}.e$ . で $|a|^{2}+$ 園 2 $=1$ が成り立つ.

$a,$
$b$ は–意に決定され, $(a, b)$ は Nehari の対 (pair) とよばれる.

上の結果の逆が示せるか, ということが考えられるが Garnett は Nehari の問
題が $H^{1}$ の exposed 点の問題と同値であることを示した.

Garnett の定理 (1981). $(a, b)$ が Nehari の対であることと $f=a/(a-b)\in H^{2}$

は $||f||_{2}=1$ で, $f^{2}$が exposed 点であることは同値である.

よって, $\mathcal{H}(b)$ がこの問題に関係をもってくるわけで, 次の問題が提出される.

問題 10. $AAK$ の関数の集合を含むような解集合をもつ Nehari の問題の自然な–
般化があるか
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