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1 はじめに

水平に置かれた同心二重円筒間に満たされた流体中に発生する熱対流はべナール対流
の特性と鉛直平板間隔対流の特徴を併せ持ち, その乱流への遷移の過程は非常に複雑であ
る. 内円筒の温度を外円筒の温度よりも高い-定の温度に保つと, その温度差がどんなに
小さくても熱対流が生じる. 内外円筒間の温度差が小さいとき, 円筒間に生じる熱対流は
円筒間隙の上部で上昇流となっており, その対流パターンは鉛直中心軸を挟んで二つの大
きな循環渦からなる対流パターンであり, 三日月形対流と呼ばれる.
円筒間の温度差を大きくしていくとき, 温度差に比例するパラメータであるレイリ一

数 $Ra$ がある臨界値 $Ra_{\mathrm{c}}$ を越えるとこの三日月形対流は不安定となりこれとは異なるパ
ターンを持つ対流に遷移する. 三日月形対流の不安定性と遷移は, 円筒の内直径 $D_{i}$ と内
外円筒間隔 $L$ の比で定義されるアスペクト比 $A=D_{\mathrm{i}}/L$ , 流体の物性値であるプラント
ル数 P嫁こ依存して決まる. 特に, アスペクト比が大きいときには, 二重円筒熱熱対流の
不安定性はべナール対流に似た性質を持つ場合と鉛直平板間熱対流に似た性質を持つ場
合の区別が明確となる. どちらの性質が現れるかはプラントル数の大きさに依存し, プラ
ントル数が大きいときは浮力が不安定性の主な原因となるベナール対流の性質に近く, プ
ラントル数が小さいときは流れのせん断力が不安定性の主因となる鉛直平板間熱対流の
性質に近い.
アスペクト比が大きい場合, レイリ一数が小さいと三日月形渦は円筒間隙の頂上部では

あまり大きな流速を持たない. レイリ =数を大きくして不安定牲が生じる状況を考えると,
プラントル数が大きいとき浮力による不安定性が起こるが, 頂上部では流体はほとんど静
止しており, 上下境界は曲率が小さくほとんど平板に近い. したがって, ベナール対流型
の不安定性が生じるのである. また, 不安定性の臨界条件は臨界レイリー数 $Ra_{\mathrm{c}1}\sim 1707$

で与えられる. -方, プラントル数が小さいとき間隙の鉛直部 (赤道部) でせん断力によ
る不安定性が生じる. ここでは浮力は三日月形渦を作るのには寄与しているが, 不安定性
にはこの三日月形渦の流れ場によるせん断力が支配的である. 不安定性の臨界条件は臨界
ブラショフ数 $Gr_{\mathrm{C}2}=Rac2/pr\sim 7800$ で与えられる. したがって, 条件 $Ra_{\mathrm{c}1}\sim Ra\mathrm{C}2$ よ
り, プラントル数 $Pr\sim 0.22$ がこの二つの不安定性のうちいずれの不安定性が起こるか
を決めるプラントル数の臨界となる.
水平同心二重円筒間熱対流について三日月形対流がベナール対流型の不安定性を起こす

か鉛直平板間熱対流型の不安定性を起こすかを最初に調べたのは Walton [1]である. Walton
はアスペクト比 $A$が非常に大きい場合について $A$ の逆べき展開と WKB法を用いて三日
月形対流の線形安定性を調べ, プラントル数 $Pr$ が 0.24よりも大きいときは円筒間隙の
頂上部でベナール対流型の不安定性が生じ, $Pr<0.24$ のときには頂上部以外のところで
不安定性が生じることを示した. 特に $Pr=0$ の極限では円管間隙の鉛直部分 (赤道部)
で不安定性が生じ, この場合には鉛直平板間の熱対流と同じ型の不安定性となることを示
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した. waltonの安定性の取り扱いは, 本質的には $\mathrm{K}_{0}\mathrm{r}_{\mathrm{P}}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}[2]$が調べた, 水平面より傾い
て置かれた温度が異なる二枚の平板間中に発生する熱対流の安定性の取り扱いとほぼ同
等であり, 得られた結果もほぼ同じであることが明らかとなった.
プラントル数 $Pr$ が大きい場合 [空気 $(Pr=0.7)$ や水 $(Pr=7)$ ] の二重円筒間熱対流
の不安定性と遷移についての研究はこれまでに数多 \langle なされている. Powe, Carley and
$\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{P}[3]$ は空気 $(Pr=0.7)$ を用いた可視化実験により, パラメータ $Ra$ と $A$ の広い範
囲にわたって, 円筒間内の流体に発生する自然対流のパターンを調べ, パラメータ空間
$(Ra, \mathrm{A})$ において自然対流のパターンの分類を行った. 彼らの結果によると, アスペクト
比 $A$ が比較的小さいとき, すなわち $0<A<2.8$ では, $Ra$ がある臨界値を超えると三
日月形対流は円筒の軸方向には速度をもたず鉛直中心面に対して振動する 2次元振動流
へと遷移し, $2.8<A<8.5$ では円筒の軸方向に振動する 3次元ら旋状流へ遷移する. ま

た, $8.5<A$ では円筒間の上部に複数の渦をもつ 2次元定常流に遷移することを示した.
$\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{o}$ $eb$ al. [4] は空気の場合 $(Pr=0.7)$ について 2次元および 3次元数値シミ $\text{ュ}$ レーショ

ンを行い, 比較的大きなアスペクト比の二重円管内熱対流の流れ場を数値シミ $\text{ュ}$レーション

によって調べ, 三日月形対流が複数の渦をもつ流れに遷移することを示した. また, $\mathrm{Y}_{\mathrm{o}\mathrm{O}}[5]$

は空気 $(Pr=0.7)$ の場合の数値シミ $\supset-$ レーションをアスペクト比 $0.1\leq A\leq 10$ の範囲
で行った. かれは流れ場が 2次元的であると仮定して, 差分近似を用いて計算を行った.
その結果, 小さいアスペクト比 $A=1.25$ ではある臨界レイリ一品より小さいレイリー数
のときは対流は定常流で三日月形の対流のみが現れ, 臨界レイリー数よりも大きくなると
三日月形の対流だけでなく, 内円筒の頂上部に–対 2個の渦をもち, 頂上部で下降流であ
る下降 2渦流も生じること, すなわち定常解として二つの解が同時に存在することを示し
た. 中間のアスペクト比 $2.8<A<8.5$ と大きいアスペクト比 $A=10$ では, ある臨界レ
イリー数よりも大きなレイリー数で三日月形の対流と下降 2渦流が同時に存在するレイ
リー数の領域があり, さらに大きなレイリー数では三日月形対流が不安定となり, 内円筒
の頂上部で二対 4個の渦をもち, 頂上部で上昇流となる上昇 4渦流に変化することを示
した.

プラントル数が比較的大きい場合についてこれまでに蓄積された二重円筒間熱対流の不
安定牲と遷移について明確な説明を行ったのは, Mizushima, Hayashi and $\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}[6]$ であ
る, 彼らは空気 $(Pr=0.7)$ の場合について, アスペクト比の広い範囲にわたって熱対流
の定常解を求め, その線形安定性を調べた. その結果, 二重円筒間熱対流の分岐構造は不
完全トランスクリティカル分岐とサドルノード分岐で表されることを明らかにした.
プラントル数が小さい場合の二重円筒間駒対流の遷移については, Yoo, Choi and $\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{m}[7_{\mathrm{J}}^{\rceil}$

や $\mathrm{Y}_{\mathrm{o}\mathrm{O}_{\lfloor}^{\lceil}}8$] が数値シミ $=$. レーションを行い, その動力学的な性質を詳しく調べた. その結
果, アスペクト比が大きい場合 $(A=12),$ $Pr\leq 0.2$ においては三日月形対流が不安定と
なると円筒間隙の鉛直部分すなわち赤道部で多くの渦を生じることが示され, その対流は
定常である場合 $(P\tau\leq 0.01)$ と振動流である場合 $(0.02\leq Pr\leq 0.2)$ の二通りの場合があ
ることが分かった. いずれの場合にもさらにレイリー数を大きくすると振動流となること
も示された.
ここでは, 水平に置かれた同心二重円筒内に生じる熱対流について, その安定性と乱流

への遷移現象のプラントル数依存性を明らかにするため, 二次元性の仮定のもとで, 数値
シミュレーション, 非線形平衡解の直接計算とその平衡解の線形安定性を調べる. 特にプ
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ラントル数 $Pr$ が変化すると, それに対応して解の分岐の構造がどのように変化するか詳
しく調べ, 対流のパターンや対流の力学的特性が変化する臨界レイリー数を求める. 発生
する自然対流の速度および温度場とその安定性はアスペクト比 $A^{\cdot}$ に依存するが, ここで
は $A=10$ の場合に限定して議論することにする. プラントル数は $Pr=0.1$ から 0.7ま
での範囲で計算を行う.

2 基礎方程式
一定の重力場に水平に置かれた外直径 $D_{0}^{*}$ , 内直径 $D_{\mathrm{i}}^{*}$ の同心二重円筒を考える. その

間隙に流体が満たされているものとし, 流体の動粘性係数を $\nu^{*}$ , 熱拡散係数を $\kappa^{*}$ , 体積熱
膨張係数を $\gamma^{*}$ とする. 流れの場は 2次元的であるとし, 座標系は図 1に示すように, 直
角座標系として円筒の中心を通って鉛直方向に〆軸, 水平方向に $x^{*}$ 軸をとり, 極座標
系として半径方向に $r^{*}$ 軸, 周方向には円筒の鉛直上端から時計周りに $\theta$ 軸をとる. 円筒
の内壁および外壁は, 完全熱伝導性をもつ固体壁であるとし, 内円筒表面の温度を $T_{i}^{*}$ ,
外円筒表面の温度を $T_{\mathrm{o}}^{*}(<T_{\mathrm{i}}^{*})$ に保つ. なお, アスタリスクをつけた量は, 次元を有する
物理量を表す.
全ての方程式を, 代表的な長さ $L^{*}=(D_{\mathrm{O}^{-}}^{*}D)\mathrm{i}^{*}/2$ , 代表的な時間 $L^{*2}/\kappa^{*}$ , および代表

的な温度として $\delta T^{*}=T_{\mathrm{i}}^{*}-T_{\mathrm{o}}^{*}$ を用いて無次元化する. 流れ場は 2次元的であると仮定
しているので 2次元流れ関数を用いることができる. また, 無次元温度 $\phi$ を円筒の境界
条件を満たす調和関数 $\Phi$ と流体の無次元温度 $T$ との差で定義する. すなわち,

$T=\Phi+\phi$ , $\Phi=a\log r+b$ , (1)

$a= \{\log(\frac{A}{A+2})\}^{-1}$ , $b=-a \log\frac{A+2}{2}$ .
このとき, 浮力項を除いては流体の物質的な性質は変わらないとするブジネスク近似を
用いると, 流れ関数 $\psi$ と温度 $\phi$ を支配する方程式は無次元系で次のように書くことがで
きる.

$\frac{\partial\Delta\psi}{\partial t}-\frac{1}{r}J(\psi, \Delta\psi)=Pr\Delta^{2}\psi+\cdot\frac{1}{r}PrRa\frac{\partial\phi}{\partial\theta}\cos\theta+PrRa(\frac{\partial\phi}{\partial r}+\frac{a}{r})\sin\theta$ , (2)
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$\frac{\partial\phi}{\partial t}-\frac{1}{r}J(\psi, \emptyset).+\frac{a}{r^{2}}\frac{\partial\psi}{\partial\theta}=\Delta\emptyset$ . (3)

ここで, 流れの場を特徴づける無次元パラメータは, 次式で定義される円筒のアスペクト
比 $A$ , レイリー数 $Ra$ , およびプラントル数 $Pr$ である.

$A= \frac{D_{\mathrm{i}}^{*}}{L^{*}}$ , $Ra= \frac{\gamma^{*}g^{*}\delta T^{*}L^{*3}}{\kappa^{*}\nu^{*}}$ , $Pr= \frac{\nu^{*}}{\kappa}*\cdot$ (4)

9* は重力加速度であり $J(r, \theta)$ と $\Delta$ は次式で示されるヤコビアンとラプラシアンである.

$J(f,g)= \frac{\partial(f,g)}{\partial(r,\theta)}$ , $\Delta=\frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}+\frac{1}{r}\frac{\partial}{\partial r}+\frac{1}{r^{2}}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}$. (5)

速度 $\mathrm{u}$ は, $\psi$ を用いて無次元形で次のように書ける.

$\mathrm{u}=(u, v)=(-\frac{1}{r}\frac{\partial\psi}{\partial\theta},$ $\frac{\partial\psi}{\partial r})$ . (6)

境界条件は, 円筒の内壁および外壁が固定かつ完全熱伝導であると仮定する. すなわち,

$\psi=\frac{\partial\psi}{\partial r}=0$ , $\phi=0$ , at $r= \frac{A}{2}$ , $\frac{A}{2}+1$ (7)

とする. また, 周方向には周期境界条件が成り立つので

$\psi(r, \theta)=\psi(r, \theta+2m\pi)$ , $\phi(r, \theta)=\phi(r, \theta+2m\pi)$ (8)

とする. ここで, $m$ は任意の整数である.

3 平衡解とその安定性
同心二重円筒内熱対流の商題においては, レイリー数がどんなに小さくても対流が生

じる. ここでは, 発生する対流の非線形平衡解を数値的に求める. 平衡状態においては式
(2), (3) において $\partial/\partial t=0$ とおくことができ, 平衡解 $(\overline{\psi},\overline{\phi})$ が満たす方程式は次のように

なる.
$- \frac{1}{r}J(\overline{\psi}, \Delta\overline{\psi})=Pr\Delta^{2}\overline{\psi}+\frac{1}{r}PrRa\frac{\partial\overline{\phi}}{\partial\theta}\cos\theta+P.rRa(\frac{\partial\overline{\phi}}{\partial r}+\frac{a}{r})\sin\theta$, (9)

$- \frac{1}{r}J(\overline{\psi},\overline{\phi})+\frac{a}{r^{2}}\frac{\partial\psi}{\partial\theta}=\Delta\overline{\phi}$ . (10)

方程式 (9), (10) を式 (7) の境界条件のもとで解くことにより平衡解 $(\overline{\psi},\overline{\phi})$ が求められる.
ただし, 平衡解を求める際には, 二重円筒の鉛直面に関して次式で表される対称性を仮定
する. すなわち,

$\psi(r, \theta)=-\psi(r, -\theta)$ , $\psi(r, \pi+\theta)=-\psi(r, \pi-\theta)$ , (11)

$\phi(r, \theta)=\phi(r, -\theta)$ , $\emptyset(r, \pi+\theta)=\emptyset(\pi-\theta)$ (12)
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である. さらに, 得られた平衡解 $(\overline{\psi},\overline{\phi})$ の線形安定性を調べるため, 流れ関数および温度
を平衡解と撹乱の和として次式のようにおく.

$\psi(r, \theta, t)=\overline{\psi}(r, \theta)+\psi’(r, \theta, t)$ , $\phi(r, \theta, t)=\overline{\phi}(r, \theta)+\phi’(r, \theta, t)$ . (13)

ここで, $\psi’(r, \theta, t)$および $\phi’(r, \theta,t)$の時間依存性を $\psi’(r, \theta, t)=\hat{\psi}(r, \theta)e\lambda \mathrm{o}t$および $\phi’(r, \theta, t)=$

$\hat{\phi}(r, \theta)e\lambda_{0}t$ と仮定する. $\lambda_{0}$ は線形増幅率を表す. 式 (13) を式 (2),(3) に代入し, 平衡解が
満たすべき式 (9) および (10) を考慮し, 撹乱 $(\hat{\psi},\hat{\phi})$ について線形化を行うと, 撹乱を支配
する方程式は

$\lambda_{0}\Delta\hat{\psi}_{=}\frac{1}{r}\{J(\overline{\psi},\hat{\emptyset})+J(\hat{\psi},\overline{\phi})\}+Pr\Delta 2\hat{\psi}+\frac{1}{r}PrRa\frac{\partial\hat{\phi}}{\partial\theta}\cos\theta+PrRa\frac{\partial\hat{\phi}}{\partial r}\sin\theta$ , (14)

$\lambda_{0}\hat{\phi}=\frac{1}{r}\{j(\overline{\psi},\hat{\emptyset})+J(\hat{\psi},\overline{\emptyset})\}-\frac{a}{r^{2}}\frac{\partial\psi}{\partial\theta}+\Delta\hat{\phi}$ (15)

となる.
ここで, $\lambda_{0}$ の実部を ${\rm Re}(\lambda_{0})$ , 虚部を ${\rm Im}(\lambda_{0})$ とすると, ${\rm Re}(\lambda_{0})>0$ のとき撹乱は時間
とともに成長するので平衡解は不安定で, ${\rm Re}(\lambda_{0})<0$ のとき撹乱は時間とともに減衰す
るので平衡解は安定で, ${\rm Re}(\lambda_{0})=0$ のとき撹乱は成長も減衰もしないので平衡解は中立
安定である. また, ${\rm Re}(\lambda_{0})={\rm Im}(\lambda_{0})=0$ のとき, 平衡解はピッチフォーク分岐, サドル.
ノ $-\text{ト^{}\backslash }\backslash$分岐あるいはトランス. クリティカル分岐を生じ, ${\rm Re}(\lambda_{0})=0$ のとき ${\rm Im}(\lambda_{0})\neq 0$

ならば, 振動数 $f={\rm Im}(\lambda_{0})/(2\pi)$ をもったホップ分岐を生じる. すなわち, 平衡解の安
定性は, この $\lambda_{0}$ の符号によって決定されるので, $\lambda_{0}$ の符号を求めることにより平衡解の
安定性を調べることにする.

4 数値計算法

4.1 発展方程式の数値シミュレーション

発展方程式 (2) および (3) を関数展開法を用いて展開し, 数値シミュレーションを行
い解の挙動を調べる. ここでは, 流れ関数 $\psi$ と温度 $\phi$ を, 周方向にはフーリエ級数展開
し, 半径方向にはチェビシェフ多項式によって展開する. ここで, 次式を用いて基礎方程
式 (2), (3) を変数変換し, $-1<\eta<1$ の範囲で\neq - $x$ビシ $\text{ェ}$フ多項式を用いる.

$\eta=2(r-\frac{1}{2}(A+1))$ . (16)

このとき, 流れ関数 $\psi$ および温度 $\phi$ は次式のように表せる.

$\psi(\eta, \theta, t)=\sum^{2-}\sum_{nm==0}^{N}M/-M/\iota 2amn(t)^{\approx}T_{n}(\eta)e^{\mathrm{i}m\theta}$,

$\phi(\eta, \theta, t)=\sum^{M}m=/2-1M/2n=0\sum b(mni)N.\tilde{\tau}_{n}(\eta)e^{\mathrm{i}m\theta}$ , (17)
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$(m=-M/2, \ldots, M/2-1, n=0,1, \ldots, N)$ .
流れ関数 $\psi$ および温度 $\phi$ は実数であるので, $a_{(-m)n}=a_{mn}\dagger$ , $b_{(-m)}n=b_{mn}\dagger$ が成り立つ.
ここで,\dagger は共役複素数を表す. 整数 $M,N$ は展開の打ち切り項数であり, $(a_{mn}(t),bmn(t))^{T}$

は時間のみの関数である. また, $T_{n}(\eta)\approx,\tilde{T}_{n}(\eta)$ は, 次式で示される境界条件を満たすよ
うに変形された, $n$ 次の変形チェビシェフ多項式である.

$T_{n}(\eta)=\approx(1-\eta^{2})2T_{n}(\eta)$ , (18)

$\tilde{T}_{n}(\eta)=(1-\eta 2)\tau(n\eta)$ . (19)

展開式 (17) を式 (2), (3) に代入し, 各フーリエモード毎に方程式を分離し $\eta$ 方向にコロ
ケーション法を用いると次のような形の常微分方程式系が得られる.

$\mathrm{C}\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}\mathrm{X}=\mathrm{Y}+\mathrm{Z}$. (20)

ここで, コロケーションポイントは, $\eta$ の方向に対して, 両円筒間の中心で疎, 両円筒
の壁近傍で密となるよう以下のように定義する.

$\eta_{i}=\cos(\frac{i+1}{N+2}\pi)$ , $(i=0,1, \cdots, N)$ . (21)

式 (20) において, X は展開係数 $(a_{mn}(t),bmn(t))^{T}$ を成分に持つベクトルで時間に依存す
る. $\mathrm{Y},$

$\mathrm{Z}$ は式 (2), (3) の非線形項と線形項を表すベクトルである. また, $\mathrm{C}$ は基礎方
程式の時間係数行列で, $2\cross(M+1)\cross(N+1)$ 次の正方行列である. 時間きざみを $\Delta t$

とし, 線形項 $\mathrm{Y}$ についてはクランク. ニコルソン法, 非線形項 $\mathrm{Z}$ についてはアダムス.
パッシ $\supset-$ホース法を用いて方程式を時間に関して離散化し, 計算を行う. $\text{また},$

.非線形項
の計算においては, 周方向に FFT を用いた擬スペクトル法により計算を行う.

4.2 平衡解の計算法

平衡解の計算においても, 式 (9), (10) の平衡解 $(\overline{\psi},\overline{\phi})$ を関数展開する. 周方向には,
フーリエ級数展開を行い, 半径方向には式 (16) を用いて変数変換を行い, $-1\leq\eta\leq 1$ の

範囲で発展方程式の数値シミュレーションの場合と同様に, 境界条件を満たすように変
形された $m$ 次の変形チェビシェフ多項式を用いて展開する. 平衡解を求めるにあたって,
式 (11), (12) で表わされる対称性を仮定するので, 次式のような関数展開を行う.

$\overline{\psi}(\eta, \theta)=\sum_{m=0n}^{M}\sum_{0=}a_{m}n\tau Nm\approx(\eta)\sin\{(n+1)\theta\}$ ,

$M$ ガ

$\overline{\phi}(\eta,$ $\theta)=\sum\sum b_{mnm}\tilde{T}(\eta)\cos(n\theta)$ . (22)
$m=0n=0$

この関数展開を式 (9), (10) に代入し, コロケーション法により次式で示されるような行
列形の代数方程式を得る.

Aa $=\mathrm{B}$ , (23)
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この方程式で, 展開係数 a $=(a_{00}, a01, \ldots, a_{M,\text{ガ}}, b00, b_{01}, \ldots, bM,N)^{\tau}$ であり, A と $\mathrm{B}$ は
$2\cross(M+1)\cross(N+1)$ 次の正方行列を表す. また, 半径方向および周方向のコロケ–ショ
ンポイントは次式で示される点を用いる.

$\eta_{i}=\cos(\frac{i+1}{N+2}\pi)$ , $(i=0,1, \cdots, N)$ (24)

$\theta_{i}=\frac{2i+1}{2(M+1)}\pi$ $(i=0,1, \cdots, M)$ . (25)

代数方程式系 (23) をニュートン. ラフソン法により数値的に解く.

4.3 線形安定性解析

安定性の計算においても同様に, 式 (14), (15) の撹乱 $(\hat{\psi},\hat{\phi})$ について, 周方向にはフー
リエ級数展開を行い, 半径方向には境界条件を満たすように変形された $m$ 次の変形チェ
ビシ $:\mathrm{c}$ フ多項式を用いて展開する. このとき, 撹乱 $(\hat{\psi},\hat{\phi})$ を次のように流れ場の速度の
対称性により 2つのモード, すなわち対称モードと反対称モードに分類する.
対称モード :

$M$ ガ
$\hat{\psi}(\eta,$ $\theta)=\sum\sum a_{mn}T_{m}(\eta\approx)\sin\{(n+1)\theta\}$ ,

$m=0n=0$

$\hat{\phi}(\eta, \theta)=\sum_{m=0n}^{M}\sum_{0=}^{\text{ガ}}b_{mn}\tilde{\tau}_{m}(\eta)\cos(n\theta)$ , (26)

反対称モード :
$\hat{\psi}(\eta, \theta)=\sum_{m}M=0n\sum_{=0}NamnTm\approx(\eta)\cos(n\theta)$ ,

$\hat{\phi}(\eta, \theta)=m\sum^{M}=0n\sum_{0=}^{\text{ガ}}b_{m}n\tilde{T}m(\eta)\sin\{(n+1)\theta\}$. (27)

ここで, 対称モードは速度場が鉛直面に対し対称なモードであり, 反対称モードは速度場
が鉛直面に対して反対称なモードである. 得られた平衡解の安定性は, 対称モードおよび
反対称モード, それぞれの場合について, コロケーション法により次式で示されるような
線形増幅率 $\lambda_{0}$ を固有値とする行列の固有値問題に帰着し計算を行う.

Ca $=\lambda_{0}\mathrm{D}\mathrm{a}$ , (28)

ここで, 展開係数 a $=(a_{00}, a01, \ldots, aM,\text{ガ}, b00, b_{0}1, \ldots, bM,N)^{\tau}$ は定数で, $\mathrm{C}$ と $\mathrm{D}$ は 2 $\cross$

$(M+1)\cross(N+1)$ 次の正方行列を表す. また, 半径方向および周方向のコロケ-ション
ポイントは平衡解を求める場合と同様, 式 (24) $,(25)$ で示される点を用いる.
この行列の固有値の中で ${\rm Re}(\lambda_{0})$ ぷ最大となる $\lambda_{0}$ が平衡解の安定性を決定し, それに

対応する固有関数が流れ場および温度場の平衡解に対する撹乱を与える.
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図 2: Bifurcation diagram. $A=10,$ $Pr=0.7$.

5 結果
本研究においては, アスペクト比 $A=10$ の場合にのみ限定し, プラントル数について

は $0.1\leq Pr\leq 0.7$ の範囲内で計算を行い, プラントル数の変化による解の分岐構造や流
れ場の変化を調べる. 数値シミュレーションにおいては, 式 (17) の展開の打ち切り項数
を $M=64,$ $N=14$ とし, 時間刻み幅を $\Delta t=1.0\mathrm{X}\mathrm{l}0-3$ とした. 平衡解および固有値
の計算においても式 (22), (26), (27) の展開打ち切り項数を $M=64,$ $N=14$ とした. 各
計算において, 時間刻み幅を小さくしても, 展開打ち切り項数を $M=128,$ $N=20$ まで
大きくしても, $Ra\leq 5000$ の範囲内では計算結果が有効数字 4桁の範囲で変わらないこ
とを確かめた. また, 熱対流を特徴づける代表物理量として, 次式で定義する円筒間隙の
頂上部における間隙中心での半径方向速度物を用いる.

$u_{1}=- \frac{1}{r}\frac{\partial\psi}{\partial\theta}=-\frac{2}{\eta+A+1}\frac{\partial\psi}{\partial\theta}$. (29)

まず, プラントル数 $P\gamma=0.7$ の場合の平衡解の分岐ダイヤグラムを図 $2(\mathrm{a})$ に示す. 図
$2(\mathrm{a})$ において, 横軸はレイリー数 $Ra$ ,縦軸は代表物理量 $u_{1}$ である. この図 $2(\mathrm{a})$ で示さ
れる解の分岐構造を詳しく調べると, 図 $2(\mathrm{a})$ の $\mathrm{T}$付近の拡大図 (概念図) で示されるよう
な, ゆるやかに遷移する解 $\mathrm{O}\mathrm{B}$ と, 転回分岐点 (Saddle-node bifurcation $\mathrm{p}_{0}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ ) $\mathrm{s}$ より分
岐する解 ASC で構成されている (すなわち不完全臨界横断分岐 [Imperfect Trans-critical
bifurcation] である). しかし, これから述べる解の性質や本研究目的に対しては, 解 OA
と解 BSC が点 $\mathrm{T}$ において臨界横断分峠 (Trans-critical bifurcation) を起こしていると考
えても何ら物理的な影響はない. したがって, 以下においては解 $\mathrm{O}\mathrm{A}$および解 BSC の交
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点 $\mathrm{T}$ を臨界横断点として定義し, 解 $\mathrm{T}\mathrm{B}$ および TSC を点 $\mathrm{T}$ より分岐した分岐解として考
えるものとする. また, 図 $2(\mathrm{a})$ に各分枝の代表として, $Ra=5000$ における流れ場のパ
ターンを $-45^{\mathrm{O}}<\theta<45^{\mathrm{O}}$ の範囲で描いた.
図 $2(\mathrm{a})$ において, OTAで表わされる平衡解はアスペクト比, プラントル数によらずレ

イリー数が小さい場合に存在する三日月形対流である. この対流は円筒の中心を通って鉛
直軸を挟み左右に対称な大きな 2つの循環領域を持つ. この解以外にも曲線 BTSC で示
されるもう 2っの解が存在する. 曲線 $\mathrm{B}\mathrm{T}$ で表される平衡解は $u_{1}>0$ であり, したがっ
て, この流れは円筒の頂上部で上昇流となる上昇 4渦流れである. 曲線TSC で表される
平衡解はほぼ $u_{1}<0$ であり, 円筒の頂上部において下降流となる下降 2渦流である. こ

の上昇 4渦流れと下降 2渦流れを点 $\mathrm{T}$ より分岐した–対の分岐解として考える. 点 $\mathrm{S}$ と
点 $\mathrm{T}$ に対応するレイリ一数はそれぞれ $Ra_{\mathrm{S}}=19,14.1$ と $Ra_{\mathrm{T}}=1920.7$ であり, 点 $\mathrm{T}$ より
も点 $\mathrm{S}$ の方が低いレイリー数に対応している.
図 $2(\mathrm{a})$ で得られた平衡解の安定性を調べた結果, 点 $\mathrm{O}$からでる三日月形の対流パターン

を与える解の分枝 $\mathrm{O}\mathrm{A}$のうち $\mathrm{O}\mathrm{T}$は安定であるが, 点 $\mathrm{T}$で安定性の交替が起こり, TAは不安
定となる. 点 $\mathrm{T}$からでる解 TBは安定である. しかし, 点 $\mathrm{T}$からでるもうひとつの分枝TSC
のうち $\mathrm{T}\mathrm{S}$ は不安定, $\mathrm{S}\mathrm{C}$は安定であることがわかった. したがって, プラントル数 $Pr=0.7$
の場合の分岐構造をまとめると次のようになる. すなわち, $Ra<Ra\mathrm{s}=\iota 914.1$ においては
平衡解の数は 1個であるが, $Ra=Ra_{\mathrm{S}}$ で平衡解の個数が増え, $Ra_{\mathrm{S}}<Ra<Ra_{\mathrm{T}}=1920.7$

では 3個となる. そのうち 1個は不安定であり, 他の 2個は安定である. $Ra=Ra_{\mathrm{T}}$ で

は平衡解の個数は変化しないが, 解の分枝 OTAが安定平衡解から不安定平衡解に変わり,
解の分枝 STBが不安定から安定に変わる. こうして 2つの平衡解の安定性が入れ替わるこ
とがわかった. これらの解の安定性をまとめて, 図 $2(\mathrm{a})$ では安定な平衡解を実線で, 不安
定な平衡解を破線で表わした. 以上により, プラントル数 $Pr=0.7$ の場合は $Ra_{\mathrm{S}}<Ra_{\mathrm{T}}$

となり, 解の分岐は転回分岐, 臨界横断分岐の順番で起こるということがわかった. また,
不安定性は円筒間隙の上部で起こり, 定常な三日月形対流から定常な下降 2渦流れ, また
は上昇 4渦流れへの定常流から定常流への遷移である.

. 次にプラントル数が小さいときは解の分岐構造と熱対流の遷移がどのように変わるかを
調べる. ここでは代表例として $Pr=0.3$,0.275, 0.1を選んで, これら 3つの場合につい
て詳しく紹介する. まず, プラントル数 $Pr=0.3$ の場合の解の分岐ダイヤグラムを図 3
に示す. $Pr=0.3$ の場合においても $Pr$

. $=0.7$ の場合と同様に, OTAで表わされる三日
月形の対流パターンを持つ解と, 曲線 BTSC で表わされるもう 2つの解が存在する. こ

の解は点 $\mathrm{T}$ より分岐した–対の分岐解で, 曲線 $\mathrm{B}\mathrm{T}$ で表わされる解は上昇 4渦流に対応
し, 曲線 TSCで表わされる解は下降 2渦流に対応する. 点 $\mathrm{S},$

$\mathrm{T}$ に対応するレイリー数は
それぞれ $Ra_{\mathrm{S}}=2078.4,$ $Ra_{\mathrm{T}}=2228.2$ である. ここでも点 $\mathrm{S}$ は転回分岐点, 点 $\mathrm{T}$ は臨界
横断分岐点である.
また, 図 3で得られた平衡解の安定性を調べた結果, 点 $\mathrm{O}$ からでる三日月形の対流パ
ターンを持つ解の分岐 OTA のうち $\mathrm{O}\mathrm{T}$ は安定であるが, 点 $\mathrm{T}$ で安定性の交替が起こり,
TA は不安定となることがわかった. また, 点 $\mathrm{T}$ からでる解 $\mathrm{T}\mathrm{B}$ のうち’\Gamma Hl は安定であ
るが, 点 $\mathrm{H}_{1}(Ra_{\mathrm{H}_{1}}=2351.1)$でホップ分岐 (Hopf bifurcation) による振動不安定性のため,

$\mathrm{H}_{1}\mathrm{B}$ は不安定となる. 点 $\mathrm{T}$からでるもう 1つの解 TSC のうち $\mathrm{T}\mathrm{S}$ は不安定である. さら
に, 点 $\mathrm{S}$ からでる解 $\mathrm{S}\mathrm{C}$ のうち $\mathrm{S}\mathrm{H}_{2}$ は安定であるが, 点 $\mathrm{H}_{2}(Ra_{\mathrm{H}_{2}}=2228.2)$ においても

9
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図 3: Bifurcation diagrams. $A=10,$ $Pr=0.3$ .

ホップ分岐による振動不安定性のため, $\mathrm{H}_{2}\mathrm{C}$ は不安定となる. したがって, プラントル数
$Pr=0.3$ の場合は $Ra_{\mathrm{S}}$ $<R\text{卿}<Ra_{\mathrm{H}_{1}}<Ra_{\mathrm{H}_{2}}$ となり, 解の分岐は転回分岐, 臨界横断
分岐 ホップ分岐の順番で起こるということがわかった.

$Ra=Ra_{\mathrm{S}}$ および $Ra_{\mathrm{T}}$ において起こる転回分岐および臨界横断分岐の結果生じる対流
は円筒間隙上部で不安定性が起こる下降 2渦流れ, 上昇 4渦流れであるが, $Ra=Ra_{\mathrm{H}_{1}}$ ,
$Ra_{\mathrm{H}_{2}}$ でホップ分岐により生じる流れは円筒間隙の赤道部で不安定性が生じる振動流であ
る. したがって, $Pr=0.3$ では三日月形対流が下降 2渦流れまたは上昇 4渦流れに定常
流一定常流遷移を行った後, 赤道部でいくつかの渦を生じる定常流-周期流遷移を行う.
プラントル数 $Pr=0.275$ の場合の平衡解の分岐ダイヤグラムは図 4のようになる. プ
ラントル数 $Pr=$ 0.275の場合も OTA で表わされる三日月形の対流パターンを持つ解
と, 曲線 BTSCで表わされるもう 2つの解が存在する. これら 2つの解も同様に, 点 $\mathrm{T}$

より分岐した–対の分岐解で, 曲線 $\mathrm{B}\mathrm{T}$ で表わされる解は上昇 4渦流れに対応し, 曲線
TSCで表わされる解は下降 2渦流れに対応する. 点 $\mathrm{S},$

$\mathrm{T}$ に対応するレイリー数はそれぞ
れ $Ra_{\mathrm{s}}=2106.2,$ $Ra\mathrm{T}=2328.6$ である. ここでも点 $\mathrm{S}$ は転回分岐点, 点 $\mathrm{T}$ は臨界横断分
岐点である.
また, 図 4で得られた平衡解の安定性を調べた結果, 点 $\mathrm{O}$ からでる三日月形の対流パ
ターンを持つ解 OTA のうち $\mathrm{O}\mathrm{H}_{1}$ は安定であるが, 点 $\mathrm{H}_{1}(Ra_{\mathrm{H}_{1}}=2138.1)$ においてホッ
プ分岐による振動不安定性のため, HITAは不安定となる. 点 Tからでる解 BTは不安定
となる. ここでも $Pr=0.3$ の場合と同様に, もう –つの分岐解 TSC のうち $\mathrm{T}\mathrm{S}$ は不安定
となり, 解 $\mathrm{S}\mathrm{C}$ のうち $\mathrm{S}\mathrm{H}_{2}$ は安定であるが点 $\mathrm{H}_{2}(Ra_{\mathrm{H}_{2}}=21464)$ においてもホップ分岐に
よる振動不安定性のため不安定となる. したがって, プラントル数 $Pr=0.275$ の場合は

$Ra_{\mathrm{S}}<Ra_{\mathrm{H}_{1}}<Ra_{\mathrm{H}_{2}}<Ra_{\mathrm{T}}$ となり, 解の分岐は転回分岐, ホップ分岐, 臨界横断分岐の
順番で起こるということがわかった. すなわち, 三日月形対流は $Ra$ を少しづっ大きくす
るとき $Ra=Ra_{\mathrm{S}}$ で下降 2渦流れとなった後に $Ra=Ra_{\mathrm{H}_{2}}$ でホップ分岐を起こして赤道
近くに多くの渦を持つ振動流へと遷移する.
最後に, プラントル数 $Pr=0.1$ の場合の平衡解の分岐ダイヤグラムを図 5に示す. 図
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図 4: Bifurcation diagrams. $A=10,$ $Pr=0.275$ .

図 5: Bifurcation diagram. $A=10,$ $Pr=0.1$
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(a)
(b)

$\text{図^{}\backslash }\backslash 6$ : Results of numerical simulations. Time evolution of $v_{1}$ and flow field at the oscil:a-
tory state. $Ra=900$ . $(\mathrm{a})$ Time evolution of $v_{1}$ . $(\mathrm{b})$ Flow field.

中の直線 $\mathrm{O}\mathrm{A}$で表わされる平衡解は三日月形の対流である. 平衡解 $\mathrm{O}\mathrm{A}$ の安定性を調べた
結果, 点 $\mathrm{O}$ からでる解の分岐 $\mathrm{O}\mathrm{A}$ のうち $\mathrm{O}\mathrm{H}$ は安定であるが, 点 $\mathrm{H}(Ra_{\mathrm{H}}=832.3)$ におい

てホップ分岐が生じ, 解 $\mathrm{H}\mathrm{A}$は不安定となることがわかった. また, この安定性解析の結
果, $Ra<Ra_{\mathrm{H}}$ では, 図 5に示されている定常な平衡解 $\mathrm{H}\mathrm{A}$ の他に点 $\mathrm{H}$ から分岐した振
動解が存在していると考えらるため, 数値シミュレーションを行い振動解を求めた.
振動解の代表的な例として Ra=900(図 5, 点 $\mathrm{P}_{1}$ ) における流れ場と以下の式で定義さ

れる速度 $v_{1}$ の時間変化を図 $6(\mathrm{a})$ に示す. ここで $v_{1}$ は式 (30) で示される円筒の水平面上
における間隙中心での周方向の速度である.

$v_{1}= \frac{\partial\psi}{\partial r}=2\frac{\partial\psi}{\partial\eta}$ . (30)

流れ場は図 $6(\mathrm{b})$ に示すように円筒の側面部に複数の小さな渦をもち円筒の水平面に対し
て上下に周期的に振動する対流である.
以上のことから, アスペクト比 $A=10$ , プラントル数 $Pr=0.1$ の場合の解の分岐構

造は, はじめに $Ra=Ra_{\mathrm{H}}(=832.3)$ においてホップ分岐が生じ, $Ra<Ra_{\mathrm{H}}=832.3$ で

は平衡解の数は 1個で三日月形対流が安定であるが, $Ra>Ra_{\mathrm{H}}=832.3$ では平衡解の他
に振動解があらわれ (図 5には描かれていない), 三日月形の対流は不安定となることがわ
かった. すなわち, $Ra$ を大きくすると三日月形対流は不安定となり $Ra=Ra_{\mathrm{H}}$ で赤道付

近に渦があらわれ, 流れは振動流となる.

6 考察

数値シミ $\text{ュ}$ レーション, 平復解の分岐構造の変化, および線形安定性解析の結果, プラ
ントル数 $Pr$ が小さくなるにしたがって, 解の分岐の構造は $Ra\mathrm{s}<Ra\mathrm{T}<Ra_{\mathrm{H}}arrow Ra_{\mathrm{S}}<$
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$g1$ : Critical Rayleigh numbers $Ra_{\mathrm{S}},$ $Ra_{\mathrm{T}}$ and $Ra_{\mathrm{H}}$ for various Prandtl numbers $Pr$ .

$Pr$ $Ra_{\mathrm{H}}$ $Ra_{\mathrm{S}}$ $Ra_{\mathrm{T}}$

0.1 8323
0.2 1585.7

0.25 21348
0.275 2138.1 21062 23296

0.3 2351.1 20784 22282
0.35 . 20302’
0.4 1980.1 19970
0.5 1938 .0 19461
0.6 1923.1 19291
0.7-1914.1 19212

2500

2000
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図 7: Critical Rayleigh numbers $Ra_{\mathrm{H}},$ $Ra_{\mathrm{S}}$ and $Ra_{\mathrm{T}}$ .
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$Ra_{\mathrm{H}}<Ra_{\mathrm{T}}arrow Ra_{\mathrm{H}}<Ra_{\mathrm{S}}<Ra_{\mathrm{T}}$ となることがわかった. プラントル数 $0.1<Pr<0.7$
の範囲で, $Ra_{\mathrm{H},\mathrm{s}}Ra,$ $Ra_{\mathrm{T}}$ を表 1に示し, 図 7に図示した. 図 7より, 直線 $Ra_{\mathrm{H}}$ および

曲線 $Ra_{\mathrm{S}},\cdot Ra_{\mathrm{T}}$ の交点の近傍で線形近似を行い次のような近似式を得た. これらの近似式
を用いて直線 $Ra_{\mathrm{H}}$ と曲線 $Ra_{\mathrm{S}}$ , R叶の交点を求めた結果 $Pr_{\mathrm{c}12}=0.269,$$Pr_{\mathrm{c}}=0.289$ を

得た.

$Ra_{\mathrm{H}}=7653$$.7Pr+56.0$ ,

$Ra_{\mathrm{S}}=-1144.8Pr+2421.0$ , $Ra_{\mathrm{T}}=-4040.1Pr+3440.2$ . (31)

これまでに得られた解の分岐構造を説明する. $Pr=0.7,0.3$ の場合は $Pr_{\text{。}2}(=0.289)<$

$Pr$ であるので $Ra_{\mathrm{S}}<Ra_{\mathrm{T}}<Ra_{\mathrm{H}}$ となり, ゆっくりとレイリ一数を大きくしていくと,
解はゆるやかに遷移するブランチ OTB に沿って変化し, 上昇 4渦流となった後にホッ
プ分岐により振動流へと至る. $Pr=$ 0.275の場合は $Pr_{\mathrm{c}1}(=0.269)<Pr<Pr_{\mathrm{c}2}$ より
$Ra\mathrm{s}<Ra\mathrm{H}<Ra_{\mathrm{T}}$ となり, ゆっくりとレイリ一数を大きくすると, 解は OTB に沿って変
化し上昇 4渦流になる前に, $Ra_{\mathrm{H}_{1}}$ でホップ分岐を生じる. $Pr=0.1$ の場合は $Pr<Pr_{\mathrm{c}1}$

より $Ra_{\mathrm{H}}<Ra_{\mathrm{S}}<Ra_{\mathrm{T}}$ となって, レイリ一数を大きくしていくと赤道付近で渦が生じ
るホップ分岐を生じる.
このような結果が得られた理由としては, アスペクト比 $A=10$ の場合は円筒の曲率が

小さ $\langle$ , 円筒の頂上部では平行平板間に発生するベナール対流, 円筒の側面部では鉛直流
体層熱対流によく似ているためであると考えられる. 無限平行平板間に起こるベナール対
流の臨界レイリー数は $Ra_{\mathrm{c}1}\sim 1708$ で与えられ, 無限鉛直流体養鯉対流の臨界レイリー
数は $Ra_{\mathrm{c}2}\sim 7800\cross Pr$ で与えられる. $Ra_{\mathrm{c}1}$ は $Pr>Pr_{\mathrm{c}2}$ における $Ra_{\mathrm{S}}$ とほぼ-致し,
$Ra_{\mathrm{c}2}$ は $Ra_{\mathrm{H}}$ とほぼ-致している.
したがって, 平行平板間諜対流と鉛直流体層熱対流の特性を併せ持つ二重円筒において

プラントル数を小さくしていくと, この 2つの臨界レイリー数の大小関係が入れ替わり,
$Pr<Pr_{\mathrm{c}1}$ では円筒の側面部において複数の渦をもつ振動流になり, $Pr>Pr_{\mathrm{c}2}$ では円

筒の頂上部において複数の渦をもつ流れとなったと考えられる.
無限鉛直流体層熱対流の不安定性によって定常撹乱不安定性と伝播波 (振動) 撹乱不安

定性があることが知られている [9]. ここでの二重円筒間熱対流において見いだされたホッ
プ分岐は実は定常撹乱不安定性に対応しているのである. ではなぜピッチフォ-ク分岐で
はなくホップ分岐となったのか, それは赤道部付近で円筒間隙が曲率を持っているためで
あり, $Aarrow\infty$ の極限でホップ分岐の振動数 $f={\rm Im}(\lambda_{0})/(2\pi)$ は $0$ に近づく.
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