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1. はじめに

H\’enon-Heiles 系, 弾性棒の 2自由度モデル, 2重振子, 制限付き 3体問題など多くの興

味ある 2自由度ハミルトン系では, ホモクリニック軌道を有するサドル. センターが存在

する. このようなサドル・センターの存在が馬蹄写像によって特徴づけられるカオス挙動

や系の非可積分性に大きく関係することが示されている $[2]-[5]$ .
$\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}[2]$ は解析的な系を対象とし, $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{l}’ \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{V}$ タイプの解析 $[6, 7]$ を用いて, 一般的

に成立すると考えられるある条件のもとで, サドル. センター近傍の周期軌道に対する

横断的なホモクリニック軌道が存在することを証明した. Grotta $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{z}\mathrm{z}\mathrm{o}[4]$ は, ポテン

シャルを有する系に対して座標の取り方に依存しない形でその条件を与えた. Mielke ら

[3] は, 時間反転可能な解析的な系に対して同様な結果を証明し, さらにある非退化条件

のもとで摂動を受けた系が無限個のマルチパルス. ホモクリニック軌道を有することを示

した. 同様な議論を用いて, Grotta $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{z}\mathrm{z}\mathrm{o}[5]$ は彼らの結果を–般化し, さらにある条

件のもとでもとのホモクリニック・ループ近傍の周期軌道に対する横断的なホモクリニッ

ク軌道が存在することを証明している.

本報告では, サドル・センターを有するあるクラスの 2自由度ハミルトン系を取りあげ,
$\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{k}_{0}\mathrm{v}$の方法 [1] と呼ばれる大域的な摂動手法を拡張して, 周期軌道の横断的なホモク

リニック軌道が存在し, その上のダイナミクスが馬蹄写像と同相となるような不変集合が

存在する条件を求めるための手法を提案する. 文献 $[2]-[5]$ とは異なり, ここで取りあげる

系は解析的である必要はない. また, 得られた結果は従来の結果 $[2]-[4]$ と密接な関係があ

り, 両者の結果は矛盾しない. 特に, Grotta $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{z}\mathrm{z}0[4]$ が扱った系の場合, 馬蹄写像の

存在に対して同-の条件を与える. さらに, 解析的な系で従来の結果 $[2]-[5]$ が取り扱えな

い場合に対しても適用可能である. なお, 証明などの詳細については文献 [8] を参照せよ.

2. 理論
次の形の 2自由度ハミルトン系を考える.

$\dot{x}=J\mathrm{D}_{x}H(X, y)$ , $\dot{y}=J\mathrm{D}_{y}H(x, y)$ , $(x^{\backslash }, y)\in \mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2}$ (1)
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図 1: x-平面上の軌道

ここで, $H$ : $\mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}$ は $C^{r+1}$ 級 $(r\geq 3)$ であり, $J$ は 2次のシンプレクティック

行列 .

$J=$
である. 以下のことを仮定する.

(A1) 任意の $x\in \mathbb{R}^{2}$ に対して

$\mathrm{D}_{x}H(\mathrm{o}, \mathrm{o})=\mathrm{D}_{y}H(x, \mathrm{o})=0$ (2)

が成立する.

これは原点 $(x, y)=(0,0)(=O)$ が式 (1) の平衡点であり, $x$-平面, $\{(x, y)|y=0\}$ , が式

(1) の流れのもとで不変であることを意味する. さらに, x-平面に制限された系

$\dot{x}=J\mathrm{D}_{x}H(X, 0)$ (3)

は平衡点 $x=0$ を有する. また, 任意の $x\in \mathbb{R}^{2}$ に対して

$\dot{\mathrm{U}}_{x}\mathrm{D}_{y}H(X, 0)=0$ , $j=1,2,$ $\ldots$ ,

が成立する.

(A2) 式 (3) の平衡点 $x=0$ は双曲型サドルであり, ホモクリニック軌道 $x^{\mathrm{h}}(t)$ を有する.

$\Gamma_{0}=\{x^{\mathrm{h}}(t)|t\in \mathbb{R}\}\cup\{0\}$ とおく. 図 1を参照せよ.

(A3) 行列 $J\mathrm{D}_{y}^{2}H(0,0)$ は 1組の純虚固有値 $\pm \mathrm{i}\omega$ を有する.
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仮定 (A2) と (A3) は, 系 (1) の平衡点 $O$ がサドル・センターであり, ホモクリニック

軌道 $(x, y)=(x^{\mathrm{h}}(t), 0)$ を有することを意味する. サドルセンター $O$ は, ホモクリニッ

ク軌道 $(x^{\mathrm{h}}(t), 0)$ に沿って–致する 1次元安定多様体 $W^{\mathrm{s}}(O)$ と不安定多様体 $W^{\mathrm{u}}(O)$ , お

よび 2次元中心多様体 $W^{\mathrm{c}}(O)$ を有する.

とお $\text{く}$ . $\mathrm{D}_{x}\mathrm{D}_{y}H(x, 0)\equiv 0$ より $p_{0}(x, \eta)\equiv 0$ となる.

(A4) ある自然数 $k(\leq r-2)$ が存在して,

$p_{j}(x, \eta)\equiv 0$ , $0\leq j\leq k-1$ , かつ $p_{k}(X, \eta)\not\equiv 0$ .

Liapunov の中心定理 [9] により, $\alphaarrow 0$ のとき $O$ に漸近し, その周期が $2\pi/\omega$ に収束

する周期軌道の 1-パラメータ族 $\gamma^{\alpha},$ $\alpha\in(0, \alpha_{0}](\alpha_{0}>0)$ , が原点 $O$ の近傍に存在する

ことが証明される (図 2を参照せよ). 十分小さな $\alpha_{0}>0$ に対して

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\bigcup_{=\alpha 0}^{\alpha 0}\gamma^{\alpha}$

は, 中心多様体 $W^{\mathrm{c}}(O)$ に含まれる, 境界付きの normally hyperbolic な不変多様体とな
る. $\gamma^{0}=O$ および $H_{\alpha}=H(\gamma^{\alpha})$ とおく. 一般性を失うことなく, $H_{0}=H(0, \mathrm{o})=0$ およ

び $\mathrm{d}H_{\alpha}/\mathrm{d}\alpha>0$ と仮定できる. $\Phi(t)$ および $\Psi(t)$ を, それぞれ, 原点およびホモクリニッ

ク軌道のまわりの勤方向に対する変分方程式,

$\dot{\eta}=J\mathrm{D}_{y}2H(\mathrm{o}, \mathrm{o})\eta$ (4)

および

$\dot{\eta}=J\mathrm{D}_{y}2H(x(\mathrm{h}t), 0)\eta$ , (5)

の基本行列とする. ここで, 12を 2次正方行列として $\Phi(0)=I_{2}$ とする. このとき, 線

形微分方程式に対する基本的な性質 [10] から, 極限

$B_{\pm}= \lim_{tarrow\pm\infty}\Phi(-t)\Psi(t)$ (6)

が存在し, これらの行列が正則であることが導かれる. $B_{0+-}=BB^{-}1$ とおく. 次のよう

に Melnikov 関数 $M(t_{0})$ を定義する. $p_{1}(x, \eta)\not\equiv 0$ のとき

$M(t_{0})= \frac{1}{2}[q_{0}(e1)-q\mathrm{o}(B_{0^{\Phi}}(t_{0})e_{1})]$ , (7)
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図 2: サドル. センター $O$ に対するホモクリニック軌道, 周期軌道 $\gamma^{\alpha}$ および normally
hyperbolic な不変多様体ノ

$2\leq k\leq r-2$ として, $Pj(x, \eta)\equiv 0,$ $i\leq k-1,$ $p_{k}(X, \eta)\not\equiv 0$ のとき

$M(t_{0})= \int_{-\infty}^{\infty}\mathrm{D}_{x}H(x^{\mathrm{h}}(t), 0)\cdot p_{k}(x(\mathrm{h})t, \Phi(t+t_{0})e_{1})\mathrm{d}t$ . (8)

ここで, “ ” は内積を表し, $\mathrm{T}$ を転置演算として $e_{1}=(1,0)^{\mathrm{T}}\in \mathbb{R}^{2}$ である. このとき次の

定理が成立する (証明は文献 [8] を参照せよ).

定理 1. $\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{k}_{0}\mathrm{v}$ 関数 $M(t_{0})$ が単純な零点を有する, すなわち, ある $t_{0}=\overline{t}_{0}$ に対して

$M(\overline{t}_{0})=0$ , $\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}t_{0}}M(\overline{t}_{0)}\neq 0$ (9)

となるものと仮定する. このとき, 十分小さな $\alpha>0$ に対して, エネルギー面 $H=H_{\alpha}$

上で周期軌道 $\gamma^{\alpha}$ に対する横断的なホモクリニック軌道が存在し, その上のダイナミクス

が Smale の馬蹄写像と同相となる不変集合が存在する.

注意 1. (i) サドル. センター $O$ の近傍でハミルトン関数が

$H= \nu\tilde{\xi}_{1}\tilde{\xi}2+\frac{\omega}{2}(\tilde{\eta}_{1}+22\tilde{\eta}2)+\cdots$ , $\nu>0$ ,

と表される座標系 $(\tilde{\xi}_{1},\tilde{\xi}_{2},\tilde{\eta}_{1},\tilde{\eta}_{2})$ を考える. 文献 [2] では, ホモクリニック軌道に沿って線

形化された流れに対して, この座標系においてサドルセンター近傍のホモクリニック軌

道に直交するような 2つの Poincar\’e 断面 & をとった場合, $S_{-}$ から $S_{+}$ への Poincar\’e

写像が単純な回転にならないということが仮定された (文献 $[3, 4]$ でも狭いクラスのハミ

ルトン系に対して同じ仮定がなされた). この仮定は, 言いかえると, Poincar\’e 写像のも

とで上のハミルトン関数の第 2項目

$\frac{\omega}{2}(\tilde{\eta}_{1}^{2}+\tilde{\eta}_{2})2=\frac{1}{2}q_{0}(\eta)$
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が保存されないということである. これは式 (7) で与えられる Melnikov 関数 $M(t_{0})$ が恒

等的には零にならないことを意味する. さらに, $M(t_{0})\not\equiv 0$ となる場合には, 行列 $B_{0}$ に

よって与えられる写像は面積保存となるので, 必ず $M(t_{0})$ は単純な零点を有することに.

なる. したがって, 解析的な系に対しては, 仮定 (A4) において $k=1$ となるとき, 定理

1の条件と文献 [2] で仮定された条件は等価である.

(ii) 仮定 (A4) において $k\geq 2$ となるとき, (i) の線形流れに対する Poincar\’e 写像は単

純な回転を表すので, 文献 $[2]-[5]$ の結果を用いて馬蹄写像の存在を示すことはできない.

(i\"u) たとえ系 (1) が解析的であっても, 馬蹄写像の存在は解析的な第 2積分が存在しな

いことを意味する [11].

3. ポテンシャルを有する系への適用
定理 1をポテンシャルを有する系

$\dot{x}_{1}=x_{2}$ , $\dot{x}_{2}=-\frac{\partial V}{\partial x_{1}}(x_{1}, y_{1})$ , $\dot{y}_{1}.=y_{2}$ , $\dot{y}_{2}=-\frac{\partial V}{\partial y_{1}}(X_{1}, y_{1})$ , (10)

に適用する. ここで, $V:\mathbb{R}\mathrm{x}\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ は $C^{r+1}$ 級であり, 条件

$\frac{\partial V}{\partial x_{1}}(0,0)=\frac{\partial V}{\partial y_{1}}(x, 0)=0$. (11)

を満足するものとする. 式 (10) のハミルトニアンは

$H(x, y)= \frac{1}{2}(x+2y_{2}^{2}2)+V(x1, y_{1})$

で与えられ, 式 (11) により仮定 (A1) が成立する. さらに仮定 (A2) と (A3) が成立するも

のとする. 特に,

$\frac{\partial^{2}V}{\partial y_{1}^{2}}(0,0)=\omega 2$

となる. ポテンシャル関数 $v$ の滑らかさを除いて, 式 (10) は Grotta Ragazzo [4] が取り

扱った系と同–のものである.

サドル. センター $O$ まわりの $y$ 方向の変分方程式は

$\dot{\eta}=\eta$

となり, $\Phi(0)=I_{2}$ を満足する基本行列は次式で与えられる.

$\Phi(t)=$

61



また,

$p_{j}(x, \eta)=\frac{1}{(j+1)!}(0,$ $\frac{\dot{\theta}^{+1}V}{\partial x_{1}\partial\oint_{1}^{+}1}(x_{1},0)\dot{\psi}_{1}^{+1)^{\mathrm{T}}}$ .

3.1. $(\partial^{3}V/\partial x_{1}\partial y_{1}2)(x1,0)\not\equiv 0$ の場合

ホモクリニック軌道 $x^{\mathrm{h}}(t)$ に沿った $y$ 方向の変分方程式は次のようになる.

$\dot{\eta}=$ ( $\mathrm{o}_{\mathrm{h},1(t),0)}$

$0$)$1\eta$ (12)

$\eta_{1}=\overline{\eta}_{1}(t)$ を,

$tarrow-\infty$ のとき $\overline{\eta}_{1}(t)arrow a\mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t}+b\mathrm{e}^{-\mathrm{i}\omega}t$ $(a, b\in \mathrm{c})$ (13)

および

$tarrow+\infty$ のとき $\overline{\eta}_{1}(t)arrow \mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t}$ (14)

を満たす線形方程式

$\ddot{\eta}_{1}+\frac{\partial^{2}V}{\partial y_{1}^{2}}(X_{1}^{\mathrm{h}}(t), \mathrm{o})\eta_{1}=0$ (15)

の解とする. $\lim_{tarrow\pm}\infty^{x^{\mathrm{h}}}(t)=0$ であり, $\mathrm{e}^{\pm \mathrm{i}\omega t}$ が線形方程式

$\ddot{\eta}_{1}+\omega^{2}\eta_{1}=0$ .

の解であるため, 線形方程式の基本的な性質 [10] によって式 (15) に対するこのような解

は常に存在する. 式 (12) に対する基本行列は次式で与えられる.

$\Psi(t)=$
よって, 極限 (6) は次のように求められる.

.
$B_{-=}(_{\omega({\rm Im}}{\rm Re} a+{\rm Re} ba+{\rm Im} b$

)
$\frac{1}{\omega}(-{\rm Im} a+{\rm Im} b){\rm Re} a-{\rm Re} b)$ , $B_{+}=$

線形方程式の基本的な性質 [10] により $|\Psi(-\infty)|=|\Psi(+\infty)|=1$ であり,

$|B_{-}|=|a|^{2}-|b|^{2}=1$ (16)

62



となる. したがって,

$B_{0}=B_{-}-1=(_{-}^{\mathrm{R}}\omega(\mathrm{I}\mathrm{e}a-\mathrm{m}a+{\rm Im}{\rm Re} bb)$
$\frac{1}{\omega}({\rm Im} a-{\rm Im}{\rm Re} a+{\rm Re} b\dot{b})$).

$\eta_{j}$ を $\eta$ の $j$ 番目の成分として $q\mathrm{o}(\eta)=\omega^{2}\eta_{1}2$ となることに注意すると, 次式が得られる.

$M(t_{0})=\omega^{2}$ [( ${\rm Re}$ a ${\rm Re} b-{\rm Im}$ a ${\rm Im} b$) $\cos 2\omega t_{0}$

$-$ ( ${\rm Re}$ a ${\rm Im} b+{\rm Im}$ a ${\rm Re} b$) $\sin 2\omega t_{0}-|b|^{2}]$

$=|b|[|a|\cos(2\omega t0+\phi_{0})-|b|]$ , (17)

ここで, 式 (16) および

$\emptyset 0=\arctan(\frac{{\rm Re} a{\rm Im} b+{\rm Im} a{\rm Re} b}{{\rm Re} a{\rm Re} b-{\rm Im} a{\rm Im} b})$

を用いた. 式 (16) によって $|a|>|b|$ であるから, もし $|b|\neq 0$ ならば, $M(t_{0})$ は単純な

零点を有することがわかる. 結局, 定理 1を適用することにより次の結果が得られる.

定理 2. もし $|b|\neq 0$ ならば, 十分小さな $\alpha>0$ に対して, エネルギー面 $H=H_{\alpha}$ 上

で式 (10) は周期軌道 $\gamma^{\alpha}$ に対する横断的なホモクリニック軌道をもち, その上のダイナミ

クスが Smale の馬蹄写像と同相となる不変集合を有する.

ポテンシャル関数 $V$ が解析的な場合に対して Grotta Ragazzo [4] は同じ結果を得てい

る (cf. 文献 [4] の定理 4).

例として, 文献 [4] と同様に, 次のポテンシャル関数の場合を考える.

$V(x_{1,y_{1})}= \frac{1}{2}(-x_{1}^{2}+\omega^{2}y_{1}^{2})+\frac{\alpha}{n+1}X^{n+1}1+\frac{\beta}{2}x_{1}^{n-}y_{1}12+a(y_{1}^{3})$ (18)

式 (3) のサドル $x=0$ はホモクリニック軌道

$x^{\mathrm{h}}(t)=(( \frac{n+1}{2})^{1/(n}-1)$ sech $2/(n-1)( \frac{n-1}{2}t)$ ,

$-( \frac{n+1}{2})^{1/(n}-1)$ sech $2/(n-1)( \frac{n-1}{2}t)\tanh(\frac{n-1}{2}t))$ (19)

を有する. もし $n$ が奇数ならば, $x=-x^{\mathrm{h}}(t)$ もまたホモクリニック軌道となることに注

意する. 式 (15) は次のようになる.

$\ddot{\eta}_{1}+$ ($\omega^{2}+\frac{(n+1)\beta}{2\alpha}$ sech 2
$( \frac{n-1}{2}t)$ ) $\eta_{1}=0$ (20)
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式 (20) において変換

$s= \tanh(\frac{n-1}{2}t)$ , $\eta_{1}=(1-S^{2})^{2\mathrm{i}}\omega t/(n-1)\zeta$ , $u= \frac{1}{2}(1-s)$

を用いると, Gauss の超幾何方程式

$u(1-u) \frac{\mathrm{d}^{2}\zeta}{\mathrm{d}u^{2}}+(1+\frac{\mathrm{i}\omega}{a})(1-2u)\frac{\mathrm{d}\zeta}{\mathrm{d}u}+(\frac{2\mathrm{i}\omega}{n-1}-\rho)(\frac{2\mathrm{i}\omega}{n-1}+\rho+1)\zeta=0$

が得られる. ここで,

$\rho=\frac{1}{2}(\sqrt{\sigma}-1)$ , $\sigma=\frac{8\beta(n+1)}{\alpha(n-1)^{2}}+1$

である. 条件 (13) と (14) を満足する式 (20) の解は次式で与えられる.

$\eta_{1}(t)=[\cosh(\frac{n-1}{2}t)-\sinh(\frac{n-1}{2}t)]^{-2}\mathrm{i}\omega/(n-1)$

$\cross F(-\rho,$ $1+\rho,$ $1- \frac{2i\omega}{n-1};\frac{1}{2}[1-\tanh(\frac{n-1}{2}t)])$ (21)

ここで, $F(c_{1}, c2, \mathrm{c}_{3}; z)$ は Gauss の超幾何関数

$F(c_{1}, c2, c3;Z)= \sum_{=k0}\frac{c_{1}(c_{1}+1)\cdots(C_{1}+k-1).C_{2}(C_{2}+1)\cdots(_{C+}2k-1)}{k!c_{3}(c3+1)\cdot\cdot(_{C+}3k-1)}s\infty k$

$=1+ \frac{c_{1}c_{2}}{c_{3}}\frac{z}{1!}+\frac{c_{1}(C_{1}+1)C_{2}(c2+1)}{c_{3}(_{C_{3}+}1)}\frac{z^{2}}{2!}+\cdots$

である. 式 (21) より次式が得られる.

$|b|=$ (22)

式 (22) の導出に対しては文献 [12] の 25節の問題 4をまた参照せよ. したがって, もし

$l=1,2,$ $\ldots$ に対して

$\frac{\beta}{\alpha}\#\frac{(n-1)^{2}}{2(n+1)}l(\iota+1)$

ならば, 定理 2の仮定が成立し, ポテンシャル関数 (18) を有する系 (10) において正の

低エネルギー面上に馬蹄写像が存在する. また, $n$ が奇数の場合, ホモクリニック軌道

$x=-x^{\mathrm{h}}(t)$ に対しても同じ結果が得られる.
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3.2. $(\partial^{3}V/\partial x_{1}\partial y_{1})2(x1,0)\equiv 0$ の場合

$k\geq 2\text{と}]_{\neq}$ ,
$\frac{\dot{\theta}^{+2}V}{\partial x_{1}\partial\oint_{1}+1}(x_{1}, \mathrm{o})\equiv 0$ , $j\leq k-1$ ,

および

$\frac{\partial^{k+2}V}{\partial x_{1}\partial y_{1}^{k}+1}(x_{1},0)\not\equiv 0$

とする. このとき,

$p_{j}(x, \eta)=0$ , $j\leq k-1$ ,

および

$p_{k}(x, \eta)\not\equiv \mathrm{o}$

となる. ポテンシャル関数 $V$ が解析的であったとしても, Grotta Ragazzo [4] の結果は

この場合適用できないことに注意する. 式 (8) は次のようになる.

$M(t_{0})=$ $- \frac{1}{(k+1)!}\int_{-\infty}^{\infty}x_{2}^{\mathrm{h}}(t)\frac{\partial^{k+2}V}{\partial x_{1}\partial y_{1}^{k}+1}(x^{\mathrm{h}}1(t), 0)\cos^{k}+1\omega(t+t_{0})\mathrm{d}t$ (23)

具体的な例として次のポテンシャル関数の場合を考える.

$V(x_{1,y_{1})}= \frac{1}{2}(-x_{1}^{2}+\omega^{2}y_{1}^{2})+\frac{1}{4}x_{1}^{4}+\frac{\beta}{3}X_{1y_{1}}^{33}+a(y_{1}^{4})$ (24)

式 (3) のサドル $x=0$ は 1対のホモクリニック軌道

$x_{\pm}^{\mathrm{h}}(t)=$ ( $\pm\sqrt{2}$ sech $t,$ $\mp\sqrt{2}$ sech $t\tanh t$)

を有する (式 (19) を参照せよ). $k=2$ とおき, $x_{\pm}^{\mathrm{h}}(t)$ に対して式 (23) を計算すると次

式が得られる.

$M(t_{0})= \mp\frac{\pi\omega}{2\sqrt{2}}[(\omega^{2}+1)$ sech $( \frac{\pi\omega}{2})\sin\omega t0+(9\omega^{2}+1)$ sech $( \frac{3\pi\omega}{2})\sin 3\omega t_{0}]$

したがって, 定理 1の仮定が成立し, ポテンシャル関数 (24) を有する系 (10) において正

の低エネルギー面上に馬蹄写像が存在することがわかる.
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