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1 はじめに

圧縮性乱流は渦や衝撃波が混在した複雑な流れ場であり、 これを数値的に解析する方

法として連続体モデルによる方法と分子気体論による方法が考えられる。連続体モデルに
対しては $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ (Direct Numerical Simulation) により、これまでに多くの解析があるが、セ

ルレイノルズ数を 1以下するため、多くの格子点数が必要となる。 -方、分子論による方

法については、筆者らによる積分型 Boltzmann方程式を用いれば、補間を利用するので少

ない格子点数での計算が期待できる。これまでに分子気体論の方法を圧縮性乱流の解析に

応用した例は、LBE (Lattice Boltzmann Equation) のほか筆者らの 2次元問題の解析など

少ないが、 ここではこれを 3次元問題に適用し、有効性を調べることが目的である。

さて分子気体論は元来、粘性係数などの流体諸定数の導出や稀薄気体の流れなど分子

的構造が目立つものに使われてきたが、その後の方法論の進展に伴い巨視的な流れの計算
にも応用される様になってきた (例えば文献 [1,2])。これまでに筆者らは、衝突項に BGK
モデルを用いた積分型 Boltzmann 方程式を提案し、 2次元の Taylor-Green 型の正方形状

の周期解の場合について Navier-Stokes 式の解と比較し、その有効性を示した [3]。また、

エネルギースペクトルは、大体において 2次元乱流的特性の波数 $k^{-3}$に比例している部分

があることが分かった。本報告は、この積分型 Boltzmann 方程式を基本的な圧縮性乱流の

流れ場の解析として、前回の報告 [4] にひき続き 3次元 Taylor-Green 型立方形状の初期値

問題に適用し、密度、渦度分布の時間発展、速度勾配テンソルの不変量等の解析結果を述
べたものである。

2 分子気体論モデル

分子論モデルとしては、ここでは、$f(c, x, t)$ をある場所 $x=$ ( $x,$ $y$ , z) 、時間 $t$ における分子

速度 $c=(c_{x’ y}C$ , cのに対する分子速度分布関数、 $F$ は外力、解は衝突項として、Boltzmann

数理解析研究所講究録
1121巻 2000年 213-220 213



方程式

$\frac{\partial f}{\partial t}+c\frac{\partial f}{\partial x}+F\frac{\partial f}{\partial c}=\frac{\partial_{\mathrm{e}}f}{\partial t}$ (1)

を用いるが、乱流場のような細かい変化に対し、差分近似をさけるため、その特性曲線に

沿う微小時間\Delta t での積分形で外力のない場合、

$f(c, x+c \triangle t,t+\triangle t)-f(c, x,t)=\triangle t\frac{\partial_{\mathrm{e}}f}{\partial t}$, (2)

を用いる。 (2) 式において $x+c\triangle i-X$ と変換して

$f(c, x, t+ \triangle t)=f(c, x-c\triangle t,t)+\triangle t\frac{\partial_{\mathrm{e}}f}{\partial t}$ (3)

の形にして、 $t$ におけるデータから $t+\triangle t$ での値を求める。

$\text{ここでは_{、}衝^{}p\mathrm{t}}*^{\mathrm{r}}\text{項}\frac{\partial_{\mathrm{e}}f}{\partial t}$ に BGK モデルを用いる。これは、BGK モデルが計算が容易である

という利点と Prandtle 数\mbox{\boldmath $\sigma$}= $1.0$ であるが定性的には有効であることが知られている。

$\mathrm{B}\mathrm{G}\mathrm{K}$モデル:

$. \frac{\mathrm{e}/}{\partial t}$
$=$ $\nu(f_{0}-f)$ ,

$\nu$ $=$ $\frac{1}{\mu}p$ , (collision frequncy, $\mu$ : 粘性係数), $f_{0}= \frac{\rho}{(2\pi RT)^{n/2}}e^{-C^{2}/2RT}$ ,

$C$ $=$ c-u, $C=|C|,$ $\rho=\rho(x,t)=\int fdc,$ $u=u(x, t)= \frac{\perp}{\rho}\int$ cfdc,

$T$ $=$ $T(x, t)= \frac{1}{\rho}I\frac{2}{n}c^{2}fd\mathrm{c}$.

ここで、 $\mathrm{n}=2,3$ はそれぞれ 2次元 (Coplanar) $\text{、}3$ 次元を表わす。

3 Taylor-Green 型初期値、境界値問題

問題としては、 3次元の Taylor-Green 型問題を扱う。この問題は、DNS でも扱われて

いるが主に非圧縮流の場合のプログラムのチェックに使われている。初期値として、前回

の報告と同じ速度、密度、温度として $u_{\text{。。}}=(u_{\mathit{0}}0, v_{0\mathit{0}}, w\mathit{0}0)_{\text{、}}\rho 00\text{、}$ Tooを与え、それらで求め

られる Maxwell 分布 $f_{00}$ を $f$の初期値、すなわち $f(C, X, 0)=f_{\mathit{0}0}$ とする。

ここで速度分布関数、速度、密度、温度の初期値を、それぞれ以下のように与える、

$f_{00}$ $=$ $\frac{\rho_{00}}{(\pi T_{00})^{3}/2}e^{-C^{2}/00}T$ , $C=c-u_{\mathrm{o}}\mathrm{o}$
’
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$u_{00}$ $=$ $A\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}‘ 2_{TX}\sin 2\pi y\sin 2\pi \mathcal{Z}$ ,

$V_{00}$ $=$ $B\sin 2\pi x\cos 2\pi y\sin 2\pi Z$ ,

woo $=$ $C\sin 2\pi X\sin 2\pi y\cos 2\pi z$ , (4)

$\rho_{00}$ $=$ $1+D\sin 2\pi X\sin 2\pi y\sin 2\pi z$ ,

$T_{00}$ $=$ $1+E\cos 2\pi X\cos 2\pi y\cos 2\pi z$ .

ここで $A,$ $B,$ $\ldots,E$は定数である。境界条件として、単位立方体 $(0\leq x, y, z\leq 1)$ の領域を考
え、 そのため周期境界条件として、すべての関数 $F(x, y, z)$ に対し

$F(x+1, y+1, Z+1)=F(x, y, Z)$ (5)

を課する。 さらに、式 (3) で $f$の格子点以外の値が必要となるが、四面体領域をそれぞれ
線形関数 $f=a_{0}+a_{1}x+a_{2}y+a_{3}z$で表わして内挿する。

4 計算結果

2次元 Taylor-Green 型問題に対する結果

亜音速で $Kn=0.\mathrm{o}1$ の場合の 2次元 Taylor-Green 型問題に対する BGK モデルの結果
は、Navier-Stokes の結果と比較して図 1の様になった $[3, 4]$。この図より BGK モデルの

結果は、Navier-Stokes の結果と良い–致を示し、また、エネルギースペクトルも波数 $k$の-

3に比例していることから、 2次元乱流的な性質を示している。

2次元での分子流モデルの結果が有効であることが示せたので、. 3次元 Taylor-Green

型問題に対して分子流モデルを適用し、密度、渦度分布の時間発展、速度勾配テンソルの
不変量的の解析を行なった。

3次元 Taylor-Green 型問題に対する初期条件、計算条件

計算スキームは、立方体内で境界条件 (5) の下、 $t=0$ での初期値 (4) から出発し、式

(3) により時刻\triangle t ごとに求めていく。計算では、$A=0.5,$ $B=c=-\mathrm{o}.2,$ $D=E=0.\mathrm{O}1$ お

よびクヌーセン数 $I\mathrm{f}_{n}=0.1$ に対し、 $x$ は $25\cross 25\cross 25$ 分割、 $c$ は-4 $\leq$
$c_{x},$ $c_{y},$ $CZ\leq 4$ で $8\cross 8\cross 8$

分割で計算を行なった。

密度、渦度分布

図 2は、密度、渦度に対して $t=0.\mathrm{O}- \mathrm{o}.7$ での変化の様子を等値面 ( $\mathrm{i}.\mathrm{s}.=\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{o}$ surface) で示し
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ている。密度分布図の等値面は最大値近傍を表示したもので、時間の経過とともに密度の
大きな領域が生成され $(t=0.25)\text{、徐々に減衰均_{}-}\text{化}$ $(t=0.\mathrm{s}, \mathrm{o}.7)$ してい \langle 様子が見られる。

また、 $t=0.5$ では、衝撃波と思われる構造が見られる。渦度分布に関しては、初期値とし
て与えた大きな渦構造が、時間の経過と共に崩壊し、小さな渦構造に減衰していくことが
見られる。これは、流れ場が eddy-shocklet のようなものに発展し、時間の経過とともに

減衰していくことを示していると考えられる。

エネルギースペクトル

図 3に示すように、エネルギースペクトル $E(k)\text{は}- 5/3$ の勾配を持つ部分がみられ、流

れ場がほぼ 3次元乱流的な性質を持つことを示している。 クヌーセン数 $Kn=0.1(\triangleright$ イノ

ルズ数 $Re=10$) 程度での計算で、波数 kの-5/3乗がでるかとの議論があるが、この傾向は、

一様等方性の場合であるとは限らないので、むしろ渦が砕けるときの特性と考えられ、事

(a) Density contour at $\mathrm{t}=0$ (c) Denslty contour at $\mathrm{t}=\cup.1,\perp \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}-\mathrm{o}\mathrm{L}\mathrm{O}\kappa \mathrm{e}\mathrm{S}$

(b) Density contour at $\mathrm{t}=0.1$ , BGK (d) Energy spectrum

図 1: 2次元 Taylor-Green 問題に対する密度分布と
エネルギースペクトル (初期条件 : $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{C}_{\text{、}}\mathrm{K}\mathrm{n}=0.\mathrm{O}\iota$ )
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実シェルモデルでも数個の項でもこの傾向は出る。また、もとの Taylor-Green [5] では手計

算で数個の harmonics の式を出しただけだが、それでも $- 5/3$ の特性が見えて Koromogoroff
の-5/3乗則の発見 [6] に繋がったことを考えると、ここでの結果は有効であると考えられる。
速度勾配テンソルの解析

次に計算した流れ場について、速度勾配テンソルの解析 [7] により圧縮性乱流の性質を

調べる。速度勾配テンソル $A_{ij}$において、 3次元運動に対して固有値\mbox{\boldmath $\lambda$}は次の 3次多項式

$\lambda^{3}+P\lambda^{2}+Q\lambda+R=0$ (6)

で表わされる \={o} ここで、 $P_{\text{、}}Q_{\text{、}}R$はスカーラ不変量と呼ばれ、座標変換に対して不変な量
である。ただし、遅出変量は、

$P=-traCe[A]$ , $Q= \frac{1}{2}(P^{2}-t_{\Gamma}ac[A2])$ , $R=-det[A]$

で表わされる。固有値に関する 3次多項式を解いたとき、解が 2個が複素数で 1個が正の
実数の場合 (ケース $(\mathrm{a})$ ) は伸張渦状点の軌道、2個が複素数で 1個が負の実数の場合 (ケー
ス $(\mathrm{b}))$ は圧縮渦状点の軌道、 3個が実数の場合 (ケース $(\mathrm{c})$ ) は鞍状点と結接点を組み合わ

せた軌道をそれぞれとる。

図 4は、時間 $t=0.5$ における $z=0.5$ の平面で固有値と渦度 $|\omega|$ の分布を表示したもの

である。渦度は、黒色から白色に変化するにつれて強度が増す。これらの図より、渦度の
強い部分に圧縮渦状点の軌道があり、 また渦の外側に伸張渦状点の軌道があることがわか

る。 -方、渦度の小さい黒色の部分は鞍状点と結接点を組み合わせた軌道である。
また、図 5は時間 $t=0.5,0.7$ におけるスカラー不変量の関係 $Q-R$ $($図$5(\mathrm{a}), (\mathrm{b}))_{\text{、}}$ お

よび $P-R$ (図 5(c) and $(\mathrm{d})$ ) を示したものである。 これらの図より、スカラー不変量 $R$

は時間と共にその分布は縮む傾向を示しており、これは衝撃波生成による場の片寄りと速

度場の減衰によるものと考えられる; スカラー不変量 $P$は、 $P=-traCe[A]=divu$であるか

ら、非圧縮流であれば $0$ となるが、 ここでは圧縮流であるため $P\neq 0$ である。 しかしなが

ら、時間の経過とともに分布が $0$ を中心として小さくなる傾向があり、これは速度場が減

衰して非圧縮流の性質に近い流れ場になりつつあること示している。以上スカラー不変量
に対する概括的な知見を述べたが、これに対する解析は始めたばかりであり、圧縮性乱流

の詳細な解析は今後の課題である。
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$\mathrm{t}=0.5(\mathrm{i}_{\mathrm{S}.=}.1.024)$
$\mathrm{t}=0.7(\mathrm{i}_{\mathrm{S}.=}.1.016)$

$\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{r}\iota \mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{t}}\mathrm{v}-$

図 2: 3次元 Taylor-Green型問題に対する時間
$\mathrm{t}=0.0,0.25,0.5$ ,0.7での密度、 渦度の等値面
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\sim U\xi う $\mathrm{R}$

図 3: エネルギー
スペク トル 図 4: 速度勾配テンソルの固有値と渦度 $(\mathrm{t}=0.5, \mathrm{z}=0.5)$

(a) $\mathrm{t}=0.5$ (b) $\mathrm{t}=0.7$

(c) $\mathrm{t}=0.5$

(d) $\mathrm{t}=0.7$

図 5: $\mathrm{t}=0.5,0.7$における速度勾配テンソルの不変量分布
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クヌーセン数 $Kn$ に対する議論

ここで計算した 3次元 Taylor-Green 問題の初期条件において、 クヌーセン数 $Kn=0.1$

が大きすぎるという議論がある。これは、普通の分子流では希薄気体流れに当たるが、こ

こでの問題では–様流といった流れ場はなく、時間と共に場所場所で変わる。 2次元の場

合に対しては、 $Kn=0.\mathrm{O}1$ および 0.001で計算をしたが、大きな違いは見られなかった。今

後 3次元に対しても、 $Kn=0.\mathrm{o}1$ などの場合に対しても計算してみることも必要である。

5 まとめ

分子流モデルによる圧縮性乱流に対する計算の可能性を調べるために、 3次元 Taylor-

Green 型問題に適用した。結果は、流れ場が基本的な乱流の性質を示し、このモデルの有

効性を示せた。今後の課題として、一様当方性乱流等の問題にこれを適用し、これまでに

DNS 等で得られた結果と比較することがある。
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