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. 講演では抽象的な話に終始したので, この報告では $g\{_{2}$ の量子アファイン環の場合に限るこ
とによって具体的な話をする. 実は, 以下の具体的な計算も証明の途中であるステップとして
現れる.

1. INTRODUCTION
アファイン Lie環引よ, Kac-Moody Lie 環の例であり, 一般化された Cartan行列 (例えば $A_{1}^{(1)}$

型のときには

には, この定義を使うのが便利であるが, -方で 6は有限次元 Lie環佳のループ Lie環 Lg を中
心拡大して, さらに次数作用素を付け加えたものという記述も可能である. すなわち,

$\wedge\S=_{9\otimes \mathbb{C}[}z,$ $z^{-}]1\mathbb{C}\oplus \mathbb{C}c\oplus d$

であって, Lie環の構造を
$[^{\wedge}\mathrm{g}, c]=0$ ,

$[X\otimes z^{r}, Y\otimes zS]=[X,Y]\otimes z^{r}++sr\delta_{r+0}(s,X,Y)c$,
$[d,X\otimes z^{r}]=rX\otimes z^{r}$

で入れたものである. ただし, (X, $Y$ ) は $\mathrm{g}$ 上のある adjoint 不変な内積である.
以下では, $\wedge \mathrm{g}$ の有限次元表現を調べる. このとき, 中心 $c$ は $0$ で作用するので, ループ Lie環

$\mathrm{L}\mathrm{g}=\mathrm{g}\otimes \mathrm{c}[Z, Z^{-1}]$ を考えれば十分である.
$0$ でない複素数 $a$ に対し, Lle環の準同型

$\mathrm{L}\mathrm{g}arrow$ 佳; $X\otimes z^{k_{\vdasharrow}}a^{k}X$

を evaluation写像といい, $\mathrm{e}\mathrm{v}_{a}$ で表わす.
$\mathrm{g}$ の表現 $V$ を, $\mathrm{e}\mathrm{v}_{a}$ を通じて Lg の表現と思ったものを $\mathrm{e}\mathrm{v}_{a}^{*}V$ で表わす.
Lg の有限次元表現は, 次のようにして完全に理解される.

定理 1.1. (1) $a_{1},$
$\ldots,$

$a_{n}$ を相異なる $0$ でない複素数とし, $V_{1},$
$\ldots,$

$V_{n}$ を $\mathrm{g}$ の有限次元既約表現と
する. このとき

$\mathrm{e}\mathrm{v}_{a_{1}a}^{*}V_{1}\otimes\cdots\otimes \mathrm{e}\mathrm{v}^{*}V_{n}n$

\iota よ $\mathrm{L}\mathrm{g}$ の有限次元既約表現である.
(2) Lg の有限次元既約表現は上のやり方で必ず得られる.

さて, 以上の $q$ 類似を考えたい. 普遍展開環 $\mathrm{U}(\mathrm{g})\wedge$ の $‘ q$ 類似’ $\mathrm{U}q(\mathrm{g})\wedge$ は, アファイン量子展開
環と呼ばれているが嘉に二通りの記述があったのと同様に, 二通りの記述が可能である.
つは嘉の Kac-Moody Lie環としての記述の $‘ q$類似’であり, Drinfeld-Jirnbo による対称化

可能な Kac-Moody Lie 環に対する量子展開環の定義を使うものである. もう一つは, Drinfeld
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new realization と呼ばれているものであり, $\wedge \mathrm{g}$ のループ Lie環の拡大としての記述の $‘ q$類似’ で
ある. ’

二つの記述が同型であることは, $\mathrm{D}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}[15]$ によってアナウンスされていたが, 詳しい証明
は, $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}[5]$ によって与えられた.
ここでは, Drinfeld new realization を採用することとし, また有限次元表現を考察するので,

中心拡大しない量子ループ環 $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}_{9)}$ を取り扱うことにする.
簡単のため $\mathrm{g}=\epsilon(_{2}$ のときを考える.
$\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ を次のようにして定義する. $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ は, $e_{r},$ $f_{r}(r\in \mathbb{Z}),$ $q^{\pm h},$ $h_{m}(m\in \mathbb{Z}\backslash \{0\})$ を生

成元とする $\mathbb{Q}(q)$ -代数であって, 次の関係式を満たすものとする:
$(z-q^{\pm 2}w)\psi^{S}(Z)_{X}\pm(w)=(q^{\pm 2}z-w)_{X^{\pm}}(w)\psi^{S}(_{Z})$,

$[X^{+}(Z), X^{-(w})]= \frac{1}{q_{k}-q_{k}^{-1}}\{\delta(\frac{w}{z})\psi+(w)-\delta(\frac{z}{w})\psi-(z)\}$ ,

$(z - q^{\pm 2}w)X^{\pm}(Z)x^{\pm}(w)=(q^{\pm 2}z-w)_{X^{\pm}}(w)X^{\pm}(z)$ ,

ただし, 次の母関数を用いた:

$\delta(z)^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}=$

.
$T=- \infty\sum^{\infty}Z^{r}$ , $x^{+}(_{Z})^{\mathrm{d}\mathrm{e}}=\mathrm{f}$

.
$r= \sum_{\infty-}^{\infty}er^{\mathcal{Z}}-r$ , $x^{-}(z)=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

.
$r= \sum_{\infty-}^{\infty}frz^{-r}$ ,

$\psi^{\pm}(z)^{\mathrm{d}}\mathrm{e}=\mathrm{f}$
.

$q \mathrm{e}\pm h\mathrm{x}\mathrm{p}(\pm(q-q^{-})1\sum_{m=1}^{\infty}h_{\pm m)}z^{\mp}m$ .

$e=,$ $f=,$ $h=$ を $s\mathrm{t}_{2}$ の生成元として取れば, Lg の $e\otimes z^{r},$ $f\otimes z^{r}$ ,

$h\otimes z^{m}$ がそれぞれ $e_{r},$ $f_{r},$ $h_{m}$ に対応し, $h\otimes z^{0}$ だけは $q$ の肩に乗っけて $q^{h}$ としたものである.
$\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の定義ができたら次に問題になるのは, 当然 (有限次元) 表現の構成, 分類である. 実

は, 一般の $\mathrm{g}$ にたいしては evaluation写像が存在しないことが知られており, このために Lg の
有限次元の構成 (定理 1.1) の類似がそのままでは成立しない. 筆者は, 最近簾多様体と呼ばれ
る空間を利用して, 有限次元表現を構成した. 残念ながら簸多様体の構成自体に準備が必要に
なるので, ここでは $\mathrm{g}=\epsilon \mathfrak{l}_{2}$ の場合に限ることによって, 筆者の構成を説明することにしたい.

$\mathrm{g}=5[_{2}$ の場合には対応する簸多様体は, グラスマン多様体の余接束となり, 極めて詳しくその
性質を調べることができる. 現在までのところ, 塩型以外のときには同様の記述は知られてお
らず, 簸多様体を調べるための道具も自分で用意する必要があった. なお, $\mathrm{g}=z\mathrm{t}_{n}$ の場合は, 筆
者よりも以前に $\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{z}\mathrm{b}_{\mathfrak{U}}\mathrm{r}\mathrm{g}-\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}[20,56]$ の構成があり, 筆者も彼らの結果に動機づけされて
いる.

2. $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の有限次元表現

この節では $\mathrm{g}=g(_{2}$ の場合に $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の有限次元表現を具体的に構成する. $\mathit{5}\text{【_{}n}$ の場合に拡張
することは容易である.

21. 有限次元表現の構成. 次の記号を用いる.
$\bullet w\in \mathbb{Z}_{>0}$

$\bullet$ $a,$ $b\in \mathbb{Z}$ で $a\leq b$ となるものに対して, $[a, b]=\{a, a+1, \ldots , b\}$

$\bullet \mathrm{R}=\mathbb{Q}(q)[X_{1}\ldots, X^{\pm}\pm,w]$

$\bullet$ $S_{w}$ : $w$ 次の対称群. 変数の入れ替えで $\mathrm{R}$ に作用する.
$\bullet$ $I=(I_{1}, I_{2}):[1, w]$ の二つの集合への分割. すなわち, $I_{1},$ $I_{2}\subset \mathrm{r}_{1,w]}\lfloor$ であって, $I_{1}\cap I_{2}=\emptyset$ ,

$I_{1}\cup I_{2}=[1, w]$ .
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$\bullet$ $k\in I_{1}$ のとき, 新しい分割 $\tau_{k^{+}}(I)$ を $(I_{1}\backslash \{k\}, I_{2}\cup\{k\})$ で定義する. 同様に, $k\in I_{2}$ のと
き新しい分割 $\tau_{k^{-}}(I)$ を $(I_{1}\cup\{k\}, I_{2}\backslash \{k\})$ で定義する.

$\bullet$ $S_{I}=S_{I_{1}}\cross S_{I_{2}}\subset S_{w}$ : $I_{1},$ $I_{2}$ のそれぞれを集合として保つ元からなる $S_{w}$ の部分群
$\bullet$ $G\subset S_{w}$ が部分群のとき, $G$ で不変な $\mathrm{R}$ の元の全体を $R^{G}$ で表わす.
$\bullet$ [V] は, 次の式で定義される $[1, w]$ の分割

$[v]=\{$

$([1, v], [v+1, w])$ $1\leq v<w$ のとき
$(\emptyset, [1, w])$ $v\leq 0$ のとき
$([1, w], \emptyset)$ $w\leq v$ のとき

$\bullet$ $I,$ $J$ を $[1, w]$ の二つの分割とするとき, 対称化作用素 $\mathfrak{S}_{J}^{I}$ : $R^{s_{I}\mathrm{n}S_{J}}arrow R^{S_{I}}$ を

$\mathfrak{S}_{J}^{I}f=\sum_{S_{j}\sigma\in sJ/SI\cap}..\sigma(f)$

によって定義する. $R$ の同体 $\mathcal{R}$ に対しても同じ式で対称化作用素を定義する.
$\bullet$ $I=(I_{1}, I_{2})=(\{i_{1}, \ldots, i_{v}\}, \{j_{1}, \ldots,j_{w-}v\})$ と $f\in \mathrm{R}^{S_{\mathrm{l}v}}\mathrm{l}$ に対して

$f(x_{I})=f(Xi_{1}, \ldots, Xi_{v}, xj_{1}, \ldots, xjw-v)$

とおく.
$M=M(w)^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}=\oplus_{v=0^{\mathrm{R}^{s_{\iota v}}}}^{w}\mathrm{l}$ とおく. 作用素の母関数 $x^{+}(z):\mathrm{R}^{S_{\mathrm{f}v}}1arrow \mathrm{R}^{S}\iota v-11$ を

$x^{+}(z)f= \mathfrak{S}_{[v]}^{[v}-1](f\sum_{r=-\infty}^{\infty}(\frac{x_{v}}{z})^{r}\prod_{\in t[v+1w]},\frac{qx_{v}-q-1_{X_{t}}}{x_{v}-x_{t}})$

$= \sum_{vk\in[,w]}f(X-\tau[kv-1])\sum_{r=-\infty}\infty(\frac{x_{k}}{z})^{r}\prod_{t\in[w1\backslash \{k\}}\frac{qx_{k}-q^{-1_{X_{t}}}}{x_{k}-x_{t}}v$

,

によって定義する. $v$ を動かすことによって, $M$ 上の作用素の母関数と見なす. 分数が入って
いるから, 右辺が $\mathrm{R}^{S}[v-1]$ に入っていることは自明ではないがチェツクできる.
同様に $x^{-}(w):\mathrm{R}^{s_{\mathrm{I}^{v-}\mathrm{J}}}1arrow \mathrm{R}^{s_{1v1}}$ を

$x^{-}(w)g= \mathfrak{S}_{[]}^{[}v-1v](g\sum_{s=-\infty}^{\infty}(\frac{x_{v}}{w})s\frac{q^{-1}x_{v}-qx_{u}}{x_{v}-x_{v}}\prod)u\in[1,v-1]$

$= \sum_{1}g(_{X}\tau_{\iota}+[v1)\sum_{\infty l\in[1v]s=-}^{\infty}(\frac{x_{l}}{w})^{s}\prod_{\{v]\backslash l\}}\frac{q^{-1}x_{l}-qX_{u}}{x_{l}-x_{u}}u\in[1$

,

によって定める.
最後に $\psi^{\pm}(z):\mathrm{R}s1^{v}\mathrm{l}arrow \mathrm{R}^{s_{1^{y\mathrm{l}}}}$ を

$\psi^{\pm}(z)f=(_{u\in[1,v}\prod_{\mathrm{J}}\frac{q^{-1}z-qx_{u}}{z-x_{u}},t\in\iota+1\prod_{vw]},\frac{qz-q^{-}X_{t})}{z-x_{t}})\pm f$

によって定める. ただし, 右肩に士を付けたものは, $z=\infty$ と $z=0$ における Laurent 展開を
表わす. (実際には, $z=\infty,$ $Z=0$ では極を持たない)

定理 2.1. 上の作用素により $M=M(w)$ 上に $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の表現が定まる.
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各直和因子 $R^{S_{[v]}}$ は, 掛け算により $\mathrm{R}^{S_{w}}$ -加群の構造が入る. 上の定義から $x^{\pm}(z),$ $\psi^{\pm}(z)$ は
$\mathrm{R}^{S_{w}}$ -linear である. 環の準同型 $\chi$

.
: $\mathrm{R}^{S_{w}}arrow \mathbb{Q}(q)$ を取って $\mathbb{Q}(q)$ を $R^{S_{w}}$ -加群と見なし, 記号

$\mathbb{Q}(q)_{\chi}$ で表わす. そこで
$M\otimes_{R^{S_{w}}}\mathbb{Q}(q)_{\chi}$

を考えれば, $\mathbb{Q}(q)$ 上の Uq(Lg)-加群となる. 容易にチェックできるように

$\dim_{\mathbb{Q}\mathrm{t}q)w}\mathrm{R}^{s_{\iota 1}}v\otimes R^{s}\mathbb{Q}(q)_{x}=$ , $\dim_{\mathbb{Q}\mathrm{t}^{q})w}M\otimes R^{S}\mathbb{Q}(q)_{x}=\sum^{w}v=0=2^{w}$

が成り立つ. 特に, $M\otimes_{R^{s_{w}}}\mathbb{Q}(q)_{\chi}$ は有限次元の Uq (Lg)-加群である.
このようにして有限次元 $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$-加群が構Wできた. 環準同型 $\chi$ を決めるには, 初等対称多

項式 .

$e_{1}=x_{1}+\cdots+x_{w}$ , $e_{2}=x_{1}x_{2}+\cdots+x_{w-1}x_{w}$ , . . ., $e_{w}=x_{1}\cdots x_{w}$

の行き先を決めればよろしい. (ただし $\chi(e_{w})\neq 0$ が必要) 従って, 上の構成には, $w$ 次元だけ
の自由度があることを注意しておこう. おおざっぱに言えば, $q=1$ の $\mathrm{L}\mathrm{g}$ のときの evaluation
表現 (定理 11) での $a_{i}$ の取り方の自由度に対応する. またやがては, Drinfeld多項式に対応し
ていくことになる. .

さて以下, $M$ の $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$-山群としての性質を調べよう. 個々の有限次元加群 $M\otimes_{R^{S_{w}}}\mathbb{Q}(q)_{x}$

についての性質は, $M$ についての性質から従うことになる.
まず, $M$ は特別な元 $1\in R^{S_{\mathrm{l}0}}1$ を持つことを注意しよう. 特別と言った意味は,

$x^{-}(Z)*1=0$

となることである. これは, 有限次元の $\mathrm{g}$ の表現論で言うところの最高ウェイトベクトルに対
応する条件の–つである. 他の条件は, Cartan 部分環 $\mathfrak{h}$ の同時固有ベクトルであること, 表現
全体が 1に $\mathrm{g}$ の元を繰り返し作用させてできる元たちで張られていることであった. 今の場合,
前者の条件に対応するのは, $\psi^{\pm}.(z)$ の固有ベクトルであると言うことだが, これは明らかに成り
立っている. 実際.

(22) $\psi^{\pm}(z)*1=\prod_{wt\in[1,]}\frac{qz-q^{-1}X_{t}}{z-x_{t}}=q^{w}\prod_{1t\in[,w1}\frac{1-\frac{x}{q^{2}z}}{1-\frac{x_{t}}{z}}$

である. (固有値は, $\mathrm{R}^{S_{w}}$ の元であることに注意しよう.
. 後者の条件も成り立つ. すなわち, ’

命題 23. $M$ は ‘最高ウェイト’加群である. すなわち, $1\in R^{s_{1^{0}\mathrm{l}}}$ に $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の元を繰り返し作
用させてできる元たちで $\mathrm{R}^{S_{w}}$ 上張られている.

証明は, Hall-Littlewood多項式の定義 ([40] を見よ) と $x^{+}(z)$ の定義を見比べて, Hall-Littlewood
多項式が対称多項式の基底をなすことを使えば出来る.

$M\otimes_{R^{s_{w}\mathbb{Q}()_{x}}}q$ も同様の性質を持つ. すなわち, $1\in R^{S_{\mathrm{l}0}}1$ に $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の元を繰り返し作用させ
てできる元たちで $\mathbb{Q}(q)$ 上張られている.
このような元を持つ $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ -撃群を $l$ -最高ウエイト加群と呼ぼう. $l$ は loop の $\iota e$

.
ある.

$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}-\mathrm{p}_{\mathrm{r}\mathrm{e}}\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{y}[10]$ により, 次の定理が示されている.

定理 24. 単純な有限次元 $l$-最高ウェイト加群 $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ は, $\mathbb{Q}(q)$ 係数の多項式 $P(u)\in \mathbb{Q}(q)[u]$

でパラメトライズされる. 実際, $P(u)$ は l最高ベクトル 1の固有値

$\psi^{\pm}(_{Z})*1=q^{\deg}\frac{P(q-1/z)}{P(q/\mathcal{Z})}P1$
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によって与えられる.

このような多項式でパラメトライズされることは, $\mathrm{Y}’\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}(=\mathrm{U}q(\mathrm{L}\mathrm{g})$ を degenerate させた
もの) について Drinfeld によって Chari-Pressley 以前にアナウンスされていたので, 上の多項式
は Drinfeld 多項式と呼ばれる.
上で作った $M\otimes_{R^{S_{w}}}\mathbb{Q}(q)_{x}$ は既約であるとは限らないが, 既約な商をただ–つ持つことは容

易に分かる. その既約な $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ -網群に対応する Drinfeld 多項式は, (2.2) より

$P(u)= \chi(_{t\in \mathrm{I}^{1},w}\prod_{\mathrm{J}}(1-\frac{x_{t}}{q}u))$

で与えられる.

問題 25. $M\otimes_{R}s_{w}\mathbb{Q}(q)_{x}$ を量子アファイン環 $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の有限次元表現の Grothendieck群の中
で, 単純な $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{L}\mathrm{g})$-加群の–次結合で表わしたとき, その係数を求めよ.

この問題に対するは, Lusztig の標準基底の理論を用いることによって, Kazhdan-Lusztig 多
項式で表わされることが分かるのであるが, 残念ながらこの論説ではそこまで解説できない.
あとで $M\otimes_{R^{Sw}}\mathbb{Q}(q)_{x}$ が既約になる十分条件を与えることにする.

22. integral form.
$R_{\mathbb{Z}}=\mathbb{Z}[q, q-1][_{X}1X_{w}]\pm$, $\ldots,\pm$

とおく. 実は, 今までの話は, $\mathrm{R}$ の代わりに $R_{\mathbb{Z}}$ でほとんどうまく行く.

定理 26. (1) $e_{r}^{(n)}=e_{r}/n[n]_{qr}!,$$f^{\mathrm{t}}n)=f_{r}^{n}/[n]_{q}!$ (q-divided power), $q^{\pm h}$ および

$p^{\pm}(z)= \exp(-\sum_{m=1}\infty\frac{h_{\pm m}}{[m]_{q}}z\mp$

の係数は, $M_{\mathbb{Z}}=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\oplus_{v=0}^{w}\mathrm{R}_{\mathbb{Z}^{\mathrm{I}v}}^{S}\mathrm{l}$ を保つ.
上の元で生成される $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の $\mathbb{Z}[q, q^{-1}]$ -部分環を $\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}$ (Lg) とおく.

(2) $M_{\mathbb{Z}}$ は, $1\in \mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{S_{\mathrm{I}01}}$ に $\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ の元を繰り返し作用して出来る元たちで $\mathrm{R}_{\mathbb{Z}^{w}}^{S}$ 上張られている.

証明は, Hall-Littlewood多項式が $\mathbb{Z}[q,.q^{-1}]$ 上で対称多項式の基底になっていることに帰着し
てなされる. .

よって環準同型 $\chi:\mathrm{R}_{\mathbb{Z}^{w}}^{S}arrow \mathbb{C}$ に対し, 前と同様に $M_{\mathbb{Z}}\otimes_{\mathrm{R}_{\mathrm{z}^{w}}^{S}}\mathbb{C}_{\chi}$ を考えると, 有限次元の l-最
高ウェイト $\mathrm{U}_{\epsilon}(\mathrm{L}\mathrm{g})$-加群が得られる. ここで $\epsilon$ は $\chi$ による $q$ の行き先で, $\mathrm{U}_{\epsilon}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ は $\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ を
$\mathbb{Z}[q, q^{-1}]\ni q\vdash+\epsilon\in \mathbb{C}^{*}$ によって特殊化したものである.
このように定式化しておけば $\epsilon$が 1のべき根のときでも $M_{\mathbb{Z}}\otimes \mathrm{R}_{\mathrm{Z}}^{S_{w}}\mathbb{C}\chi$ が定義される. 量子展

開環 $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{g})$ の表現論は $\epsilon$ が 1のべき根のときとそうでないときで大きく様相が異なることが観
察されており, 量子アファイン展開環についても同様の観察をすることは, 意味があることと
思われる. . .$\cdot$

3 同変 K群による CONVOLUTION ALGEBRA

3.1. 同変 $K$-群に関する簡単なまとめ. $X$ を $\mathbb{C}$ 上の quasi-projective scheme とし, 線型代数群
$G$が作用しているとする. このとき, $X$ 上の $G$ 同変な連接層のなすアーベル圏の Grothendieck
群を $K^{G}(X)$ で表わす. 同変 K-ホモロジーと呼ばれる. また, $G$ 同変な正則ベクトル束のなす
アーベル圏の Grothendieck群を $I\iota_{G(X}^{\prime 0}$ ) で表わす. 同変 K-コホモロジーと呼ばれる. それぞれ
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位相空間に対するホモロジー群 (より正確には, 局所有限なチェインからできるホモロジー群,
いわゆる Borel-Moore ホモロジー群である) とコホモロジー群の類似である.
特に, $X$が–点のとき, $K^{G}(X)$ と $I\iota_{G}^{r0}(X)$ は同型となるが, これを $G$ の表現環といい, $R(G)$

で表わす.
正則写像 $f:Xarrow Y$ は引き戻し写像 $f^{*}:$ $I\mathrm{t}\prime 0G(Y)arrow I\acute{\mathrm{t}}_{G}^{0}(x)$ を引き起こし, さらに $f$が proper

ならば押し出し写像 $f_{*}:$ $K^{G}(X)arrow K^{G}(\mathrm{Y})$ が定義される.
$I\acute{\mathrm{t}}_{G}^{0}(X)$ は, ベクトル束のテンソル積により環構造を持つが, 上の $f^{*}$ は, 環準同型になる. 特

に, $f$ として $X$ から –点への写像を取れば, $I1_{G}^{r0}(x)$ はつねに R(G)-代数の構造を持つことがわ
かる. また, ベクトル束と連接層のテンソル積により $K^{G}(X)$ は, $K_{G}^{0}(x)$ -当群の構造を持つ. し

かし, $K^{G}(X)$ 自身には–般には環構造は定義されない. それは, テンソル積を取る関手が exact
でないためである.
また, 正則ベクトル束を (局所自明な)連接層と思うことにより自然な写像 $I\mathrm{f}_{G}^{0}(X)arrow K^{G}(X)$

が定義される. さらに $X$が非特異であれば, この写像は同型になる. この事実は, ホモロジー群
とコホモロジ $-$群のの Poincar\’e双対定理の類似であるが, 証明は任意の $G$ 同変な連接層 $F$が

G-同変な有限局所自由分解
$0arrow E_{n}arrow E_{n-1}arrow\cdotsarrow E_{0}arrow Farrow 0$

を持つことからの帰結である. ただし上は, $E_{i}$ は $G$ 同変な正則ベクトル束で, 境界作用素は $G$

同室であるような完全系列である. 実際, このとき逆写像は, $F$ に対して $\sum(-1)^{i}E_{i}$ を対応させ
ることで与えられる.

$Y$が $X$ の closed subvarietyであり, $X$ が nonsingular なとき, $I\acute{\mathrm{t}}c(x;\mathrm{Y})$ を $X$ 上の $G$ 同変な
正則ベクトル束の複体で, $Y$ の外では exactであるもののなす三角圏の Grothendieck群とする.
上の同型 $I\mathrm{t}_{G(X}^{\prime 0}$ ) $\cong K^{G}(X)$ と同様にして, 同型 $I\acute{\mathrm{e}}_{G}(x;Y)\cong KG(Y)$ が得られる.

$Y_{1},$ $Y_{2}\subset X$ を closed subvarieties とするとき, $E\mathrm{i}\in I\mathrm{t}_{G}^{F}(x;Y_{1}),$ $E_{2}\in I\acute{\iota}_{G}$ ( $x$ ;Y2) に対して, 二
重複体 $E\mathrm{i}\otimes E_{2}$ を考えることによって, $I\acute{\mathrm{t}}_{G}(X;Y_{1}\cap Y_{2})$ の元が定められる. 上の同型を通じて

$K^{G}(\mathrm{Y}_{1})\cross K^{G}(Y_{2})arrow K^{G}(Y_{1}\cap \mathrm{Y}_{2})$

が定義される. これを torsion product といい, $\cdot\otimes_{X}^{L}\cdot$ によって表わす.

命題 3.1. $\mathrm{Y}_{1},$ $Y_{2}\subset X$ を nonsingular な G-subvarieties で, その conormal bundles を $T_{\mathrm{Y}_{1}}^{*}X$ ,

$T_{Y_{2}}^{*}X$ で表わす. 巧と巧の交叉 $Y\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=Y_{1}\cap Y_{2}$ は非退化であり, $TY_{1}|_{Y^{\cap}}TZ_{2}|_{Y}=TY$ が成り
立つと仮定しよう. ただし, $|_{Y}$ は $Y$への制限を意味する. このとき $E_{1}\in \mathrm{A}_{G}^{\prime 0}(Y_{1})\cong\Lambda_{0}^{\prime G}(Y_{1})$ ,
$E_{2}\in I\acute{1}_{G}^{0}(Y_{2})\cong Ic_{0}^{G}(Y2)$ に対して

.

$E_{1} \otimes_{X}^{L}E_{2}=\sum.\cdot(-1)i\wedge^{i}N\otimes E_{1}|_{\mathrm{Y}}\otimes E_{2}|_{Y}\in I\mathrm{f}_{c(Y)}^{0}\cong I\mathrm{f}_{0}^{G}(\mathrm{Y})$
,

が成り立つ. ただし $N=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\tau_{Y}^{*}1X|Y$ ロ $T_{Y_{2}}^{*}X|_{Y}$ である.

$f:Xarrow \mathrm{Y}$ は, nonsingular variety $X,$ $\mathrm{Y}$ の間の morphism で, $X’\subset X,$ $Y’\subset \mathrm{Y}$ は closed
subvarieties で, $f^{-1}(Y’)\subset X’$ をみたすとする. このとき, 引き戻し写像 $f^{*}:$ $Ic_{c()}Y;Y’arrow$

$K_{G}(X;^{x’})$ は, 上の同型を通じて $K^{G}(\mathrm{Y}’)arrow K^{G}(X’)$ を導く. これも単に $f^{*}$ で表わす.

32. 同報 $K$群の局所化定理. $A$ を簡約なアペ一代数群とする. $a\in A$ に対し, $\chi_{a}$ : $R(A)arrow \mathbb{C}$

を表現の指標の $a$ での値を考えることにより定められる写像とする. 明らかに環準同型であ
り, この準同型により $\mathbb{C}$ を $R(A)$-代数と思ったものを $\mathbb{C}_{a}$ で表わす. $\chi_{a}(f)\neq 0$ となる $f\in R(A)$

の全体のなす積閉集合で, $R(A)$-蓋群 $M$ を局所化したものを $M_{a}$ で表わすことにする.
さて, $A$が $X$ に作用しているとする. $a$ で固定されている点全体の成す集合を $X^{a}$ で表わす.

この集合には $A$ の作用が誘導されるので, 同変 K-ホモロジー群 $K^{A}(x^{a})$ が考えられる. この
とき, $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}[53]$は次を示した.
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定理 32. 包含写像 $i:X^{a}arrow X$ は, 局所化された劇変 K-ホモロジーの間の同型を導く:

$i_{*}:$ $K^{A}(X^{a})_{a}arrow K^{A}(X)\underline{\simeq}$
。

さらに $X$ は非退化であるとする. このとき $X^{a}$ も非退化である. 同型 $K^{A}(X)\cong I\iota_{A}^{\prime 0}(X)$ ,
$K^{A}(X^{a})\cong I\acute{\mathrm{t}}_{A}0(X^{a})$ により,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 人 $A(X)arrow K^{A}(x^{a})$

が定義される.

補題 3.3. (1) $i^{*}.i_{*}:$ $K^{A}(x^{a}),$ $arrow K^{A}(x^{a})$ は,

$\bigwedge_{-1}N^{*}=\sum^{*}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}.)^{i}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}i=0\mathrm{k}N\langle-1\wedge^{i}N^{*}$

を掛ける作用素と等しい. ただし, $N$ は, $X^{a}\subset X$ の法束を $K^{A}(x^{a})$ の元と思ったものであり,
$N^{*}$ はその双対である.

(2) $i^{*}i_{*}$ は, 局所化同書 $K$ 群 $K^{A}(X^{a})_{a}$ 上の作用素として可逆である.

(1) は, deformation to normal bundle で $X$ が $X^{a}$ 上のベクトル束の場合に帰着され, さらに
その場合には Koszul complex を使うことによって示される. (2) は, 次のように示される. -点
$x\in X^{a}$ を取り, その点での $N$ のファイバー凡を $A$ の表現として $V$ で表わす. (V は $x$ の属し
ている $X^{a}$ の連結成分にしかよらない) $X^{a}\cross V$ を $X^{a}$上の自明なベクトル束に, $A$ の作用を与
えたものと考え, $N’$ とおく. このとき, 上で考えた $N$ に対応する作用素 $\bigwedge_{-1}N^{*}$ と $N^{\prime*}$ に対し
て同様に考えた作用素 $\bigwedge_{-1}N^{J*}$ の差は巾零であり, さらに $\bigwedge_{-1}N^{\prime*}$ は可逆であることがわかる.
したがって, (2) が従う. .

.

系 34. 上の仮定のもと, $( \bigwedge_{-1}N^{*})^{-1}i*:K^{A}(X)arrow K^{A}(x^{a}.)$ は同型であり, $i_{*}$ の逆を与える.

33. 旗多様体の同変 $K$ 群. 非減少自然数列 $v_{1}\leq v_{2}\leq\cdots\leq v_{n}\leq w$ に対して (一般化された)
旗多様体

$F(v_{1}, \ldots, v_{n}\mathrm{j}w)$

$=$ { $0\subset E_{1}\subset E_{2}\subset\cdots\subseteq E_{n}\subset.\mathbb{C}^{w}|E_{i}$ は, $\mathbb{C}^{w}$ の部分空間で $\dim E_{i}=vi$ }

を考える. これは $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})$ の等質空間で, $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})/P$ と書ける. ただし, $P=P(v_{1}, \ldots, v;n)W$

は, $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})$ の部分群で,

$..A_{22}..\cdot.\cdots\cdot.\cdot.\cdot\ldots A_{2n}0A_{- m}\ldots]$

$A_{ij}$ (よ, $v_{i}\cross v_{j}$ 型行列

の形の行列全体である.

命題 3.5. $F(v_{1,\ldots,n}v; W)$ の $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})-$ 同変 $K$群は次で与えられる.

$K^{\mathrm{c}\mathrm{L}_{w}\mathrm{t}\mathrm{c})}(F(v_{1}, \ldots, v_{n};w))\cong R(P)\cong \mathbb{Z}[X^{\pm}, \ldots, x_{w}]1\pm sv_{1}\mathrm{X}s_{v-}2v1^{\mathrm{X}}\ldots \mathrm{x}s_{w-v_{n}}$

となる. ただし $S_{v_{1}}\cross S_{v_{2^{-V}}}1\cross\cdots\cross S_{w-v_{n}}$ は, $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{w}$ のうち, 最初の $v_{1}$ 個の入れかえ, 次の
$v_{2}-v_{1}$ 個の入れかえ, . . . で作用する.
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以下, 簡単のため $n=1$ または 2のときだけを考えることにする.
自然な射影

$P_{1}$ : $F(v_{1},V_{2;)}warrow F(v_{1}; w)$ ; $(E_{1}\subset E_{2}\subset \mathbb{C}^{w})rightarrow(E_{1}\subset \mathbb{C}^{w})$

(3.6)
$P_{2}:F(v1,v2;w)arrow \mathcal{F}(v_{2};w)$ ; $(E_{1}\subset E_{2}\subset \mathbb{C}^{w})\vdash+(E2\subset \mathrm{c}^{w})$

がある.
上の命題 35により

$K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}()}\mathbb{C}(F(v_{1}, v2;w))\cong \mathbb{Z}[_{XX_{w}}1\pm, \ldots,\pm]s\iota v_{1}1\cap S1v2^{\mathrm{l}}$ ,

(3.7) $K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}}(\mathrm{c})(\tau(v_{1}; w))\cong \mathbb{Z}[x^{\pm}, \ldots, X_{w}]^{S}11\pm\iota v1$ ,
$K^{\mathrm{G}\iota_{w}()}\mathbb{C}(\tau(v2;w))\cong \mathbb{Z}[_{X_{1w}}\pm, \ldots,\pm]^{s}x1v2\mathrm{l}$

という同型が存在する. ただし, \S 2.1の記号 $S_{I}$ を用いた.

命題 38. (1) 君による引き戻し写像
$P_{1}^{*}:$ $K^{\mathrm{c}}\iota w(\mathbb{C})(\mathcal{F}(v_{1}; w))arrow K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})}(F(v1, v2;w))$

は, (3.7) を通じて自然な写像
$\mathbb{Z}[x_{1}^{\pm..\pm},., xw]^{s}\iota v_{1^{\mathrm{l}}}arrow \mathbb{Z}[\dot{x}_{1}\ldots, x\pm,\pm w]^{S}\iota v11^{\cap s}1^{v_{2}}\mathrm{l}$

に等しい. うについても同様の結論が成り立つ.
(2) $P_{1}$ による押し出し写像

$P_{1*}:$ $K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}\mathrm{t}}\mathbb{C})(\mathcal{F}(v_{1,2}v; w))arrow K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})}(\mathcal{F}(v_{1}; w))$

は, (3.7) を通じて写像

$f rightarrow\sigma\in S_{\mathfrak{l}^{v_{1}1}}/S]v1^{\mathrm{l}}\cap\sum_{[v_{2}]}\sigma s$

. $(f \prod_{2v\in[+1,]}t\in[vv_{1}2,w]v(1-\frac{x_{v}}{x_{t}})^{-1})$

に等しい. $P_{2}$ についても同様に

$f \vdash\prec\sum_{1}\sigma\in s_{\mathrm{l}1}/v_{2}v\mathrm{l}\cap S_{\mathrm{l}}s1v_{21}\sigma\cdot(f$ $\prod_{1,v\in[v_{1+1}u\in[1,v1v2]},(1-\frac{x_{u}}{x_{v}})^{-1})$

に等しい.

$\sum\sigma$ の部分は, \S 2の対称化作用素 $\mathfrak{S}$ に他ならないことを注意しておこう.
証明は, Borel-Weil理論から従うが, 同変 $K$ 群の局所化定理を用いて証明できることを注意
しておこ駆

34. 合成積. $X_{1},$ $X_{2,3}X$ を非特異な準射影多様体とし, $Pab:x1\cross X_{2}\cross X_{3}arrow x_{a^{\mathrm{X}X}b}$ を射影
とする. $((a, b)=(1,2),$ $(2,3),$ $(1,3))$ .

$Z_{12}$ (resp. $Z_{23}$ ) を $x_{1^{\cross X}2}$ (resp. $X_{2^{\cross}}X_{3}$ ) の closed subvariety とし, 射影の制限 p13: $p_{12}^{-1}(Z_{1}2)\cap$

$p_{23}^{-1}(Z_{23})arrow X_{1}\mathrm{x}X_{3}$ は properであると仮定する. このとき, $Z12 \mathrm{o}Z23=P13(p_{12}^{-1}(z_{12})\bigcap_{P_{23}^{-}}(1Z_{2}3))$

とおく. 合成積 $*:K(Z_{12})_{\mathrm{X}}K(Z_{23})arrow K(z12^{\mathrm{O}}z23)$ を

$K_{12^{*I}23}\mathrm{c}’=p_{13}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}*(p_{12}^{*}I\acute{\iota}_{12}\otimes_{X_{1\mathrm{X}}X\mathrm{X}X_{3}}^{L}p^{*}223I\zeta_{23})$ ただし $\mathrm{A}_{12}’\in K(Z_{12}),$ $I\acute{\iota}23\in K(Z_{23})$ .
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によって定義する. この operation は結合律をみたす.
$X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3}$ に群 $G$が作用し, $Z_{12},$ $Z_{23}$ が $G$で不変ならば,

$*:K^{c}(Z_{12})\mathrm{x}KG(z23)arrow K^{G}(z_{12}\mathrm{o}z_{23})$

が定義される. これは, R(G)-線型である.
さらに, 作用している群 $G$ が, 簡約なアベ一]代数群 $A$ である状況を考える. 上の合成積の

他に, $a\in A$ を取って固定点集合 $X_{1}^{a},$ $X_{2}^{a},$ $X_{3}^{a},$ $Z_{12}^{a},$ $Z_{23}^{a}$ を考えても, 合成積

$*:K^{A}(Z_{1}^{a_{2}})_{\mathrm{X}}KA(Z_{2}^{a})3arrow K^{A}(Z_{12^{\mathrm{o}}}^{a}z_{23}a)$

が定義される. -方, \S 3.2により, $K^{A}(z_{12}^{a})$ , etc と $I\dot{\mathrm{f}}^{A}(Z_{1^{a}2})’$ , etc は, 局所化すれば同型になる.
二つの合成積の間は次で結ばれる.

定理 39. 次の図式は可換である.

$K^{A}(Z_{12})_{a}\cross KA(Z_{23})_{a}arrow*K^{A}(z_{12}\mathrm{o}z23)a$

$(1 \otimes(\wedge-1N*)2-1)i^{l}12^{\chi}(1\otimes(\bigwedge_{-}13)N’-1)i_{2}^{l}\downarrow 3\underline{\simeq}$ $\underline{\simeq}1(1\otimes(\bigwedge_{-}1\rangle^{-}1)i*N_{\dot{3}}1\theta$

$K^{A}(z_{12}^{a})a\cross KA(z^{a})_{a}23arrow*K^{A}(z_{12}^{a}\mathrm{o}Z_{2}a)_{a}3$

ただし, iちは引き戻し写像御 $K^{A}(Z_{i}j)\cong I\zeta_{A}^{0}(Mi\cross Mj;Z_{i}j)arrow I\zeta_{A(;}^{0}M^{a}i\mathrm{X}M_{ji}^{a}Z^{a}j)\cong K^{A}(Z_{ij}^{a})$

であり, $N_{i}$ は $M_{i}$
。

$\subset M_{i}$ の法束である.

証明は容易であるが, 法束の半分 $1 \otimes(\bigwedge_{-1}N_{i}^{*})-1$ を掛けるとちょうどうまく行くことがポイ
ントである.

$K$群の代わりにホモロジー群 (ただし, 通常のものでなく, 局所有限なチェインから作られる
ホモロジー群, いわゆる Borel-Mooreホモロジー群を用いる) $H_{*}$ を用いても合成積を考えるこ
とができる:

$H_{*}(Z_{12}, \mathbb{C})\mathrm{x}$

.
$H*(z23, \mathrm{c})arrow H_{*}(z_{12^{\mathrm{O}}}Z23, \mathbb{C})$ .

ベクトル束の K-コホモロジー群と通常のコホモロジ一群の間には, Chern指標と呼ばれる環
準同型がある:

$\mathrm{c}\mathrm{h}:K^{0}(X)arrow H^{*}(X,\mathbb{C})$ .
$X$が非退化な多様体 $M$ に埋め込まれているときには, K-ホモロジーと Borel-Mooreホモロジ一
の間に同様の Chern 指標が定義される:

$K(X)\cong K0(M,x)\mathrm{C}arrow H^{*}\mathrm{h}(M, M\backslash X,\mathbb{C})\cong H*(X, \mathbb{C})$ .
(特異な多様体に対する)Riemann-Rochの定理を用いると, 次が成立する.

定理 3.10. 次の図式は可換である.

$K(Z_{12})\cross K(Z_{23})$ $arrow^{*}$ $K(Z_{12}\circ z_{23})$

$\mathrm{t}1\otimes \mathrm{t}\mathrm{d}M_{2}).\mathrm{c}\mathrm{h}\cross(1\emptyset \mathrm{t}\mathrm{d}M3)\mathrm{C}\mathrm{h}\downarrow$

’.

. .$\cdot$

$1^{\mathrm{t}^{1\otimes}}\iota \mathrm{d}_{M}$ )$3\mathbb{C}\mathrm{h}$

. .
$H_{*}(z_{12}, \mathbb{C})\cross H_{*}(z.23, \mathrm{c})arrow^{*}H_{*}(Z_{12}\mathrm{o}Z_{2}3, \mathbb{C})$

ただし, $\mathrm{t}\mathrm{d}_{M}.\cdot$ は $M_{i}$ の Todd類である.
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4. \S 2の構成の同変 $K$ 群による解釈
$\mathbb{C}^{*}$ の表現環 $R(\mathbb{C}^{*})$ は $\mathbb{Z}[q, q^{-1}]$ と同型である. ここで $q$ は $\mathbb{C}^{*}$ の恒等写像が定める $\mathbb{C}^{*}$ の–次

元表現である. 以下, $q$ はこの意味で理解する .
$\mathbb{C}^{w}$ の中の $v$ 次元部分空間のなす Grassmann多様体 $F(v;w)$ の余接束 $T^{*}F(_{\backslash }v;w)$ を考えよう.

$F(v, w)$ への $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})$ の作用が $T^{*}F(v;w)$への作用に自然に持ち上がる. また, $T^{*}F(v;w)arrow$

$\mathcal{F}(v;w)$ の各ファイバーごとのスカラー倍の作用によって $\mathbb{C}^{*}$ も作用する. ただしあとの都合
上, $t\in \mathbb{C}^{*}$ は $t^{2}$ 倍で作用するとする. $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})$ と $\mathbb{C}^{*}$ の作用は可換であり, $T^{*}F(v;w)$ には
$\mathbb{C}^{*}\cross \mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})$ が作用する.

\S 3.3で $\mathcal{F}(v_{1}, v_{2}\cdot w))$ を考えた. $\mathfrak{P}(v,w)$ を $F(v-1, v;w)$ の $F(v-1;w)\mathrm{x}F(v;w)$ 内における
conormal bundle としよう. ただし, $F(v-1;w)\cross F(v;w)$ の余接束 $T^{*}F(v-1;w)\cross\tau*\tau(v;w)$

のシンプレクティク形式は, 第二成分の符号を変えたものを使う.
前節の合成積を

$\bullet$ $X_{1}=T^{*}F(v-1;w),$ $x_{2}=T^{*}r(v;w)$ , X3=-点
$\bullet$ $Z_{12}=\mathfrak{P}(v, w),$ $Z_{23}=\tau(v;w)$ (ただし $F(v;w)$ は $T^{*}F(v;w)$ の 0-切断として入っている)

で考える. 仮定: $p_{13}:_{P^{-}}121(Z12) \bigcap_{P2}-1(3Z_{2}3)arrow X_{1}\cross X_{3}$ は proper は成立し,
$Z_{12}\circ z_{2}3=p_{13}(p_{12}^{-1}(Z_{12})\cap p_{23}^{-1}(z23))=F(v-1;w)$

となっている. よって合成積

(4.1) $*:K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}}\mathrm{t}\mathbb{C})\mathrm{X}\mathbb{C}^{5}(\mathfrak{P}(v, w))\cross K^{\mathrm{G}\mathrm{L}}w(\mathbb{C}\rangle \mathrm{x}\mathbb{C}^{\wedge}(r(v;w))arrow K^{\mathrm{c}\mathrm{L}_{w}(}\mathbb{C})\mathrm{x}\mathbb{C}\cdot(\mathcal{F}(v-1;w))$

が定義される.
同様に, ,

(4.2) $*:K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}()\cross}\mathbb{C}\mathbb{C}^{*}(\mathfrak{P}(v, w))\cross K\mathrm{G}\iota_{w}(\mathbb{C})\mathrm{X}\mathbb{C}^{\mathrm{r}}(\mathcal{F}(v-1;w))arrow K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})\cross \mathbb{C}}*(F(v;w))$

も定義される.
$\mathbb{C}^{*}$ が $\mathcal{F}(v;w)^{\text{に自明に}作用していることから}$ $K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}()\cross \mathbb{C}^{*}}\mathbb{C}(F(v;w))\cong K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}\langle \mathbb{C})}(F(V;w))\otimes$

$R(\mathbb{C}^{*})$ となり, 同型 $R(\mathbb{C}^{*})\cong \mathbb{Z}[q, q^{-1}]$ および命題 35から

(4.3) $K^{\mathbb{C}^{*}\cross \mathrm{G}\mathrm{L}_{w}}(\mathrm{c})(\mathcal{F}(v;w))\cong \mathrm{R}\mathbb{Z}s[v]$

が成立する.
また, Thom 同型 $K^{\mathbb{C}^{*}\cross \mathrm{G}\mathrm{L}}w\langle \mathbb{C}$) $(\mathfrak{P}(V, w))\cong K^{\mathbb{C}}\mathrm{r}_{\mathrm{X}\mathrm{G}\mathrm{L}w\mathrm{t}^{\mathbb{C}})}(F(v-1, v;w))$ と, $\mathbb{C}^{*}$ が $\mathcal{F}(v-1, v;w)$

に自明に作用していること, および命題 35から

(4.4) $K^{\mathrm{c}^{\mathrm{s}}\cross \mathrm{G}}\mathrm{L}w(\mathbb{C})(\mathfrak{P}(.v, w))\cong \mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{s_{1v1}}[\cap sv-1]$

が成り立つ.

定理 45. $(4.3),(4.4)$ のもと, 合成積 (4.1) は

$\mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{S_{\mathfrak{l}v1}\cap s}[v-1]\cross \mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{S_{\mathfrak{l}}}v\mathrm{l}\ni(K, f)\mapsto \mathfrak{S}_{[v]}^{[v-1]}(Kf\prod_{+t=v1}^{w}(1-\frac{x_{v}}{x_{t}})^{-1}(1-q^{-2_{\frac{x_{t}}{x_{v}}}}))\in \mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{S_{|11}}v-$

で与えられる.

系 46. $\mathrm{R}_{\mathbb{Z}^{[v111]}}^{s\cap}Sv-$ に係数を持つ母関数

$K(z)= \sum_{\infty r=-}^{\infty}(\frac{x_{v}}{z})^{r}\prod_{+t=v1}^{w}(-\frac{qx_{v}}{x_{t}})$

144



を考えると, $K(z)$ を合成積によってかける作用素 $\mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{s_{\iota 1}}varrow \mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{s_{1^{v}-}}1\mathrm{l}$は, \S 2.1の $x^{+}(z)$ に–致する.

定理 45の証明. 今 $X_{3}$ は–点であるから, 記号を簡単にして
$p_{1}$ : $T^{*}F(v-1;w)\cross T^{*}F(v;w)arrow T^{*}F(v-1;w)$

$p_{2}$ : $T*F(v-1;w)\cross T^{*}F(v;w)arrow T^{*}F(v;w)$

を用いよう,
命題 3.1を

$\bullet$ $X=T^{*}F(v-1;w)\cross T^{*}\mathcal{F}(v;w)$

$\bullet Y_{1}=T^{*}\tau(v-1;w)\mathrm{x}F(v;w)$

$\bullet Y_{2}=\mathfrak{P}(v, w)$

で用いよう. このとき命題 3.1の仮定は, 成立している. このとき $Y=Y_{1}$ 口 $Y_{2}$ は, $F(v-1, v;w)$
と同型である. $(F(v-1, v;w)$ は, $F(v-1;w)\cross F(v;w)$ を通じて $X$ の中に入っている) さら
に, $N$ は射影君: $F(v-1, v;w)arrow F(v-1;w)$ のファイバーに沿った接束 $TP_{1}$ に同型である.
したがって, $E_{1}\in K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C}\rangle}\cross \mathbb{C}^{\mathrm{r}}(\mathfrak{P}(v, w)),$ $E_{2}\in K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}()\mathrm{X}\mathbb{C}}\mathbb{C}*(F(V;w))$ に対して,

$E_{1} \otimes_{T^{*}\tau}^{L}(v-1;w)\cross T^{*}\mathcal{F}\{v;w)p_{22}^{*}E=\sum_{1}$.
$(-1)^{i}\wedge^{i*}TP_{1}\otimes E_{1}|_{F(v}v-1,;w)\otimes P_{2}E_{2}$

が成り立つ. .:

同型 $K^{\mathbb{C}\cross \mathrm{G}\mathrm{L}_{w}}\langle \mathbb{C}$) $(F(v-1, v;w))\cong \mathrm{R}\mathbb{Z}^{ll}s\cap sv\mathrm{f}v-1\text{】によって}$ , $TP_{1}$ は $\sum_{t=v+}^{w}1x_{t}/x_{v}$ にうつされる.
ただし, 命題 31の証明 (省略したが) には, Thom同型 $K^{\mathbb{C}}w\mathrm{r}_{\cross \mathrm{G}\mathrm{L}(\mathbb{C}}$ )

$(\mathfrak{P}(v, w))\cong K^{\mathbb{C}\mathrm{G}\mathrm{L}(\mathbb{C})}\cross w(\tau(v-$

$1,$ $v;w))$ を通じて $K^{\mathbb{C}\cross \mathrm{c}}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})(\tau(V-1, v;w))$の元とみなし, その Koszul complex を考える. 特
に, 同変な Koszul complexが必要なために, $\mathbb{C}^{*}$ の–次元表現 $q^{-2}$ をテンソル澄しておく必要が
ある. したがって, $TP_{1}=q^{-} \sum^{w}2t=v+1$ $X_{\{/}X_{v}$ となる.. よって

$. \sum_{i}(-1)^{i_{\wedge^{i}TP_{1}}}=\prod_{+t=v1}^{w}(1-q^{-2}\frac{x_{t}}{x_{v}})$

となる.
あとは, 命題 38と組み合わせて結論を得る. 口

全く同様にして合成積 (42) は,

$\mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{S_{\iota v1}\cap}s[v-1]\cross \mathrm{R}_{\mathbb{Z}^{\iota}}^{S}v-11\ni(K’,g)\mapsto \mathfrak{S}_{[v-1}^{[v}\mathrm{J}](K’g\prod_{=u1}(1-\frac{x_{u}}{x_{v}})^{-1}v(1-q^{-2_{\frac{x_{v}}{x_{u}}}}))\in \mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{S}\mathrm{l}v\}$

で与えられる. 系 46についても同様に

$K’(w)=S \sum_{=-\infty}^{\infty}(\frac{x_{v}}{w})^{S}\prod_{=u1}v(-\frac{qx_{u}}{x_{v}})$

を取れば, 合成積によって $K’(w)$ をかける作用素が $x^{-}(w)$ に–致する.
これらをまとめて, 次のように考えることができる.

$\bullet M=\lfloor\rfloor_{v}\tau*F(v;w)=\mathrm{u}v\{(_{\backslash }V, n)\in\tau(v;w)\mathrm{x}\mathrm{g}\iota(w\mathrm{c})|{\rm Im}(n)\subset V, n(V)=0\}$

$\bullet x=\{n\in \mathrm{g}\mathfrak{l}(w\mathbb{C})|n^{2}=0\}$ .
$\bullet$ $\pi:Marrow X$ 自然な射影
$\bullet$ $Z=M\cross xM=\{(m_{1}, m_{2})\in M\cross M|\pi(m_{1})=\pi(m_{2})\}$
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とおく. $Z$ を $M\cross M$ の部分多様体と考えて, \S 3.4の構成を適用する. $Z\mathrm{o}Z=Z$が成り立つか
ら, 合或積

$*:K^{\mathbb{C}^{*}\mathrm{X}\mathrm{G}}\mathrm{L}w(\mathbb{C})(Z)\otimes I\dot{\zeta}^{\mathbb{C}^{*}\cross \mathrm{G}\mathrm{L}_{w}}(\mathrm{c})(Z)arrow K^{\mathbb{C}^{\mathrm{s}}\cross \mathrm{G}\mathrm{L}}w(\mathbb{C})(Z)$

によって, $K^{\mathbb{C}\cross}w(\mathbb{C})(Z)*\mathrm{c}\mathrm{L}$ は $R(\mathbb{C}^{*}\cross \mathrm{G}\mathrm{L}_{\mathrm{w}}(\mathbb{C}))$-代数の構造を持つ. また, $z_{\mathrm{o}T^{-1}}(0)=\pi^{-}1(0)$ で

あり, やはり合成積
$*:K^{\mathbb{C}\cross}.\mathrm{G}\mathrm{L}w(\mathbb{C})(z)\otimes K^{\mathbb{C}\mathrm{X}\mathrm{c}}.\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})(T^{-1}(0))arrow K^{\mathbb{C}\cross \mathrm{G}\mathrm{L}}.w(\mathbb{C})(\pi^{-}1(\mathrm{o}))$

によって, $K^{\mathbb{C}\cross \mathrm{G}}\mathrm{L}_{w}\mathrm{t}\mathbb{C}$ ) $(\pi^{-}(10))$ はん C’xGLwww(C)(Z)-加群となる.
このとき

$\bullet$ 代数の準同型 $\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}(\mathrm{L}\mathrm{g})arrow K^{\mathbb{C}^{\mathrm{r}}\cross \mathrm{G}}\mathrm{L}w\mathrm{t}\mathbb{C})(Z)$があり,
$\bullet$

$\mathrm{K}^{\mathbb{C}^{\mathrm{r}}\mathrm{x}\mathrm{G}\mathrm{L}_{\mathrm{w}}(}\mathrm{C}\rangle$

$(\mathrm{Z})$-加州 $K^{\mathbb{C}\cross \mathrm{c}}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})(\pi-1(\mathrm{o}))$ は, この準同型を通じて $\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}$ (Lg)-加群となるが,
それは \S 2.2で構成した $\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}$ (Lg)-加群 $M_{\mathbb{Z}}$ と同型である.

上の準同型の構成には, 今までの議論で $\mathrm{U}_{q}(\mathrm{L}\mathrm{g})arrow K^{\mathrm{G}\iota_{w}()}\mathbb{C}\mathrm{x}\mathbb{C}^{\mathrm{B}}(Z)\otimes \mathbb{Z}[q,q-1]\mathbb{Q}(q)$ ができてい

るので, $\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}(\mathrm{L}\mathrm{g})$ が $K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}()}\mathbb{C}\mathrm{x}\mathbb{C}(Z)$ にされていることをチェックすればよい. これは \S 3.3の結果
を用いれば容易である.

5. 局所化

$\pi:Marrow X,$ $Z=M\cross xM$ は前節の通りとする.
\S 2.2の構成において, 環準同型 $\chi:\mathrm{R}_{\mathbb{Z}}^{S_{w}}arrow \mathbb{C}$ に対し, 局所化を考えたことを思い出そう. 前

節の幾何学的構成との比較において, $R_{\mathbb{Z}}^{S_{w}}$ は $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathrm{c})\cross \mathrm{c}*$ の表現環 $R(\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathrm{c})\mathrm{X}\mathbb{C}^{*})$ と同–視
された. すると, $\chi$ を与えることは, $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})\cross \mathbb{C}^{*}$ の半単純な元 $a=(s,\epsilon)$ を与えることと –対

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$に対応する. すなわち, $\chi$ は表現に対しその指標の $a$ での値を対応させる写像である.
: $A$ を $a^{\mathbb{Z}}$ の Zariski 閉包とする. $A$ は, 簡約なアーベル代数群である. また, $A$ は $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})\cross \mathbb{C}^{*}$

の部分群である. $\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})\cross \mathbb{C}^{*}$ の作用を $A$ の作用に制限することで R(A)-準同型
$K^{\mathrm{G}\mathrm{L}_{w}(\mathbb{C})\cross \mathbb{C}^{*}}(Z)arrow K^{A}(Z)$

が得られる.
$\chi$ は $R(A)$ から $\mathbb{C}$への準同型とも思えることに注意して, 定理 39を適用すると, R(A)-代数

の準同型

$(1 \otimes\bigwedge_{-1}N*)^{-1*}i:$ $K^{A}(Z)_{a}arrow K^{A}(Z^{a})_{a}$

が存在する. ただし, $i:M^{a}\mathrm{x}M$。 $arrow M\cross M$ は包含写像で, $N$ は, $M^{a}\subset M$ の法束である.
$Z^{a}$ への $A$ の作用が自明であることから $K^{A}(z^{\text{。}})\cong \text{ん}(Za)\otimes R(A)$ である. そこで

$\mathrm{e}\mathrm{v}_{a}$ : $K^{A}(Z^{a})_{a}\cong \text{ん}(za)\otimes R(A)_{a}arrow K(Z^{a})\otimes \mathbb{C}$

を $F\otimes(f/g)$ を $F\otimes\chi.(f.)/\chi(g)$ を対応させてできる写像としよう. これは, 合成積に関し代数
の準同型である.
さらに定理 3.10によって

$(1\otimes \mathrm{t}\mathrm{d}_{M^{a}})\mathrm{C}\mathrm{h}:K(Za)\otimes \mathbb{C}arrow H_{*}(Z^{a}, \mathbb{C})$

は代数の準同型である. ただし $\mathrm{c}\mathrm{h}$ は Za\subset Ma $\cross$ M。に対して考えた.
以上の準同型と $\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}(\mathrm{L}\mathrm{g})arrow K^{G\mathrm{L}_{w}\langle)\cross \mathbb{C}}\mathbb{C}*(z)$ を合成することによって, 代数の準同型

(5.1) U,(Lg) $=\mathrm{U}_{q}^{\mathbb{Z}}(\mathrm{L}_{9)}\otimes \mathbb{Z}[q,q-1]\mathrm{c}arrow H_{*}(Z^{a}, \mathrm{c})$

が得られた. ただし $\mathbb{Z}[q, q^{-1}]arrow \mathbb{C}$ は $q$ を $\epsilon$ にうつす準同型である.
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実は –般の $a$ について, $H_{*}(Z^{a}, \mathbb{C})$ を調べる処方箋があるのだが ([13, 第 8章] 参照), ここで
は簡単な場合だけ述べることにしよう.

補題 5.2. $a=(s,\epsilon)$ が次の条件をみたすとする.

(5.3) $s$ の固有値 $\lambda_{J}\mu$ に対して $\lambda/\mu\neq\epsilon^{2}$ である.

このとき $X^{a}=\{0\}$ である.

証明. 定義から

$X^{a}=\{n\in \mathrm{g}(_{w}(\mathbb{C})|n2=0, sns^{-}=1\epsilon^{2}n\}$

である. $s$ の固有値 $\lambda$ の固有空間を $V(\lambda)$ で表わすと, $n$ は $\dot{V}(\lambda)$ を $V(\epsilon^{2}\lambda)$ にうつす. よって仮
定から $n$ は $0$ である. 口

以下, 上の条件を仮定する. $Z^{a}=M^{a}\mathrm{X}xaM^{a}$ であるから, 上の補題により $Z^{a}=M^{a}\cross M^{a}$

となる. また $M^{a}$ はコンパクトである. このとき . .

$H_{*}(Z^{a}, \mathbb{C})=H_{*}(M^{a}\cross M^{a}, \mathbb{C})\cong H_{*}(M^{a}, \mathbb{C})\otimes H_{*}(M^{a}, \mathbb{C})$

容易にチェックできるように, 合成積によって $H_{*}(Z^{a}, \mathbb{C})^{\text{を}}.\text{代数と思ったものは}$ , Poincare双対
$H_{*}(M^{a}, \mathbb{C})\cong H^{*}(Ma, \mathbb{C})$ を通じて ’

End $(H_{*}(M^{a},\mathbb{C}))$

$,\text{と同型になる}$ . . ...
特に, 既約な $H_{*}(Z^{a}, \mathbb{C})$-加圧は, ただ–つ $H_{*}(M^{a}, \mathbb{C})$ だけであり, これは, $Z^{a}\mathrm{o}M^{a}=M^{a}$ を

通じた合成積による加群である. .
. .

(5.1) を通じて $H_{*}(M^{a}, \mathbb{C})$ は $\mathrm{U},(\mathrm{L}\mathrm{g})$-門群であるが, さらに次が証明できる.

定理 54. 上の条件 (53) のもとで, U,(Lg)-加群 $H_{*}(M^{a}, \mathbb{C})$ は既約である.
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