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$Ab_{St^{r}}ract-$ ある与えられた情報源からの出力系列 (コイン乱数列) を変換して, 所望の
情報源からの出力系列 (ターゲット乱数列) を生成あるいは近似することを乱数生成と
呼ぶ. 本稿では, ある与えられた定常離散無記憶情報源から出力される固定長のコイン
乱数列を変換して, 決められた定常離散無記憶情報源から出力されるターゲット乱数列
を近似するという乱数生成問題を考える. 変換の方法として, 情報源符号化の手法に基
づく 2つのアルゴリズムを提案する. 各々のアルゴリズムについて, 出力系列長に対す
る入力系列長の比率がコイン乱数列を出力する情報源のエントロピーに対するターゲッ
ト乱数列を出力する情報源のエントロピーの比率を越えない場合, 変動距離で測る乱数
列の近似誤差が系列長の指数関数のオーダーで $0$ に収束することを示し, その指数を陽
に計算する. また, 上述の系列長の比率が, エントロピーの比率を越える場合, どんな
変換を用いても, 変動距離は, 系列長を大きくするとその指数関数のオーダーで 2に収
束することを示し, その指数を陽に計算する.

1 まえがき

ある与えられた情報源からの出力系列を変換して, 所望の情報源からの系列の出力プ
ロセスを実現あるいは近似することを乱数生成と呼ぶ. 乱数生成問題は, 計算機科学の分
野でにおいて古くから研究されてきた. 特に Elias [1], Knuth and Yao [2] の論文におい
て情報理論と乱数生成問題との問の興味深い関係が見られる. 1993年の Han $\mathrm{a},\mathrm{n}\mathfrak{c}1\backslash ’,\cdot\prime \mathrm{e}1^{\backslash }\mathrm{d}_{1}\prime 1$

[3] によって乱数生成問題の本質が明らかにされ, 情報理論の立場から, その–般理論が
構築された. その後, 乱数生成問題の–般理論に関する研究が, $\mathrm{v}_{\mathrm{e}\mathrm{n}}11\mathrm{J}\iota 1$ and $\backslash ^{\gamma},\mathrm{e}1^{\backslash }\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{t}\acute{\iota}[4]_{:}$

Steinberg and $\backslash ^{l^{\vee}},\mathrm{e}1\backslash \mathrm{c}\iota\iota’1[\check{\mathrm{o}}]$ . $[6]$ , 韓 [7] らにより行なわれ, 理論の整備, 精密化が進んでいる.
Han anel Verclil [3] に始まる上記の–連の研究は, いずれも乱数生成問題の–般理論に

関するものであり, 計算効率や装置化に注目した実用的な乱数生成アルゴリズムについて
の議論は十分ではなかった. 最近, 具体的な乱数生成アルゴリズムの提案とその性能解析
に関する研究が, Han $\dot{c}\mathrm{j}\mathfrak{b}\mathrm{n}\mathrm{C}\iota$ Hoshi [8], 金谷 [9], $\mathrm{U}\}^{r}\mathrm{C}\ln\dot{\zeta}\iota \mathrm{t}\mathrm{s}\mathfrak{U}$ and Kanaya. [10], 大濱 $[11]_{;}[12]$

(Oohama [13]) らにより行なわれ, この方面の研究においても幾つかの進展をみるよう
になってきた.
乱数生成において, 与えられた情報源からの出力系列をコイン乱数列, 所望の情報源

からの出力系列をターゲット乱数列と呼ぶ. Han and Hoshi [8] は, 与えられた定常離散
無記憶情報源から出力される可変長 ( $\backslash ,f\mathrm{i}\mathrm{a}|_{)}1\mathrm{e}\mathrm{a}1^{\backslash }$ Length) のコイン乱数列を変換して, ある
規定された定常離散無記憶情報源から出力される固定長 ($.\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}\prime \mathrm{c}!\mathrm{C}\mathrm{l}$ Length) のタ一ゲット乱
数列を作り出すという, いわゆる Variable to Fixed $(\mathrm{V}\mathrm{F})$ 型の乱数生成問題を考察した.
彼らは, 区間アルゴリズムと呼ばれる単純な乱数生成アルゴリズムを提案し, ターゲット
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乱数列を作りだすのに必要な入, 出力系列の平均符号長の比が, コイン, ターゲット乱数

列を出力する情報源の 2つのエントロピーの比で特徴付けられることを証明した.
-方, $\mathrm{U}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{n}1\mathrm{a}\mathrm{t}_{\mathrm{S}}‘ \mathrm{u}$ and Kanaya [10] は, 与えられた定常離散無記憶情報源から出力され

る固定長のコイン乱数列を変換して, 指定された定常離散無記憶情報源から出力される固
定長のターゲット乱数列を近似するという $\mathrm{F}\mathrm{F}$ 型の乱数生成問題を扱い, 特にコイン乱数

列が–様分布に従って発生する場合に注目した. この場合の乱数生成問題は, ターゲット

乱数列を–般化情報源からの出力系列であるとするかなり -般的な枠組の下で Hann dlld
$\backslash \prime_{\mathrm{e}\mathrm{r}}.\mathrm{d}\iota’1[3]$ により考察されており, 一般に Resolvability 問題と呼ばれている. Uyematsu

and Kanaya, [10] は Han and Hoshi [8] の区間アルゴリズムを少し変更して固定長の場合
にも適用できるようにしたものを提案している. さらに提案アルゴリズムにより得られ
る近似乱数とターゲット乱数の変動距離の漸近的ふるまいを解析し, 幾つかの結果を得て
いる.

また, 大濱 [11] (Oohalna [13]) は, 上述の $\mathrm{F}\mathrm{F}$ 型乱数生成問題について, 特にター

ゲット乱数列が–様分布に従って発生する場合を研究した. これは, Uyematsu and Kanaya

[10] の扱った問題のいわば双対問題である. この問題は, コイン乱数列を –般化情報源

からの出力系列であるとする –般的な枠組の下で Vembu $\dot{\mathfrak{c}}\iota \mathrm{n}(1\backslash ^{r},\mathrm{P}1^{\cdot}(\iota 1’1[3]$ により研究され,

Intrinsic Randonlness 問題と呼ばれている. 大濱は, 算術符号における符号化, 復号化の

プロセスを直接利用した簡単な乱数生成アルゴリズム (以後これを算術アルゴリズムと

呼ぶことにする) を提案し, これが $\mathrm{R}(^{\backslash }.\iota^{1}\mathrm{s}()1_{1^{\gamma}\mathrm{a}}|_{)}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\{-\mathrm{y}$ 問題において区間アルゴリズムと同等
の性能を有することを証明した. さらに Intrinsic R,andomness 問題に, 提案アルゴリズ
ムを適用した場合の性能解析を行ない, 幾つかの結果を導いている. その後, 大濱 [12]
$(\mathrm{o}_{\mathrm{t})}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}[13])$ は, 別な乱数生成アルゴリズムとして, 文字列の生起確率に基づくソー
トを用いた $\mathrm{F}\mathrm{F}$ 型乱数生成アルゴリズムを提案している. これを以後ソートアルゴリズム
と呼ぶことにする. ‘ノ一トアルゴリズムは, 情報源符号化における Shannon and Fano 符
号化法に似た形をしている. 大濱 [12] (Oohama [13]) はソートアルゴリズムの性能解

析を行ない, Resolvability 問題において, これが算術アルゴリズムと同等の性能を有す
ることを証明した. また, Intrinsic Randomness 問題において, ソートアルゴリズムは,
算術アルゴリズムよりもよい性能をもつことを示した.
本稿では, Uyematsu and Kanaya [10], 大濱 [11] の扱った $\mathrm{F}\mathrm{F}$ 型乱数生成問題のより

一般の場合として, コイン乱数列, ターゲット乱数列の従う分布に共に偏りがある場合を
考察する. まず, 算術アルゴリズムを適用した場合の性能解析を行ない, 出力系列長に対
する入力系列長の比率がコイン乱数列を出力する情報源のエントロピーに対するターゲッ
ト乱数列を出力する情報源のエントロピーの比率を越えない場合, 変動距離で測る乱数列
の近似誤差が系列長の指数関数のオーダーで $0$ に収束することを示し, その指数を陽に計

算する. 次にソートアルゴリズムを適用した場合の性能解析を行ない, 変動距離の $()$ に近

づく指数において, ソートアルゴリズムは算術アルゴリズムよりも良い結果を与えること
を証明する. また, 上述した系列長の比率がエントロピーの比率を越える場合, どんな変
換器を用いても, 変動距離は, 系列長の指数関数のオーダーで 2に収束することを示し,
その指数を陽に計算する.
本稿で得られた結果は, $\mathrm{R}.\mathrm{t}¡ \mathrm{S}()1\backslash ri1|.\rangle \mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t},\mathrm{V},\backslash$ 問題および Intrinsic Randonrness 問題につい
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て, 各々 $\mathrm{U}_{1’\mathrm{t},\mathrm{t}}.\tau_{\ln_{\dot{C}\mathrm{t}}}.\mathrm{f};^{\backslash },\mathfrak{j}\iota$ an.($]\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\dot{c}\mathrm{t}\mathrm{y}}i\iota$ [10]、大濱 [11], [12] $(\mathrm{o}\mathrm{t})\mathrm{h}_{i\iota}111\mathrm{a}[13]$ ) および大濱 [11]: [12]
(Oohama [13]) が得た結果を特別な場合として含んでいる.

2 乱数生成問題の基本的枠組

. 乱数生成とは, ある与えられた情報源からの出力系列を変換して, 所望の情報源から
の系列の出力プロセスを実現あるいは近似することである. 与えられた情報源からの出力
系列をコイン乱数列, 所望の情報源からの出力系列をターゲヅト乱数列と呼ぶ. また変換
器を乱数生成器と呼ぶ. 本稿では, コイン乱数列およびターゲット乱数列が, いずれも定
常離散無記憶情報源からの出力列である場合を考える.

$X,$ $Y$を各々有限集合 $\mathcal{X}=\{\{)_{:}1, \cdots, |\mathcal{X}|-1\},$ $\mathcal{Y}=\{0,1., \cdots, |\mathcal{Y}|-1\}$ に値をとる確率
変数とし, その確率分布を各々 $P_{\mathrm{Y}}.\cdot=\{P_{\mathrm{Y}}.(X)\}.\cdot\Gamma\in \mathcal{X}’ P_{1’}=\{P_{\mathrm{y}}\cdot’(y)\}_{y}\in \mathcal{Y}$ とする. $X_{\mathrm{T}}.\mathcal{Y}$ 上の

確率分布全体からなる集合を各々 $P(\mathcal{X}),$ $P(\mathcal{Y})$ とする. $P=\{P(:1.:)\}_{x\in \mathcal{X}}\in P(\mathcal{X})$ に対し,
$H(P)$ は, 確率分布 $P$ から計算されるエントロピー

$H(P)=. \cdot\sum_{\in 1,1’}-P(.T)1()\mathrm{g}P(.\tau.\cdot\cdot)$ (1)

を表す. また $P.P”\in P(\mathcal{X})$ に対し, $D(P||P’)$ は $P$ と P’の間のダイバージェンス

$D(P||p’)=. \sum_{\iota:\mathrm{t}\in,\cdot\prime}p(.?\cdot)1\mathrm{o}_{\mathrm{b}^{r}}(\frac{P(.\iota^{\sim},)}{P’(\cdot \mathrm{t}_{\text{生}})}..\cdot)$ (2)

を表すものとする. 本稿を通じて対数の底は 2とする.
確率変数 $X,$ $l^{\Gamma}$によって指定される定常離散無記憶情報源を各々 {Xt}二 l’ $\{]’.t\}_{t}^{\infty}=1$ とし,

情報源から発生する各々長さ ?1,. ?71の確率変数の列を $X^{l}’=X_{1}d\mathrm{Y}r_{2\mathcal{R}}\ldots d\mathrm{Y}$ , }$””=1_{1}’1_{2}^{\Gamma}.\ldots$

$l_{\gamma}’|\downarrow$ とする. また, 出力文字列を $.L^{\gamma 1}=.\ovalbox{\tt\small REJECT}\iota_{1}X\underline{9}\ldots:\mathrm{t}_{7},,$ $\in \mathcal{X}^{n_{i}}y^{?l1}\cdot=y_{1’}y2\ldots‘ y_{r1?}\in \mathcal{Y}^{7n}$ と表す.
$X^{l\}},$ $Yt\}l$の分布を各々へ $=\{P.\}|\backslash ’(.1"’)|\mathrm{t}\}_{x}n\in \mathcal{X}^{1,\iota}’.!P:.\iota=\{P_{1’}^{\eta?}.(y^{\gamma l}’)\}_{y\in \mathcal{Y}’}m$

” と記す.
次に本稿で議論する乱数生成問題の基本的枠組について説明する. ターゲット乱数列,

コイン乱数列が各々確率変数 $X,$ $l^{r}$によって指定される定常離散無記憶情報源からの出力
列である場合を考える. $X$をターゲット乱数, $l’$をコイン乱数と呼ぶ. 乱数生成器は, 写
像 $\varphi^{(?l)}$ : $\mathcal{Y}^{?)1}arrow \mathcal{X}^{rt}$ によって定義され, 写像 \mbox{\boldmath $\varphi$}(’りは変換レート制約 $\mathit{7}7l\leq 71?$

. を満たすと
する. 与えられた $r’>0$ に対し, このような変換レート制約を満たす写像 \mbox{\boldmath $\varphi$}(rl)全体からな
る集合を $\Phi_{l},(?\cdot)$ とする. $\mathrm{x}\uparrow\iota \text{と}d\tilde{\mathrm{Y}}’$ } $l$ との-致の尺度として, 次に示す変動距離を用いる.

$cl( arrow\tilde{\mathrm{x}}^{\vee}’\}?.X\}?):=n^{\iota}.’\in\sum_{*\iota’/\prime}|P.\vee(\backslash ^{-}’||.\mathrm{r}C^{l}’)-P^{l}.’(\{\cdot\cdot.)\iota^{lt}|$ .

韓 [7] による乱数問題に対する –般論より直ちに次の 2つの結果が得られる.

定理 1(韓 [7]) ? $>H(P_{\mathrm{v}})arrow/H(P_{1}\cdot)$ ならば, 写像の列 $\{\varphi^{\{21)} : \dot{\vee}^{\gamma}(\}\iota)\in\Phi_{n}(7^{\cdot})\}_{||}.\infty--1$ が存在
して,

$\gamma|arrow\infty 1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}cl(\varphi^{(\iota}’()\}’\eta\iota),$ $X\}1)=0$ .
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定理 2(韓 [7])’ $\cdot$ $<H(P_{\mathrm{Y}}.)/H(P_{\mathrm{l}}\cdot\cdot)$ ならば, 任意の写像の列 $\{(\varphi^{(\prime?)} : \varphi^{(\cdot)}’)\in\Phi_{\mathit{7}l}.(r)\}^{\infty}||=\perp$ に

対し,
$\}?\infty 1\underline{\mathrm{i}\iota}\mathrm{D}d(\varphi((\uparrow\iota)]\cdot-,\})),$ $x)\iota)=2$ .

そこで, 変動距離が $0$ あるいは 2に近づく速さを調べるために

$(\}.,,(\uparrow,\cdot.P_{\iota}r.p_{\mathrm{B}’})\sim \text{ノ}.(=1\mathrm{i}\mathrm{n}.\cdot\gamma \mathit{1}\varphi)\{’\mathrm{t}|1)^{11}\in r\Phi||())((\}\iota Y^{\cdot}" 1)ix^{n})$

$E( \uparrow\cdot, p.\mathrm{v}:p_{\iota\cdot\cdot)}=\uparrow|-\infty 1\mathrm{i}_{1}11(-\frac{1}{1}.)?.\gamma 1()\mathrm{s}^{t(.P}c\mathrm{k}_{t}1.?\cdot,$$P_{\mathrm{Y},1\mathrm{I}}$

$C.(t., p_{\backslash }.’, P1^{=})=_{n\underline{\cdot}\infty}1 \mathrm{i}111(-\frac{1}{\dagger?})\log\Gamma\{2-(.\mathrm{V}\iota(7r, P.\backslash ’, P1’)\}$

とおく. 上記の変動距離指数の陽な計算公式を与えることが問題である.

2.1 幾つかの関数の定義とその性質

ここでは, 変動距離指数に関する結果を記述するために必要な幾つかの関数の定義と
その性質について記す.

定義 1

$F_{\lambda}(R, r_{\backslash ’}.)$

$=111\mathrm{i}1P\in P(,:\mathrm{t}’)1\{[\lambda(R-H(\Gamma)-D(^{p}||P_{\backslash }.r))]++D(P||^{p_{\lambda}}’)\}$

と定義する. ここで $\lambda\in(-\infty.\infty))’[t.]^{+}=\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{X}\{\mathrm{t})., t.\}$ である.

定義 2確率分布 $P_{\mathrm{Y},\lambda}=\wedge\{P_{\mathrm{Y}_{:}\lambda}\sim(.l\cdot)\}.\tau\cdot\in \mathcal{X}$ を $P\in P(\mathcal{X})$ の関数

$’\backslash (R-H(P)-D(P||P_{\mathrm{v}}.))+D(P||Parrow \mathrm{x})$

の最小値を与える分布とする. この様な $P_{\backslash ’,\lambda}\sim$ は–意的に決まり, それは

$P_{\mathrm{Y}-.\lambda}= \{.\frac{p^{\iota-\lambda}(-\backslash ’X)}{\sum_{\iota\cdot\in\prime\iota’}P_{d}^{1},-\lambda(1\mathit{1}^{\backslash })}...\}_{\iota\cdot\in\prime\iota^{J}}$

.

(3)

で与えられることを容易に証明できる. 次に

$R_{\lambda}(P_{\mathrm{v}-})=H(P_{\mathrm{Y}}.,\lambda)+D(PX,\lambda||P_{\mathrm{Y}}.)$ ,

$R_{+}(P_{\wedge}\iota’)=\underline{\mathrm{l}\mathrm{i}}\lambda+\infty \mathrm{n}1R\lambda(P\mathrm{Y}\mathrm{I}\wedge’$

$R_{-}(P_{\{}-)=_{\lambda}\underline{1\mathrm{i}}11-\infty \mathrm{u}R\lambda(P_{d}\{)$

とおき, さらに

$F_{+}(R.P_{\{}).=’\backslash +\infty\underline{\mathrm{l}\mathrm{i}}\mathrm{n})F\lambda(R, P_{A}\mathrm{Y})$ ,

$F_{-}(R.P’.\mathrm{Y})=\lambda\underline{1\mathrm{i}}\underline{\mathrm{n}}1F_{\lambda}(R, P_{\mathrm{Y}})\infty.$
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とおく. 以上のように定義された関数は次の性質を持つ.

性質 1 a)

$R_{-}(P_{\mathrm{c}}^{\wedge}.’)=11R_{+}(P_{\{})=111\mathrm{a},\mathrm{X}(-\log P_{\mathrm{Y}\lrcorner}(.X))\lambda\backslash \in\lambda x1\mathrm{i}\in\lambda’\mathrm{n}(-\log P\mathrm{x}’(.l^{\backslash })).’[$ (4)

$]))$ $0\leq R\leq R_{+}(P_{\backslash ’}.)$ に対し, 関数 $F_{+}(R_{j}P.\backslash ’)$ は Rの関数として非負, 単調増加かつ下
に凸であり,

$F_{+}(R, P\mathrm{Y})\vee=$ nlill $D(P||P_{\mathrm{Y}}-\cdot)$ (5)
$H(P)+P\in D\mathrm{t}^{p}\mathrm{p}(’\iota’)||P_{\lambda}^{\cdot}..)\geq R$

の形をもつ. また $0\leq R\leq H(P.\backslash ’)$ のときそのときに限り零になる.

c) $R\geq R_{-}(P_{\mathrm{Y}},)$ に対し, $F_{-}(R, P_{\mathrm{Y}}\sim)$ は丑の関数として非負, 単調減少かつ下に凸で
あり

$F_{-}(R, P_{\wedge} \{)=\mathit{1}\mathit{1}(P)+D’(P\in P(.f’\mathrm{n}1\mathrm{i}P||P_{\lambda}\cdot)\leq\int lD\mathrm{n}.(P)\cdot||P_{\mathrm{Y}}.)$

(6)

の形をもつ. また $R\geq H(\Gamma,\backslash ’)$ のときそのときに限り零になる.

性質 2 a) $,\backslash \in[0, +\infty)$ に対し

$F_{\lambda}(R, P_{\backslash }.’)$ $=$ $\{$

$F_{+}(R, p_{1’}-)$

for $H(P_{\backslash ’}.)<R\leq R_{\lambda}(P_{\mathrm{v}},)$ ,

$\lambda(R-R_{\lambda(}P.\mathrm{Y}))+F_{+(}R_{\lambda}(P_{1}\sim’),$ $P.\backslash ’)$

for $R>R_{\lambda}(P_{\backslash ’}.\cdot)$

(7)

が成り立つ.

$1\supset)/\backslash \in(-\infty, ()]$ に対し

$F_{\lambda}(R, P_{\mathrm{t}’})d$ $=$ $\{$

$F_{-}(R, P_{X})$

for $R_{\lambda}(P_{\mathrm{v}}.)\leq R$ . $\leq H(P_{\backslash }.’)$ ,

$/\backslash (R-\text{丑}\lambda(P_{\mathrm{Y}}.))+F-(R_{\lambda}(P,\backslash ’).’$ -Y)P
for $R<R_{\lambda}.(P_{\mathrm{Y}}.)$

(8)

が成り立つ.

(:) 関数 $F_{\lambda}(.R.P_{\mathrm{Y}}’.)$ は, 以下のような最適化問題として表現できる. 即ち $\lambda>0$ のとき

$F_{\lambda}(R.P_{\backslash ’}):$

’

$=\mathrm{n}_{R\mathrm{t}\lambda}0\leq\leq-.1\mathrm{i}11\{[\lambda(R-\grave{R})]^{+}+F+(\tilde{R},$$P+\rho.).)\mathrm{Y}\}$ (9)
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図 1 関数 $F_{+}(R, p_{\backslash ’}.)$ および $F_{\lambda}(R. P_{\mathrm{Y}\wedge}).,$ $\lambda=$

$1.7$ の形
図 2 関数 $F_{-}(R.P_{J}\mathrm{Y})$ および $F_{\lambda}(R$ ,

$P_{d}\iota^{\prime)},$ $\lambda=-1.7$ の形

が成り立つ. また $\lambda<0$ のとき

$F_{\lambda}(R_{:}.P.\mathrm{v})$

$=\mathfrak{U}1\tilde{\int}8\geq lt_{-1\lambda}\mathrm{i}\mathrm{n}\{[/\backslash (R-\tilde{R})]^{+}+F_{-}(\tilde{R}.,$$P.\mathrm{v}P\sim))\}$ (10)

が成り立つ.

確率変数 $X$ の分布 $P_{\backslash ’}$. が

$\mathcal{X}=\{0.1\},$ $P_{\iota^{r()}}.0=0.3$ (11)

で与えられる場合を考える. この場合の関数 $F_{+}(R.,$ $P.\backslash ^{\prime)}$ および $F_{1}(R, P_{\backslash ^{r}}.).,$ $/\backslash =1.7$ の形

を図 1に示す. また, 同じ場合における関数 $F_{-}(R_{:^{p}}..\backslash ’)$ および $F_{\lambda}(R, \Gamma_{\mathrm{Y}}.),$ $\lambda=-1.\overline{l}$ の

形を図 2に示す.

定義 3

$C_{7}+(R.P_{\mathrm{Y}}’-)=P\in \mathcal{P}(\lambda l\mathit{1}(\mathrm{n}_{P}1\mathrm{i}\mathrm{n}_{lt}. D)\geq’)\cdot(P||P_{\kappa}.)$

,

$C_{\tau_{-}}(R:P_{\mathrm{v}}-)=$ luin $D(P||P_{d}\backslash ’)$

$P\in \mathcal{P}(.’\iota^{r_{\mathit{1}\iota}}\mathit{1}\mathit{1}1P)\leq)\cdot$

.

と定義する.

性質 3 a) 関数 $C_{7}+(R, P,\searrow’)$ は $0\leq R.$ $\leq 1()\mathrm{g})|\mathcal{X}|$ に対し, Rの関数として, 非負で単調
増加かつ下に凸であり, また $0\leq R\leq H(P_{e}\kappa)$ のときそのときに限り零になる.
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$\mathrm{I}\supset)$ 関数 $c_{\tau_{-}}(R, P,\mathrm{v})$ は $R\geq 0$ に対し, Rの関数として, 非負で単調減少かつ下に凸で
あり, また $R\geq H(P_{\mathrm{Y}}.)$ のときそのときに限り零になる.

関数 $C_{7}+(R, P_{d}1’)$ と $F_{+}(R.P\wedge\backslash ’)$ および関数 $G_{-}(R, P’-\backslash )$ と $F_{-}(R, P_{\mathrm{Y}}.)$ との問には, 各々
次のような関係が成り立つ.

性質 4 a) $0\leq R$. $\leq H(\Gamma_{\mathrm{Y}}.)$ のとき

$C_{\tau_{-}}(R, P_{\mathrm{Y}}.)=F-(R+G-(R, P_{x})’.\mathrm{Y}P.)$ (12)

が成り立つ.

b) $H(P_{\mathrm{Y}}.)\leq R.$ $\leq 1_{()}\mathrm{g}’|\mathcal{X}|$ のとき

$c_{7}+(R, P-\mathrm{Y})=F_{+((P_{\mathrm{X}}).P.)}R+G_{+}R,’\sim\prime \mathrm{Y}$ (13)

が成り立つ. また $\log|\mathcal{X}|\leq R\leq R_{+}.(P_{\backslash }.’)-C_{7}+(\log|\mathcal{X}|.\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{\mathrm{Y}}’)$ のとき

$C_{7}+(1()\mathrm{g};|\mathcal{X}|, P.\backslash ’)\leq F_{1}(R+G_{+(\mathrm{g}|\mathcal{X}|}1\mathrm{C})j\text{ノ}P_{\mathrm{Y}}),$ $p.\backslash ’)$ (14)

が成り立つ.

3 乱数生成アルゴリズムとその性能解析

本章では, 2つの乱数生成アルゴリズムを提案し, その性能解析に関して得られる結
果を述べる. また, 変動距離が 2に近付く速さを示す指数 $C,(.\tau\cdot, P.\backslash ’\cdot, P\iota\cdot-)$ の下界に関して
得られる結果を述べる.

3.1 算術アルゴリズム

本節では, 情報源符号化における算術符号法のアルゴリズムをそのまま利用する算術
アルゴリズムと呼ばれる簡単な乱数生成アルゴリズムを提案し, この性能解析において得
られる結果を述べる. 区間 $I=[0,1)$ を考える. 分布 P.、に基づく累積確率を

$S_{d}\iota’(0)=0$ : $(1_{D}^{\ulcorner})$

$S_{X}(. \Gamma.)=i<x\sum P_{\backslash ’(},i)_{:}1\leq x\leq|\mathcal{X}|-1$ (16)

と定義し, これらを用いて区間 $I$ の分割を

$I_{\mathrm{Y}(.1:)},=[.S.\mathrm{Y}^{\cdot}(.T),$ $S_{\backslash }.r(.\cdot \mathit{1}:)+P_{\mathrm{v}(x}.\cdot))$ (17)

と定義する. さらに写像\tau \acute Y : $Iarrow I$ および量子化写像 $\emptyset_{\wedge}\backslash ’$ : $Iarrow \mathcal{X}$を

$\mathcal{T}_{-\mathrm{Y}(^{-})=}\sim(P- v$ $(x\rangle)^{-}1(_{\vee^{-S}}^{-},\cdot.-\{(\mathrm{t}.r))$ , if $\sim\sim\in I_{1’},(.\tau)\text{ノ}$. (18)
$O_{X}^{l}(^{\sim},\vee\cdot)=.\iota_{l}’$.if $\approx\in I_{\mathrm{Y}\sim}(’.\mathrm{r}.)$ (19)

121



と定義する. 適当な初期値 ,-.\check ’から出発して, 写像の合成と量子化写像により得られる記号
列 –Y $(\approx)-_{\mathrm{v}}.(\mathcal{T}.\mathrm{Y}(Z))\cdots\varphi:_{\mathrm{Y}}.(\mathcal{T}^{k-}.\backslash ’ 1 (,:))$ を乱数系列として用いることを考えよう. 任意に与え
られたんと任意に与えられた長さ $k$の記号列諮 $=.\tau_{1}.’.l_{\underline{)}}^{\backslash }.‘\cdots.\Gamma.k\in \mathcal{X}^{k}$に対し, これを出力

するような初期値 \tilde ’.$\cdot$の集合を $I_{\mathrm{Y}},(.\iota^{k}’.)$ と定義する. これは, $I_{\backslash ’}.(.|:\cdot)\iota\backslash =[L_{d}\backslash ’$(.fjk)., $o_{\backslash }r.’(.\mathit{1}^{\cdot}k))$ な

る形の半開区間になり, その下端 $L_{X}(‘\Gamma^{k})$ および上端ひ、$(x^{k})$ は

$L_{\mathrm{Y}}.(.\mathit{1}:_{1})=S.\backslash ^{\prime(_{1)}}\cdot:_{\mathrm{I}},$ $C_{\mathrm{Y}}^{r},.(x\iota)=s_{\backslash },’(.x_{1}.)+P_{\backslash }.’(.\mathrm{r}\mathrm{t}_{1}:)$ (20)

$L_{\backslash ^{r}}.(.1:^{\dot{?}})=L.\backslash ’(j:.,-1)j+\Gamma.?\backslash \cdot’-1(.\iota^{i1}.\cdot-)s.\backslash ’(.’):_{i}.).$, (21.)
$U_{\backslash ’}.(.l^{j}.\cdot.)=L_{\mathrm{Y}}.(.\cdot|:^{i})+P_{\backslash ^{r}}^{\mathrm{z}’}.(.\prime \mathrm{t}:^{\uparrow})$, for $2\leq\prime j,$ $\leq k$ (22)

なる漸化式を満たす. 確率変数 $l’$’についても確率変数 $X$ の場合と全く同様の定義, 記法

を採用する. 写像の合成と量子化写像により系列を求める手続きは, 算術符号における復
号化の手続きそのものであり, また与えられた記号列から区間の上端, 下端を求める手続
きは算術符号における符号化の手続きに他ならない.
算術アルゴリズムは次のようになる.

算術アルゴリズム 変換 $.\triangleright-$ トを $\uparrow=\uparrow ll/?\iota$ とする. $y^{r?}’\in \mathcal{Y}$
}’? に対し, 写像 ($r\hat{.}\mathrm{a}(\eta)$ : $\mathcal{Y}^{\prime 1\mathit{1}}arrow \mathcal{X}^{l}$

’

を

$i\rho_{\mathrm{a}}^{(\cdot\}l)}(y’)\}l1=.:\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}’.2\ldots.1:\gamma|.$
; (23)

$.?_{7}.$
. $=\phi_{:}\mathrm{v}(\tau^{i-}arrow \mathrm{v}(L\}\cdot\cdot(\iota/^{\prime 1}1.’)\mathrm{t}))$ , for $i$. $=1,2$ , $\cdots,$ $?l$ (24)

と定義する.
算術アルゴリズムの性能評価に関する結果を述べるために

$E_{1}‘.(_{l_{i}^{\alpha}}p_{\backslash }.’, \Gamma\iota.)$

$=0 \leq R\mathrm{n}1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{n}\leq|_{(})g|x|1\mathrm{a}\mathrm{x}\{G_{+}(R_{:}P\mathrm{Y})\wedge’\cdot C\uparrow\tau-(\frac{R}{?}$. $’ P\mathrm{y}\cdot)\}$

と定義する.
算術アルゴリズムに対する我々の結果は以下のようである.

定理 3任意の $’\cdot>()$ と算術アルゴリズムで定義される写像の列 $\{\varphi_{\mathrm{a}}^{()\{l)}|l : \varphi_{\mathrm{a}}’\in\Phi_{l},(\uparrow\cdot)\}^{\infty},,=1$

に対し
$rt1 \underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1\infty(-\frac{1}{?l})\log d(\varphi!_{1}|\iota)(]r’\}’).x^{\eta})\geq E_{\mathrm{a}}(1^{\cdot}, P_{d}\mathrm{Y}_{/}.P1^{\cdot})$ $(2_{0}^{r})$

が成り立つ.

定理 3より $,$
. $>H(\Gamma\backslash ’.)\sim/H(P_{\mathrm{Y}}\cdot\cdot)$ のとき, 算術アルゴリズムによる近似誤差は出力系列

長,$l$ の指数関数のオーダーで $0$ に収束し, その指数は $E_{\iota}‘’(\iota\cdot., P\mathrm{Y}P_{1}\Gamma)\wedge’$ で与えられる.

、が X上の–様分布であるとき, $C_{7}+(R., \Gamma_{\mathrm{v}}.’)$ は, その定義域 $0\leq R\leq\log|\mathcal{X}|$ にお

いて, 定数 $0$ をとる. この場合 $E$
。

$(R, P.\backslash ’, P_{\mathrm{l}}\cdot)$ は $?^{\mathrm{r}}G-( \frac{\log|,\backslash ’|}{7}., P\iota\cdot\cdot)$ と –致する. この下界

は, Intrinsic Randomuess 問題において, 大濱 [11] (Oohama [13]) の得た下界と –致し
ている. したがって, 定理 3は, $\mathrm{I}11\{_{1}\cdot \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}(\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}(\mathrm{l}\mathrm{t})11\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{l}.\mathrm{S}\mathrm{S}$ 問題において, 大濱 [11] (Ooharua

[13] $)$ が得た結果を特別な場合として含む.
関数 $E_{\mathrm{a}}(.|, P_{-}\mathrm{v} , P_{1}\cdot)$ について次の性質が成り立つ.
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図 3 関数 $G_{-}(R_{;}P_{1’}-)$ および $F_{-}($

R., $P_{\backslash ’}.$ ) の形
図 4 関数 $F\mathrm{l}(R, P_{-\{})$ および $F_{+}(R., P_{d}\mathrm{v})$ の形

性質 5 関数 $E_{\zeta\downarrow},(’\cdot, P.\searrow’, P1)$ は以下のような別表現を持つ.

$E_{\mathrm{a}}(_{lP_{\mathrm{Y}}}...., P_{\iota},)$

$=R. \geq’\cdot R_{-}\mathrm{t}P\min_{)\}}$

,
nlax $\{F_{1}(R, P_{d}\mathrm{Y})’.\gamma\cdot F_{-}(\frac{R}{r},$ $P1\cdot)\}$ . (26)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が Y上の–様分布であるとき, $F_{-}(R, P_{\mathrm{b}:}d)$ は, その定義域 $R\geq?’\log|\mathcal{Y}|$ におい

て, 定数 $0$ をとる. この場合 $E_{\mathrm{c}1},(RP.P\mathrm{l}’):\backslash ^{r}\wedge$

’
は $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\backslash \mathit{7}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ 問題における算術アルゴリ

ズムの性能解析において大濱 [11] $(\mathrm{O}_{0}\mathrm{h}_{\mathrm{d}\ln}\mathrm{a}[13])$ が得た下界 $F_{1}(r1\mathrm{o}g|\mathcal{Y}|, p_{\backslash ’}.)$ と –致す
る. したがって, 定理 3は, 大濱 [11] (Oohama [13]) が Resolvability 問題において得
た結果を特別な場合として含む. (11) で特定される場合における関数 $G_{-}(R., P_{\{}.)$ および
$F_{-}(R, P_{\mathrm{v}},)$ の形を図 3に示す. また, 同じ場合における関数石 $(R, P_{\backslash }.’)$ および $F_{+}(R, P_{\backslash }.’)$

の形を図 4に示す.

3.2 ソートアルゴリズム

ここでは, $\text{ソートアルゴ_{リ}ズムを提案_{し}},$ $\text{それに関して得られる結果^{に}ついて述^{べる}}$ .
まず, そのために必要な幾つかの定義と補題について述べる.

定義 4長さ $?l$. の任意の系列紹 $=:1_{1^{1_{2}\cdot.l_{r1}}}.:\cdot\cdot.\in \mathcal{X}^{\tau\iota}$ に対し, $tl.(.1:|.x^{l}’)$ を.\acute li $=.x$ を満たす
$i$ の個数とする. 系列の中に現れる文字の相対頻度分布 $\{r1(X|.\prime l^{7\prime})/r\iota\}i\mathrm{r}\in\lambda^{y}$ を系列 .$\cdot$\mbox{\boldmath $\chi$}.\mbox{\boldmath $\gamma$}’のタイ

プとよび, $P_{x^{i}}$, と記す. また $\mathcal{X}$ 上のタイプ全体からなる集合を $P_{t1}(\mathcal{X})$ と記す. さらに
$\hat{P}\in P_{1?}(\mathcal{X})$ に対し

$T_{\hat{P}}^{n}$ $=$ $\{x^{r1}.|p.\cdot n\mathrm{t}=\hat{P}\}$ (27)
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とおく.

系列のタイプ, タイプの集合について次の補題が成り立つ. 証明は Csisz\’ar and K\"orner

[14] を参照せよ.

補題 1 a) $|\mathrm{p},,(\mathcal{X})|\leq(?l, +1)|\mathcal{X}|$ ,

b) $\hat{P}\in \mathrm{p}_{1},(\mathcal{X})$ 0\check \rightarrow ’すゝ
$(’\iota+1)^{-}|.\;’|2^{\text{。}}.H1\hat{P})\leq|T_{\hat{\mathrm{r}^{r}}}^{t}|\leq 2^{7(}$fft).

c) $.L^{)1}’\in T_{\hat{p}^{l}}|$ に対し
$P_{\mathrm{Y}},|?.(2^{\gamma 1}:’)=2^{-}l \mathrm{t}1\int l(\hat{P})+D\mathrm{t}\hat{P}||P\lambda-)]$ .

次にソートアルゴリズムについて述べる. タイプ $\hat{CJ}\in p_{\gamma)\iota}(y)$ を,
$T_{\hat{Q}}||\iota$の各元の分布 $P_{?}^{r}.\underline{\uparrow}$

?

に基づく発生確率 $2^{-n\}[1\hat{Q}}H$ ) $+D(\hat{Q}||P,’)1$ の順番に並べる. 値が同じものがある場合はその中
で順番を適当に決める. さらに, タイプの集合 $T_{\hat{Q}}^{n?}$ に属する各元を辞書式の順序に従って
並べる. このような順序付けに基づいて $\mathcal{Y}^{7?}$

’ の系列をその発生確率の大きさの順番に並べ
ることができる. これを

$P_{1}^{f}.’.{}^{\mathrm{t}}(y.\perp||\iota)\geq P\mathrm{j}.?^{\mathit{1}}(.\iota/_{2})l?1\geq\cdots\geq P_{1}||.\iota(v_{|\mathrm{J}’}\cdot|\prime r\mathrm{t})’|l$ (28)

とする. また, $.\iota/^{n\iota}\in \mathcal{Y}’ 1\mathrm{t}$ に付けられる番号を $i(.\iota/^{\gamma\iota}’)$ で表すことにする. 区間 $I=[().,$ $1)$ を

考える. 分布理’に基づく累積確率を
$S_{1^{r}}(y_{1}^{\eta?})=\mathrm{t})_{:}$ (29)

$S_{\mathrm{l}} \cdot(v^{tl}’)=\sum_{ic\iota:i(a)<\mathrm{t}\eta\iota’ l|y’ n)}.P1’.(:\mathrm{t}a^{\prime 1l}.)$

(30)

と定義し, これらを用いて区間 $I$ の分割を

$I_{1^{r(}}y^{77?})=[S_{1}\cdot\cdot(y$
” $)\iota$ ) $,$

$s_{1(}\prime y^{m}$ ) $+P\iota^{\mathit{7}}"{}^{t}(Jy)\eta?.)$ (.31)

と定義する. 確率変数 $X$についても確率変数 $Y$の場合と全く同様の定義, 記法を採用する.
ソートアルゴリズムは, 以下のように述べられる.

ソートアルゴリズム 変換レートを $lt$
. $=7^{\cdot}\prime l./\cdot’|$. $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sim}’k$ る. 長さ $??l$ の入力列 $y^{?\mathit{1}}’\in \mathcal{Y}^{t?}$

’ から

$L_{1}.\cdot(y^{1\mathit{1}}’)$ を計算する. $L_{1}\cdot\cdot(y’7?)$ に対し, $I_{\backslash ’}.(.l\mathrm{i}r?)$ となる評 $\in \mathcal{X}^{n}$が唯–つ存在する. これを

用いて写像 $\varphi_{\mathrm{s}}^{()}’ 1$ : $y?\prime\primearrow \mathcal{X}$
” $\text{を^{}\prime}-.\langle’ t$

)
$(\mathrm{S}y^{n}’)=.\cdot\iota$; と定める.

ソートアルゴリズムの性能評価に関する結果を述べるために

$\mathcal{R}_{\aleph}$. $=\{(R,\tilde{R})$ : $R\geq t\cdot R_{-}(\Gamma 1^{\prime\cdot)}$ ,
$l \cdot F_{-}(\frac{R}{\uparrow}. , P1\cdot,)\leq\tilde{R}\leq R_{+}(p_{\wedge}\mathrm{v})\}$

とおき,

$E_{\backslash }.\cdot(_{l_{:}}\cdot P_{\mathrm{Y}}., P\mathrm{l}\cdot\cdot’)$

$=\mathrm{n}1(R,\overline{R})\in r\mathrm{i}_{1}1\{_{\}\backslash \mathrm{s}[R-\tilde{R}]+$

$+ \max\{F_{+}$ ( $\tilde{R},$ P-Y)., $\uparrow\cdot F_{-}(,\frac{R}{\prime}..’ P\mathrm{l}\cdot.)\}\}$

と定義する. ソートアルゴリズムに対する結果は次のようになる.
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定理 4任意の $?\cdot>0$ とソートアルゴリズムで定義される写像の列 $\{\varphi_{\mathrm{S}}^{(n.).\prime}*\mathrm{Y}_{\mathrm{S}}^{\gamma}’,(\cdot,)\in\Phi_{l}.,(\uparrow\cdot)\}^{\infty}|’.=1$

に対し

$7\}arrow 1\mathrm{i}$化 $(- \frac{1}{||})1_{\mathrm{C}}$) $\mathrm{g}d(\varphi_{\aleph}^{(}(?l)Y’\}1),$ $X)l)\geq E_{\mathrm{S}}(r_{i}P,\mathrm{v}, P1.,)$ (32)

が成り立つ.
定理 4より $l\cdot>H(P_{\mathrm{Y}}.)/H(P_{1’}\cdot)$ のとき, ソートアルゴリズムによる近似誤差は出力系

列長 1\sim の指数関数のオーダーで $0$ に収束し, その指数が $E_{\mathrm{s}}(?’ P.\backslash ’, P:\iota’)$ で与えられる. こ

の関数は, 次の性質に示されるような興味深い下界をもつ.

性質 6任意の $l\cdot>0$ に対し

$E_{\mathrm{s}}(\uparrow" P_{\mathrm{Y}_{\mathrm{r}}}.P_{\}}\lrcorner.\cdot)\geq E_{\mathrm{a}}(\uparrow\cdot, P_{\mathrm{v}Z}, P1\cdot\cdot)$ (33)

が成り立つ.

上記の性質はソートアルゴリズムが算術アルゴリズムよりも良い性能を持つことを意味
している. $P_{1}\cdot$ . がY上の–様分布であるとき, $E_{\mathrm{s}}(R, P_{arrow}1’ , P_{1}\cdot\cdot)$ は Resolvability 問題における
ソートアルゴリズムの性能解析において大濱 [12] (Oohanxa [13]) が得た下界 $F_{1}(/\cdot\log^{r}|\mathcal{Y}|$

, $P_{\mathrm{Y}},)$ と –致する. したがって定理 4は, $\mathrm{R}.(^{1}.\mathrm{s}\mathrm{o}1\backslash \prime_{\dot{c}\iota}\mathrm{t})\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ 問題におけるソートアルゴリズム
の性能解析に関して大濱 [12] (Oohama [13]) が得た結果を特別な場合として含む.
つぎに関数 $E_{\mathrm{s}}.(’|, P.\backslash ’, p_{1}.\cdot.)$ の別な下界を導く. そのために

$\hat{F}_{-\mathrm{l}}(R, P_{\mathrm{Y}}.)$

$=$
$P\in’ P111\mathrm{i}_{1}(\lambda’)1$

:
$\{[H(P)+D(P||P_{\backslash ^{r}}.)-R]^{+}$

$D(P||P_{\lambda^{\sim}})\leq \mathit{1}\{$

$+D(P||P.\backslash ’)\}$

なる関数を定義する. $F_{-}^{-\mathrm{l}}(R_{j}\Gamma.\backslash ’),$ $0<R<R_{-}(P.\backslash ’)$ を $R_{-}(P.\backslash ’)<R\leq H(P.\backslash ’)$ におけ
る $F_{-}(R, P_{\mathrm{Y}J})$ の逆関数とし, $\hat{\text{丑}_{}-\perp}(P_{\mathrm{Y}}.\cdot)=F_{-}(R-\perp(P_{-\kappa}), P_{\mathrm{Y}}.)$ とおく. このとき簡単な計算
により以下を示すことができる.

$\hat{F}_{-1}$
$($

.
$R,$ $\Gamma_{\backslash ^{r)}}\sim$

$=\{$

$F_{-}^{-1}$ (R.: $P_{\backslash ’}.\cdot$ )

for $0<R\leq\hat{B}_{-1}.(P_{J\mathrm{Y}})$ ,
$- R.+R_{-\mathrm{l}}.(P-\backslash ’)+\hat{R}.-1(P_{\mathrm{v}}.)$

for $\hat{R}_{-1}.(\Gamma.\mathrm{v})\leq R\leq R_{-\mathrm{l}}(\Gamma_{\mathrm{Y}}.\cdot)$ ,
$F_{-}(R, P_{x}\mathrm{v})$

.

for $R$. $\geq R_{-1}(P_{\backslash ^{r}}.)$ .

(34)

(11) で指定される場合における関数 $\hat{F}_{-1}(R, P_{1}.’)$ の形を図 5に示す. 上記のように定義さ
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図 5 関数 $\hat{p}_{-1}$ (R., $P_{d}\backslash ’$ ) の形.

れた関数 $\hat{F}_{-1}(\cdot., P_{\backslash ^{r}}.)$ を用いて, 関数 $\hat{E}_{\mathrm{b}}.(\mathfrak{l}" P.\backslash _{J}’\cdot\Gamma_{\mathrm{y}}\cdot\cdot)$ を

$\hat{E}_{\mathrm{b}}.(r, \Gamma_{\backslash :}.’ P_{\iota}\cdot\cdot)$

$=11()\leq \mathit{1}^{\sim}\mathrm{t}\leq \mathit{1}1\mathrm{i}l+(P111\lambda\cdot)11\mathrm{a}\mathrm{x}\{F_{+}(\tilde{R}, P.\backslash ’);’\cdot\hat{F}_{-}\iota(_{7}^{\underline{\tilde{R}}}$ . $’ P_{1’}.)\}$

と定義する. このとき $\hat{F}_{-1}(\tilde{R},$ $P_{\iota^{)}}\cdot\cdot$ が以下の最適化問題の形の別表現

$\hat{F}_{-1}(\tilde{R}.P_{1}’\cdot)$

$=R\geq R-(\Gamma)111\mathrm{i}\mathrm{n}_{1^{r}}$ .
$\{[R-\grave{R}]^{+}+F_{-}(R, P_{1}\cdot\cdot)\}$ (35)

$r_{-}\mathrm{t}R,p_{)}.)\leq\tilde{R}$

$=Ii\geq \mathit{1}^{\wedge}(\urcorner-\{111-1\mathrm{i}\mathrm{n}\tilde{l}\iota.P,.)\{[R-\tilde{R}.]^{+}+F_{-}(R, P_{1}\cdot\cdot)\}$ (36)

をもっことに注目すれば, これと関数 $E_{\mathrm{s}}(\cdot’\cdot, P_{\mathrm{v}}. , P_{1’})$ の定義から, 以下の性質が成り立つ
ことを証明できる.

性質 7任意の $?\cdot>()$ に対し

$E_{\mathrm{s}}(\uparrow_{:}’ P_{\mathrm{t}’}, P_{1}’)-\geq\hat{E}_{\mathrm{S}}(t_{:}.P.1,’.P1=)$ . (37)

確率分布 P、が X上の–様分布であるとき, 関数 $F_{+}(R., \Gamma.\backslash \mathit{7})$ は, 定義域 $0\leq R\leq 10_{\mathrm{b})}|\mathcal{X}|$

上で定数 $0$ をとる. このとき, 関数 $E_{\aleph}$ ( $r$ , P-Y, $P_{1’}\cdot$ ) の定義から P.、が X上の–様分布である
とき, 関数 $E_{\mathrm{s}}(\uparrow\cdot, P_{\vee}\mathrm{Y}, P_{\mathrm{l}}\cdot)$ および Eb.‘(r, $P_{-\mathrm{Y}},$ $P_{\}}\cdot\cdot$ ) は, Oohaina [13] が, Intrinsic Randomeness
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問題におけるソートアルゴリズムの解析において得た下界 $\uparrow\cdot\hat{F}_{-1}(\frac{1\mathrm{o}g|,\mathrm{t}^{y}|}{r}:P_{1}.\cdot$ ) に–致する.
よって, 定理 4は, $()$ohanla [13] が Intrinsic Randomeness 問題におけるソートアルゴリ
ズムの性能解析に関して得た結果を特別な場合として含む.
関数 $E_{\mathrm{a}}$. $(t\cdot, P_{d\mathrm{Y}} , P_{1}\cdot)$ および $E_{\mathrm{s}}$ ( $\cdot\uparrow’.$, P-Y; $P_{1’}$ ) はともに最適な近似誤差指数関数 $E(\uparrow\cdot, P_{\chi}.-.P\mathrm{l}.)$

の下界を与える. Resolvability 問題および Intrinsic Randonlness 問題に対する結果によ
れば $p_{\backslash ’}$. あるいは $P_{l}.\cdot$ が–様分布の場合は, $E(\cdot i\cdot,$ $\Gamma.\backslash ’,$ $P1^{\prime \mathrm{I}}$ の上界が陽に計算されており,
それは $r$のある範囲の値において, タイトになる. しかしながら -般の $P_{\mathrm{Y}\mathrm{i}}\wedge$ および $P_{1}$ . に
対する $E(’\cdot;p_{\backslash ’}\sim’ P_{\mathrm{Y}^{r}}.)$ の陽な上界は今のところ得られていない.

3.3 乱数生成問題の強逆定理

乱数生成問題の強逆定理に関する結果を述べるために

$c_{1}(7_{:}^{\cdot}P.P\cdot)-\backslash ’\iota$

$=10\leq R\leq|_{\mathrm{t})}\dot{\mathrm{g}}|,\mathrm{t}’)1\mathrm{i}_{11}111r|\gamma \mathrm{X}\{C7-(R.P_{\backslash \prime}’)"’\cdot C7+(^{\underline{R}},$

. $’ P_{1}\gamma)\}$

とおく. このとき次が成り立つ.

定理 5 $l\mathrm{f}$’意の $l\cdot>0$ と任意の写像の列 $\{\varphi^{(l)}’ : \dot{\iota}r^{()}\hat{\prime}’?\in\Phi_{tl}(\uparrow\cdot)\}.,l\infty=1$ に対し

$\uparrow \mathrm{t}.\infty \mathrm{l}\underline{\mathrm{i}\mathrm{l}}11(-\frac{1}{?l})1()\mathrm{g}’\{2-d(\varphi((\gamma l)Y\gamma\gamma\iota)’.xr1)\}$

$\geq C_{1}.(_{7}\cdot, P_{\backslash }.r, P_{1’})$ (38)

が成り立つ.

定理 5より $l<H(p_{\backslash ’}.)/H(P_{1^{r}}\cdot)$ のとき, 任意の乱数生成器に対し近似誤差は, 出力
系列長の指数関数のオーダーで 2に収束し, その指数の値は関数 $C_{1}’$ ( $l’.$, Pg ., $P_{1’}\cdot$ ) の値を下
回らないことが分かる. 確率分布 $P_{1}.\cdot$ を Y上の–様分布とするとき, 関数 $C_{1}’(\uparrow\cdot, P_{\backslash ’}. , P_{1’}\cdot)$

は Uyematsu and $\mathrm{K}_{\dot{\mathfrak{c}}111_{\dot{C}\backslash }}$

} $\mathrm{a}[10]$ が $\mathrm{R}_{\mathrm{C}\mathrm{S}()}1\dagger^{r}i\{]\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\uparrow|\}^{r}$ 問題において得た最適な指数と –致する.
同様に P-Y を X上の–様分布とすれば, $C_{1}’(r, P_{\mathrm{Y}}., P\mathrm{y}\cdot)$ は大濱 [11] (Oohama [13]) が

Intrinsic Randomness 問題において得た最適な指数と –致する. これらのことから定理 5
は, $\mathrm{R},(\backslash \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}r\mathrm{a}\mathrm{t})\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}.\mathrm{y}$ および Intrinsic Ralldomness 問題に対するこれまでの結果を特別な場
合として含むことがわかる. 一般の確率分布 $P_{d}\backslash ’$ および $P\mathrm{l}^{=}$ に対する関数 $C.(\uparrow\cdot, P,1’, P\mathrm{l}\cdot\cdot)$

の陽な上界は未だに求められていない.

4 むすび

定常離散無記憶情報源から出力される固定長のコイン乱数列を変換して, 決められた
定常離散無記億情報源から出力されるターゲット乱数列を近似するという乱数生成問題を
考察し, 2つの変換アルゴリズムを提案した. また, 提案する 2つの変換アルゴリズムに
ついて, 変動距離で測る近似誤差を評価し, 変換効率がエントロピーの比よりも小さい場
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合において, 誤差が $0$ に近付く速さを示す指数の下界を導いた. また, 変換率が大きいと

ころでは, どんな変換を行なっても近似誤差が 2に近付くことを示し, その速さを示す指
数の下界を導いた.
変動距離指数の上界についての議論, より -般の情報源の場合への拡張が今後の課題

として挙げられる.
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